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Abstract

このノートはリーマン多様体の正規座標についての基本的な性質を
述べたものである．また，リーマン計量のテーラー展開を「Heat Kernels
and Dirac operators」のテキストに基づいて証明した．また，最後に
正規座標を直感的につかむために球面の正規座標を具体的にもとめて
ある．

0.1 測地線

(M, g)をリーマン多様体とする.我々は g(X, X) = ‖X‖2と書くことにする．
また，リーマン計量から導かれたレビチビタ接続を∇とする．このとき測地
線とは次のようなM 内の曲線 γ(t)のことである．

∇γ′(t)γ
′(t) = 0 (0.1)

つまり γ′(t)が曲線 γ(t)に沿って平行であること．

Lemma 0.1. γ(t)が測地線なら ‖γ′(t)‖は定数である．（つまり速さ一定）．
Proof.

d

dt
g(γ′(t), γ′(t)) = 2g(∇γ′(t)γ

′(t), γ′(t) = 0. (0.2)

ここでレビチビタ接続が計量を保つことを用いた．よって ‖γ′(t)‖は定数. ¥

∗Department of Mathematical Sience, Waseda University, Tokyo 169, Japan.

1



Remark 0.1. この補題は重要である．なぜなら測地線が arclengthに propor-
tionalなパラメータ付けをもつことが分かるからである．（注意：あとで述べる
が γ(t)が測地線なら γ(ct)や γ(t+ c)も測地線である．ただし前者の初期値ベ
クトルは異なる．また γ(t)が測地線だからといって γ(f(t))が測地線になる
わけではない．例えば γ(t2)測地線ではない．R2の場合に (x, y) = (t2, t2)は
測地線でない．つまり見かけが測地線だからといって，安易に測地線といっ
てはいけない．）

測地線の定義から局所座標系 (x1, · · · , xn)において，測地線は次のような
２階の非線形常微分方程式系の解であることがわかる．

d2γi(t)

dt2
+ Γi

jk(γ(t))
dγj(t)

dt

dγk(t)

dt
= 0 for any i (0.3)

ただし γi(t) := xi(γ(t))．常微分方程式の解の存在，一意性，初期条件に関す
る微分可能性から次の性質がわかる

Proposition 0.2. 1. 任意の点 p ∈ M 及び任意のベクトルX ∈ Tp(M)に
対して，0を含む開区間 I及び測地線γ : I → Mでγ(0) = p，γ′(0) = X
となるものが存在

2. γ1 : I1 → M，γ2 : I2 → M測地線でγ1(0) = γ2(0) = p，γ′1(0) = γ′(0) =
Xとなるものが存在するなら γ1(t) = γ2(t) for t ∈ I1 ∩ I2

3. 各点 pに対して，閉区間 I = [−a, a]，Tp(M)内の開円板D = D(0, r0) =
{X ∈ Tp(M)|‖X‖ < r0}及び，滑らかな写像Ψ : I ×D → M で次のよ
うなものが存在する：
任意のX ∈ Dに対して γX(t) := Ψ(t,X)が γX(0) = p，γ′X(0) = Xと
なる測地線となる．

4. γ(t)測地線なら γ(ct)も測地線である．ここで cはゼロでない定数．

Proof. 最後の主張は γ(t)が測地線の方程式を満たせば γ(ct)も明らかに測地
線の方程式をみたすことからわかる．（c2が前にでるだけ）．その他は常微分
方程式の理論からしたがう． ¥

命題における I = [−a, a]のaは，各点により異なるが我々は円板Dの方を
小さくとることにより I = [−1, 1]とすることが可能である．例えばXに対す
る測地線 γX(t)が t = a < 1まで伸ばせたとする．このとき γ̃(t) := γX(at)を
考えるとこれは測地線であり，さらに t = 1まで伸ばせる，しかし γ̃′(0) = aX
である（つまり γaX(t) = γX(at)）．よって開円板を小さくとれば I = [−1, 1]
としてよい．
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0.2 指数写像と正規座標

以上から，次の指数写像を定義する：

Definition 0.1. 点 pにおける指数写像とは，上のような開円板D ⊂ Tp(M)
をとり

expp : D 3 X → γX(1) ∈ M (0.4)

特に，このとき γ(t) := expp(tX)は γ(0) = pかつ γ′(0) = Xの測地線である．

Proof. expp(tX) = γtX(1) = γX(t)であるので． ¥

この指数写像の TpM の原点 0における微分を考えると

(expp)∗0(X) =
d

dt
(expp(tX))|t=0 =

d

dt
γX(t)|t=0 = X

よって (expp)∗0 = idである．そこで逆関数定理から開円板Dをさらに小さ
くとることで

expp : D → expp(D) ⊂ M

を微分同相写像とできる．これを用いて，次のように pの近傍 expp(D)上で
局所座標をつくる：{ei}n

i=1を Tp(M)の正規直交基底とする．y ∈ expp(D)に
対して expp(

∑
xiei) = yとなるようなベクトル

∑
xiei ∈ Tp(M)が唯一つ存

在するので xi(y) = xiとして局所座標をいれる．つまり

xi = xi(expp(
∑

xiei)) (0.5)

この (expp(D), x1, · · · , xn)を点 pでの正規座標系とよぶ．より詳しく言えば
Tp(M)のある正規直交基底 {ei}を固定して

Rn → Tp(M) → X (0.6)

(x1, · · · , xn) 7→
∑

xiei 7→ expp(
∑

xiei) (0.7)

という写像が正規座標である．特に，正規直交基底 {ei}を用いているので，
gij(0) = δij (0.8)

成立する．（ここで gij は gの正規座標に関する成分である）．この式の意味
することはX =

∑
X i∂i ∈ Tp(M)をとったとき，‖X‖2 =

∑
(X i)2となるこ

とを意味する．（原点でのリーマン計量はユークリッド計量とみてよい）．
さらに次のことが成立．

Γi
jk(0) = 0,

∂gij

∂xk
(0) = 0 (0.9)
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Proof. 正規座標では γ(t) = tv（v ∈ Rn = Tp(M)）が測地線である．（原点か
ら放射状に伸びる直線）．これを測地線の方程式に代入すれば

Γi
jk(γ(t))vjvk = 0 for any v ∈ Rn.

さらに，捩れ率ゼロから Γi
jk = Γi

kj が（どんな座標においても）成立する．
よって v = 1

2
(el + em)とすれば

Γi
lm(0) = 0 for any i.

以上から Γi
jk(0) = 0である．さて Γi

jkは gij の微分多項式として書けるので
あった.特に次をえる：

gil(0)(
∂gjl

∂xk
(0) +

∂gkl

∂xj
(0)− ∂gjk

∂xl
(0)) = 0

よって
∂gjl

∂xk
(0) +

∂gkl

∂xj
(0)− ∂gjk

∂xl
(0) = 0

この式は任意の添え字 j, k, lについて成立するので，cyclicにまわしてgij = gji

を使って，計算すれば ∂gij

∂xk (0) = 0を得る． ¥

Remark 0.2. リーマン計量 gij のテーラー展開において一次の項が消えるこ
とを意味する．

以上まとめて

Proposition 0.3. 正規座標において，次を得る

gij(0) = δij (0.10)

Γi
jk(0) = 0 (0.11)

∂gij

∂xk
(0) = 0 (0.12)

この命題に関して注意すべきは，正規座標において {∂i}n
i=1は正規直交フ

レームになるわけではない．原点 0においてのみ正規直交基底になる．
また我々はこの局所座標を用いて接束 TM または正規直交フレーム束

SO(M)の局所自明化を与えることが多い．つまり測地線（原点からでる放
射線状の直線）にそって Tp(M)の平行移動を行い Tp(M)と Texpp(X)(M)の同
一視を行う．このときレビチビタ接続による平行移動なので正規直交基底は
正規直交基底にうつる．そこで Tp(M)の正規直交基底 {ei}iを平行移動して，
正規直交フレーム {ei(x)}iを得る．このときよく知られたように (∇ei

ej)p = 0
が成立する．
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Proof. (∇ei
ej)pをもとめるのであるが，接続の性質∇fXY = f∇XY により，

∇(ei)pej を計算すればよい．eiの定義により (ei)p = (∂i)pである．我々の正
規直交フレームは点 pからの平行移動により定義したので∇(∂i)pei = 0は明
らか.ここで注意すべき点は正規座標をとったしても勝手な正規直交フレー
ムに関して (∇ei

ej)p = 0が成立するわけではない．また (∇ei
ej) = 0となる

正規直交フレームの存在だけなら，正規座標をとる必要はなく，放射線上に
平行移動するということだけでよい．つまり (∇ei

ej)p = 0となる正規直交フ
レームの存在と正規座標は全く独立したものである． ¥

さて，正規座標に関して次が成立する

Proposition 0.4. 1. 任意のベクトルX ∈ Dに対して

d(p, expp(X)) = ‖X‖ (0.13)

ただし dの定義は次のよう

d(p, q) = inf{L(c)|cは pと qを結ぶ区分的に滑らかな曲線 } (0.14)

2.
expp(D) = {q ∈ M |d(q, p) < (Dの半径)}

3. Dの半径 rを十分小さくとれば expp(D)は凸集合である．つまり q, q′ ∈
expp(D)は expp(D)内で唯一つの測地線 γ で結べる．さらに L(γ) =
d(q, q′)（このように L(γ) = d(q, q′)が成り立つような測地線を最短測
地線と呼ぶ）

Remark 0.3. 上の命題から dが距離になることがわかる．d(p, q) = 0とす
ると q ∈ expp(D(r))となる．よって q = expp(X)となる X が存在するが
d(p, q) = ‖X‖ = 0であるので p = qとなる．

この命題を証明する前に補題を二つ用意する．

Lemma 0.5. 円板Dの半径 rとして 0 < r′ < rとなる r′に対して次のこと
が成立：Tp(M)内の半径 r′の球を

S(r′) := {X ∈ Tp(M)|‖X‖ = r′}
とする．このときX ∈ S(r′), Y ∈ TX(S(r′))に対して

gexpp(X)((expp)∗XX, (expp)∗XY ) = 0

つまり指数写像で移したときリーマン計量に関してXと Y は直交している．
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X

Y

(expp)∗XX

(expp)∗XY

S(r′)
0

p

X = X(0)

Y

X(s)

tX(s)の図

t

s

Proof. 球面 S ′(r)内の曲線X(s)でX(0) = X かつX ′(0) = Y となるものを
とる．さらに

φ(t, s) := expp(tX(s)) ∈ M

とする．つまり sを固定して tを動かせば測地線である．さて

gφ(t,s)(φt, φt) = gp(X(s), X(s)) = r′2

である．（ここで測地線は長さを変えないことを用いた.また φtは tに関して
の微分）．さらに両辺を sで微分して

0 =2g(φt,∇∂/∂sφt)

=2g(φt,∇∂/∂tφs + φ∗([∂/∂s.∂/∂t])) (捩れゼロから)

=2g(φt,∇∂/∂tφs)

=2{ ∂

∂t
g(φt, φs)− g(∇∂/∂tφt, φs)}

=2
∂

∂t
g(φt, φs) (測地線より)

となるので g(φt, φs)は tに関して定数である．特に t = 0の時を考えると
φs(0, s) = 0であるので g(φt, φs) = 0を得る．また

φt(1, 0) = (expp)∗XX, φs(1, 0) = (expp)∗XY

であるので補題が証明できた．（あとで別証明を与える） ¥

Lemma 0.6. expp(D)内の滑らかな曲線 c(t)を考える（a ≤ t ≤ b）．この曲
線を極座標表示する

c(t) = expp(r(t)X(t)) , ‖X(t)‖ = 1, r(t) ∈ R
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このとき ∫ b

a

‖c′(t)‖dt ≥ |r(b)− r(a)| (0.15)

（左辺は曲線のM内での長さ）．さらに等号成立は r(t)が単調増加でX(t)が
定ベクトルのとき．

r(a) r(b)

c(a) c(b)

X(t)

r(t)X(t)

p

Proof. φ(r, t) = expp(rX(t))とすると，c(t) = φ(r(t), t)である．さて

c′(t) =
dr

dt

∂φ

∂r
+

∂φ

∂t

となる．よって先ほどの補題を用いれば

‖c′(t)‖2 = (
dr

dt
)2g(

∂φ

∂r
,
∂φ

∂r
) + g(

∂φ

∂t
,
∂φ

∂t
)

となるが g(∂φ
∂r

, ∂φ
∂r

) = ‖X(t)‖2 = 1となるので

‖c′(t)‖2 ≥ (
dr

dt
)2

を得る．（等号成立は ∂φ
∂t

= 0，つまりX(t)が定ベクトル）．よって
∫ b

a

‖c′(t)‖dt ≥
∫ b

a

|dr

dt
|dt ≥ |

∫ b

a

dr

dt
dt| ≥ |r(b)− r(a)|
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となる．（ここで等号成立は r(t)が単調増加）． ¥

Proof of Proposition. 第一の主張を示そう．上の補題においてc(0) = p，c(b) =
expp(X)となる任意の曲線を選ぶ．（a = 0としている）．特に r(0) = 0であ
る．よって ∫ b

a

‖c′(t)‖dt ≥ r(b)

となる．このように pと expp(X)を結ぶ曲線は r(b)で抑えることができる．
我々は pから c(b)への曲線として c(t) = expp(tX)をとれば，r(b) = ‖X‖ =∫ b

0
‖γ′X(t)‖dtとなる．
第二の主張は第一の主張から言える．
第三の主張を考える．pに関する開円板をDpとかく．この円板の半径 r

を十分小さくとって expq(D(r′))内に q′が入るようにすれば qと q′は測地線
で結べる．さらに微分同相 expp : D(r) 7→ expp(D(r))において，半径 rは p
に対して連続的に変化することがわかる．つまり pと p′が十分近ければ rと
r′も十分近い．よって rを十分小さくとれば主張がいえる． ¥

0.3 リーマン極座標

補題 0.5はもう少しよい形で書くことができる．まずTp(M) ' Rn上で極座標

(r, φ) = (r, φ1, · · · , φn−1)

をとる．ここで (φ1, · · · , φn−1)は単位球面 S(1)を表示している．このような
座標をリーマン極座標という．

Proposition 0.7. リーマン極座標においてリーマン計量は次のように表示
される．（これはこの正規座標の任意の点においてである）．




grr grφ1 · · · grφn−1

grφ1

· gφiφj

grφn−1


 =




1 0 · · · 0
0
· gφiφj(r, φ)
0


 (0.16)

Proof. grφi = 0であることは先ほどの補題から従うが，もう一度証明する．
まず原点 0 ∈ Tp(M)におていは gij(0) = δijであったので，

grr(0) = 1, grφi(0) = 0
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を得る．さて，φ = constは直線であり，arclengthによりパラメータ付け
されるときには測地線になる．つまり γ(t) = (t, φ0)が測地線である．測地線
の方程式に代入すれば（∇∂r∂r = 0）

Γr
rr = 0, Γφi

rr = 0

が成立（任意の点で）．よって

n−1∑

l=1

grφl

(2
∂grφl

∂r
− ∂grr

∂φl
) + grr(2

∂grr

∂r
− ∂grr

∂r
) = 0

n−1∑

l=1

gφiφl

(2
∂grφl

∂r
− ∂grr

∂φl
) + gφir(2

∂grr

∂r
− ∂grr

∂r
) = 0

よって特に

2
∂grr

∂r
− ∂grr

∂r
= 0, 2

∂grφl

∂r
− ∂grr

∂φl
= 0

以上から grrは一定であり，初期条件から grr ≡ 1である．よって grφi ≡ 0も
従う． ¥

0.4 計量のテーラー展開

さて「Heat Kernels and Dirac operators」に必要な事実を証明していこう．
リーマン極座標をもう少し詳しく調べる．R = r∂r =

∑
xi∂iというベクト

ル場を考える．つまりオイラー微分である，特に rmをこのRで微分したら
mrmとなる．このようにRは rについての次数を図る作用素である．上の命
題から

gx(R,R) = r2gx(∂r, ∂r) = r2grr = r2 =
∑

(xi)2 (0.17)

が任意の点 x ∈ expp(D)に対して成立する．
次に ∂i = xi

r
∂r +

∑
f i∂φiとなるが，このベクトルとRとの内積をとれば

g(R, ∂i) = rg(∂r, ∂i) = xigrr = xi (0.18)

となる．
次に∇RRを考える．

∇RR = r∇∂rr∂r = r∂r + r2∇∂r∂r = R (0.19)
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（ベクトル場∂rに沿った点pから出る曲線は測地線であった．つまり∇∂r∂r = 0
が成立した．しかしベクトル場Rに沿った曲線は上のように測地線ではない）
次に再び TM の平行移動による局所自明化を考える．そのとき得られる

正規直交フレームを {ei(x)}iとしていた．我々は放射状に平行移動を行った
ので（ここでの放射線とは ∂rに沿った曲線のことである）∇∂rei = 0である．
よって∇Rei = 0も従う．
また ei = ∂i + O(r)と書ける．まずこの式の意味を考える．∂iと正確な

ことを言えば Rn ' Tp(M)上のベクトル場 ∂iを exppによりM 上のベクト
ル場として考えたものである．つまり (∂i)(expp)(v) = (expp)∗v∂i のことであ
る．一方 eiは γ(t) = (t, φ0)に沿った平行移動により定義される正規直交フ
レームである．（前に述べたがこの平行移動と正規座標はなんら関わりがな
い．関係しているのは，平行移動を測地線に沿ってすることだけである）．
ei(x) =

∑
fk

i (x)∂kと書けるが，これを xについてテーラー展開すると

ei(x) =
∑

k

{fk
i (0) +

∑

l

∂fk
i

∂xl
(0)xl +

1

2

∑
pq

∂fk
i

∂xpxq
(0)xpxq + · · · }∂k

となる（∂iは正規座標での標準ベクトル場であるので xには依存しない）．
さて eiの定義から fk

i (0) = δkiとなる．よって

ei(x) = ∂i +
∑

k

{
∑

l

∂fk
i

∂xl
(0)xl +

1

2

∑
pq

∂fk
i

∂xpxq
(0)xpxq + · · · }∂k

この式が ei = ∂i + O(r)の意味である．

Remark 0.4. 実は次が分かる

0 = (∇∂k
el)0 = {

∑
∇∂k

f i
l ∂i}0

= {
∑

(
∂f i

l

∂xk
∂i + f i

l∇∂k
∂i)}0

=
∑ ∂f i

l

∂xk
(0)(∂i)0

よって ∂f i
l

∂xk (0) = 0を得る．これより実は ei = ∂i + O(r2)となる．より詳しい
展開公式はあとで述べる．

さて
Rg(R, ei) = g(∇RR, ei) + g(R,∇Rei) = (R, ei)
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となるので g(R, ei)は rについて次数が１である．一方

g(R, ei) =
∑

xjg(∂j, ei) =
∑

xjg(ej −O(r), ei) = xi + O(r2)

となる．よって g(R, ei) = xiを得る．特にR =
∑

xiei 以上まとめて

Proposition 0.8. 正規座標系をとり，さらに TM も平行移動により局所自
明化しておく．このとき次を得る

∇RR = R (0.20)

R =
∑

xiei =
∑

xi∂i, g(R, R) = r2 (0.21)

g(R, ∂i) = xi (0.22)

∇∂rei = 0, ∇Rei = 0 (0.23)

このノートの目的は次である

Proposition 0.9. 点 p における正規座標におけるリーマン計量 gij(x) =
g(∂i, ∂j)は pのまわりで次のようになる

gij(x) = δij − 1

3

∑
Rikjl(p)xkxl +

∑

|α|≥3

(∂αgij)(p)
xα

α!
(0.24)

これを証明する前に二つ補題を証明する

Lemma 0.10. ある座標近傍Uにおいて，放射線の平行移動によって局所自
明化をした場合に，その近傍 U において

ιRω = 0 L(R)ω = ιRF (0.25)

となる．ただし ω，F はこの局所自明化に関する接続形式と曲率形式であり
U 上行列値一次微分形式及び２次微分形式と見なしている．

Proof. 自明化の定義から平行移動によるフレーム eiに関して 0 = ∇Rei =∑
ωj

i (R)ejである．よって ιRω = 0となる．

L(R)ω = (ιRd + dιR)ω = ιRdω = ιR(dω + ω∧ω) = ιRF

¥
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Lemma 0.11. θ(x) =
∑

θ(x)idxiという一次微分形式を考える．このとき

L(R)θ =
∑

(L(R)θ)idxi =
∑

i

(
∑

k

xk
∂θi

∂xk
+ θi)dxi (0.26)

特に，このテーラー展開を考えると

(L(R)θ)i(x) ∼
∑

α

(|α|+ 1)∂αθi(0)
xα

α!
(0.27)

特に，上の補題のような L(R)ω = ιRF となる一次微分形式に対して

ωi(x) = −1

2

∑
j

F (∂i, ∂j)(0)xj + O(r2) (0.28)

（これは放射線上の平行移動による自明化に関するもので，正規座標は関係
ない）

Proof. まず [R, ∂i] = −∂iであることに注意すれば，最初の式を得る（微分形
式のリー微分の定義を思い出せ）．２番目の式を証明するには．

(L(R)θ)i = (r
∂

∂r
+ 1)θi

において θiをテーラー展開をして r ∂
∂r
がオイラー微分であるので xαにあて

ると |α|xαになることを用いればよい．次にL(R)ω = ιRF となる場合を考え
ると ∑

α

(|α|+ 1)∂αωl(0)
xα

α!
=

∑
∂αF (∂k, ∂l)(0)xk xα

α!
(0.29)

となるここで α = (α1, · · · , αn)，α! = α1! · · ·αn!.
¥

Proof of Proposition. まず今までのようにして TMの正規座標からのフレー
ム ∂i及び正規直交フレーム {ei}を用意する．これらの関係を

∂i =
∑

θj
i ej

と書く．さらに eiに双対な一次微分形式の組を θj =
∑

θj
i dxiとする．この

とき
θ =

∑
dxi∂i =

∑
θjej ∈ A1(M,TM)

12



を基本１次形式という．この θ = (θ1, · · · , θn)は Rn値微分一次形式である．
（ここでRnは {ei}を基底としたときの座標．つまり接束の局所自明化）．こ
のときフレーム {ei}に関する接続形式は

ωi
j =

∑
Γi

kjθ
k

となり ω = (ωi
j)は so(n)値一次微分形式となる．リーマン多様体上の基本１

次形式は次の構造方程式を満たす

dθ + ω∧θ = 0 ⇐⇒ dθi = −
∑

ωi
k∧θ

k (0.30)

さてまず次がわかる ιRθ = R = (x1, · · · , xm) = xつまり，各成分でみれば

ιRθa =
∑

θa
i ιRdxi =

∑
θa

i x
i = xa

（ここでR =
∑

xiei =
∑

xi∂i =
∑

xiθj
i ej．よって

∑
xiθj

i = xjである）．さ
てこの局所座標及び局所自明化での曲率形式をΩとする．

0 = ιR(dθ + ω∧θ) = L(R)θ − dιRθ + (ιRω)θ − ωιRθ

=L(R)θ −
∑

dxiei − ωιRθ

=L(R)θ −
∑

dxiei − ωx

（ここで重要な注意: θは基本一次形式であり，ベクトル場に値をもつ微分一次
形式であるがリー微分などを行うときは注意が必要である．例えばL(R)θ =
L(R)(θaea)を計算するわけであるが，eaの方は今回は微分しない．つまりRn

値の微分形式と思って各成分を微分する.間違って eaの方も微分すると計算
がぜんぜん合わなくなってしまう．以上のことからL(R) = dιR + ιRdなどを
使ってもよい）．よって

(L(R)− 1)L(R)θ = L(R)L(R)θ − L(R)θ

= L(R)(ωx) + L(R)
∑

dxiei −
∑

dxiei − ωx

= (L(R)ω)x + ωL(R)x +
∑

dxiei −
∑

dxiei − ωx

= (L(R)ω)x + ωx− ωx = (ιRΩ)x

13



つまり，各成分でみれば

(L(R)− 1)L(R)θa =
∑

(ιRΩ)a
l x

l

=
1

2

∑
ija

g(Ω(∂i, ∂j)el, ea)x
lιR(dxi

∧dxj)

=
1

2

∑
xlg(Ω(∂i, ∂j)el, ea)(x

idxj − xjdxi)

となる．よって

ι(∂k)((L(R)− 1)L(R)θa) =
1

2

∑
xlxig(Ω(∂i, ∂k)el, ea)− 1

2

∑
xlg(Ω(∂k, ∂j)el, ea)x

j

=
∑

xlxig(Ω(∂i, ∂k)el, ea)

=
∑

xlxig(Ω(∂i, ∂k)∂l, ea)

最後のところでR =
∑

xi∂i =
∑

xieiを用いた．
上の式をテーラー展開する．まず θa =

∑
θa

kdxkの成分 θa
k にテーラー展

開をする．θa
k(0) = δa

kであることはすでに知っている．

θa
k = δa

k +
∑

|α|≥1

∂αθa
k(0)

xα

α!

補題からこのRによるリー微分を考えれば

((L(R)− 1)L(R)θa)k =
∑

|α|≥0

(|α|+ 1)|α|∂αθa
k(0)

xα

α!

よって
∑

|α|≥0

(|α|+ 1)|α|∂αθa
k(0)

xα

α!
=

∑
xlxig(Ω(∂i, ∂k)∂l, ea)

=
∑

xlxig(Ω(∂i, ∂k)∂l, ∂a)(0) + O(r3)

最後の式で g(Ω(∂i, ∂k)∂l, ea)をテーラー展開している．この式から θのテー
ラー展開において一次の項はない（この事実はかなり前に述べた）．さらに
２次の項については

∑

|α|=2

∂αθa
k(0)

xα

α!
=

1

(2 + 1)2

∑

il

g(Ω(∂i, ∂k)∂l, ∂a)(0)xlxi = −1

6

∑
Rlaikx

lxi
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以上から

θa
b = δa

b −
1

6

∑
xixjRjaib + O(r3) (0.31)

となる．この式を gij =
∑

θk
i θ

k
j に代入すれば命題が証明できる． ¥

Remark 0.5. この命題は，上記のように証明するほかにクリストッフェル記
号を使って証明する方法もある．（そっちの方が，普通．たとえば酒井「リー
マン幾何学」）．

0.5 Hopf-Rinowの定理

さて指数写像 exppの定義域である開円板Dpを Tp(M)全体へと拡張できる
であろうか？これに対しては次の結果が知られている．

Proposition 0.12 (Hopf-Rinow, [1]). 連結なリーマン多様体に対して以
下は同値

1. dを距離としてM は完備である．（コーシー列が収束）

2. ある点 p ∈ M でDp = Tp(M)となるものが存在

3. 任意の点 p ∈ M に対してDp = Tp(M)

4. 任意の点 p ∈ M と任意の r > 0に対して {q ∈ M |d(p, q) < r}が相対コ
ンパクト

5. M 内の有界閉集合はコンパクト

さらにこのようなときに (M, g)を完備リーマン多様体とよぶ．またそのとき
任意の点 p, qに対して，それらを結ぶ最短測地線が存在する．

Remark 0.6. 1. (M, g)を距離空間とみなしたときに入る位相はもともと
あるM の位相と一致する．

2. Tp(M)全体で exppが拡張できるわけだが，単射性は（一般に）明らか
に崩れることに注意する．よって座標系になるわけではない．このた
め下で定義する単射半径という概念がある．リーマン幾何においては
この単射半径は重要な概念の一つである．

最後に単射半径の定義をしておく
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Definition 0.2. M をリーマン多様体とする．点 pにおける単射半径とは

i(p) := sup{ρ > 0|expp is defined on D(0, ρ) ⊂ Tp(M) and injective}
(0.32)

（よって，これは正規座標を拡張した座標のうちもっとも大きいものである）．
さらにM の単射半径とは各点の単射半径の infのこと：

i(M) := inf
p∈M

i(p) (0.33)

Example 0.1. 例えば単位球面の単射半径は πである．なぜなら各点 pにおい
て半径 πの開集合上からM へ exppを定めることができ，単射になる．
２次元球面の正規座標を具体的に書いてみよう．（ふと思いついた方法な

ので，本当に正規座標になるかは証明してないけど，多分あってると思う）
まず２次元単位球面を極座標表示すると（下図参照）





x = sin θ cos φ

y = sin θ sin φ

z = cos θ

(0.34)

ここで 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2πである．また θは北極 pから出発している．φ
を固定して θを動かせば北極を通る大円になるので，この θ, φを用いれば，
正規座標をつくれる．そこで r := θとすれば，

R2 ⊃ D(π) 3 (r, φ) 7→ (sin r cos φ, sin r sin φ, cos r) ∈ S2 ⊂ R3 (0.35)

が指数写像つまり正規座標になる．さらに計量を計算すれば，

dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + sin2 rdφ2 (0.36)

となる．つまり

(R2, dr2 + sin r2dφ2) 0 ≤ r < π, 0 ≤ φ < 2π (0.37)

が球面の正規座標表示となる．また計量は次のようにも書ける．

dr2 + sin2 rdφ2

=(cos2 φ +
sin2 r sin2 φ

r2
)dx2 + (sin2 φ +

sin2 r cos2 φ

r2
)dy2 + 2 sin φ cos φ(1− sin2 r

r2
)dxdy
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（ここで x = r cos φ, y = r sin φ）．とくに原点においてはユークリッド計量
に一致していることがわかる．

π/2 π

e2

e1
r

φ

r

φ

∞
∞

この方法は一般次元の球面でも同様である．
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