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このノートはWarner GTM94「Foundation of differential manifolds and Lie groups」

の Hodge thoeremの章の解説です．講義ノートなので，タイプミスなどの間違いは多々

あります．本質的な間違いなどもあったりするかもしれません．ミスがあったら知らせて

くれればと思います．

第一章は多様体の復習です．おもに，Hitchin のレクチャーノートを参考にしてます．

多様体の知識としては，関数の微分やベクトル場ぐらいまで知っていればよいです．一の

分割・外積代数・外微分・積分・ドラームコホモロジーについては詳しく解説してありま

す（１の分割の詳しい証明は，適当な多様体の参考書を見てください）．また，微分形式

の応用として写像度について述べてあります．

第二章以降が本論です．（微分幾何での）Hodge の定理とは調和 p 形式の全体が

Hp
DR(M)と同型というもの．よって，各 Hp

DR(M)の代表元として調和なものが取れる

ことになります．応用としては，ポアンカレ双対性（Hp(M) ∼= (Hn−p(M))∗）などがあ

ります．ラプラス作用素という２階楕円型微分作用素の解析することにより Hodgeの定

理は証明できますが，多様体上の楕円型微分作用素の理論のもっとも基本的な話であり，

他の楕円型微分作用素に対しても，不等式などはほとんど同じように成立します．証明方

法は，まず，局所的（というかトーラス上）な解析をフーリエ変換を利用して行い，ソボ

レフの補題や楕円型評価，正則性定理などを定式化・証明します．さらに，リースの表現

定理により弱解の存在を示して，正則性定理から真の解の存在を示します．そして，１の

分割を使ってコンパクト多様体上でも成立することを示すという方法です（なお，弱解の

存在は，エネルギーの最小化列で示す方法もあり，幾何学（多分，解析学でも）ではそち

らのほうが有用）．

また，応用として，ラプラス作用素に対する固有値展開や Peter-Weylの定理（コンパ

クトリー群上の関数空間の既約分解）の話題を解説します．

2012/09/24 本間泰史

半年講義して，あいまいな部分の補足，誤植と間違った部分などを訂正しました（それ

でもまだ間違いはあると思うが）．謝辞：研究室の大橋さん（学部４年）にはいろいろと

指摘して頂きました．この場をかりて感謝します．
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第 1章

多様体ショートコース

1.1 多様体

1.1.1 多様体

Definition 1.1.1. 位相空間 X が n次元位相多様体とは次をみたすこと：

1. X はハウスドルフ空間

2. X の任意の点 pに対して，pを含む座標近傍 (U, ϕ)（coordinate chart，cood-

inate neighborhood）が存在．

ここで座標近傍とは，開集合 U ⊂ X と同相写像 ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn の組のこと．また，

このとき x ∈ U を n個のパラメータで書くことができる：

ϕ(x) = (x1, · · · , xn)

これを点 xの局所座標 (local coordinate）という．

さらに，位相多様体 X が n次元 C∞ 級微分可能多様体とは，座標近傍の族 {Uα, ϕα}
で，

X = ∪αUα

かつ，座標変換
ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

が C∞ 級微分同相であること．さらに，微積分を行うために第二可算公理を課す（つま

り，可算開基をもつこと）．上のような，座標近傍の族 {Uα, ϕα}α∈I を，X 上の n次元座

標近傍系（system of coordinate neighborhoods）または n次元アトラス（atlas）

とよぶ．
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Remark 1.1.1. アトラスは極大なものをとっておく．つまり，局所座標 (U, ϕ)で，ϕ◦ϕ−1
α

（∀α）が滑らかなら，(U, ϕ)=(Uγ , ϕγ)となる γ が存在．つまり，そのような局所座標が

あれば，初めからアトラスに入れてしまうことにする．

また，このノートでは C∞ 級微分可能多様体を単に多様体とよぶ．

Definition 1.1.2. M,N を多様体とする．写像 F :M → N が滑らかな写像とは，各点

x ∈ M に対して，xの近くのM の座標近傍 (Uα, ϕα)（x ∈ Uα）と F (x)の近くの N の

座標近傍 (Vi, ψi)に対して，合成関数

ψi ◦ F ◦ ϕ−1
α

が ϕα(Uα)で C∞ 級であること．

多様体の間の写像の中で，もっとも基本的なものは，滑らかな関数

f :M → R

である．

Definition 1.1.3. M 上の滑らかな関数全体を

C∞(M) := {f :M → R | f は滑らか }

と書く．

1.1.2 接ベクトル

M は n次元多様体とする．

Definition 1.1.4. a ∈ M での接ベクトル Xa とは，写像 Xa : C∞(M) → Rで次を満
たすもの

• Xa(λf + µg) = λXa(f) + µXa(g)

• Xa(fg) = f(a)Xa(g) + g(a)Xa(f)

（最初は線形性，２番目はライプニッツ法則）．

Exercise 1.1.1. {Xa | Xa は接ベクトル }がベクトル空間となることを証明せよ．

Example 1.1.2. 点 aのまわりの座標近傍 (U, ϕ)，局所座標を (x1, · · · , xn)とする．こ
のとき， (

∂

∂xi

)
a

: C∞(M) ∋ f 7→ ∂f

∂xi
(a) ∈ R
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とすれば，接ベクトルである．ここで f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → Rに対して，

∂f

∂xi
(a) =

∂f ◦ ϕ−1

∂xi
(ϕ(a))

としている．

Example 1.1.3.
γ(t) : I = (−ϵ, ϵ) ∋ t 7→ γ(t) ∈M

が滑らかな写像（滑らかな曲線）とし，c(0) = a とする．点 a の座標近傍 (x1, · · · , xn)
を使えば，曲線の局所表示は

c(t) = ϕα ◦ γ(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))

となる．このとき

c′(0) = ϕα ◦ γ′(0) = dc

dt

∣∣∣∣
t=0

= (x′1(0), · · · , x′n(0))

が接ベクトル c′(0)の局所表示になりそうである．そこで γ′(0) ∈ Ta(M)となることを

確かめる必要がある．

γ′(0) : C∞(M) ∋ f 7→ df(γ(t))

dt
|t=0 ∈ R

とすれば，これは接ベクトルになる．ここで，左辺の f(γ(t)) : I → Rは普通の滑らかな
関数である．

xi(γ(t)) = xi(t)

であり，
dxi(γ(t))

dt
|t=0 = x′i(0)

となるので，γ′(0)の局所表示は

∑
i

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
a

となる．

Exercise 1.1.4. γ′(0)が接ベクトルとなることを確かめよ．

Exercise 1.1.5. ξ ∈ Ta(M)に対して，M 内の曲線

γ : (−ϵ, ϵ) ∋ t 7→ γ(t) ∈M

で，γ′(0) = ξ となるものが存在することを示せ．
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Proposition 1.1.6. 点 aにおける接ベクトル全体を Ta(M)として，これを接ベクトル

空間とよぶ．このとき，

1. Ta(M)は n次元ベクトル空間である．

2. 次は基底になる． (
∂

∂x1

)
a

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
a

3. 別の局所座標 (y1, · · · , yn)を取ったき，(
∂

∂y1

)
a

, · · · ,
(

∂

∂yn

)
a

も基底になるが，このとき基底の変換は，

(

(
∂

∂y1

)
a

, · · · ,
(

∂

∂yn

)
a

) = (

(
∂

∂x1

)
a

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
a

)


∂x1

∂y1
(a) · · · ∂x1

∂yn
(a)

...
. . .

...
∂xn

∂y1
(a) · · · ∂xn

∂yn
(a)


が基底の変換となる．つまり(

∂

∂yi

)
a

=
∑
j

∂xj
∂yi

(a)

(
∂

∂xj

)
a

Proof. １，２はそれほど明らかではない．多様体の本を参照してほしい．

Definition 1.1.5. T ∗
a (M) を Ta(M) の双対空間として，余接空間とよぶ．また，局所

座標 (x1, · · · , xn)に基底 (
∂

∂x1

)
a

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
a

の双対基底を
(dx1)a, · · · , (dxn)a

とする．先ほどのように局所座標を変えたときの変換則は，

(dyi)a =
∑
j

∂yi
∂xj

(ϕα(a))(dxj)a

となる．

1.1.3 微分

次に関数の微分を定義する．
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Definition 1.1.6. f ∈ C∞(M)，a ∈M とする．このとき dfa ∈ T ∗
a (M)を，

dfa(Xa) = Xa(f) ∀Xa ∈ TaM

として定義する．

Exercise 1.1.7. dfa ∈ T ∗
a (M)となることをしめせ．

局所座標 (x1, · · · , xn)において，

(df)a =
∑ ∂f

∂xi
(a)(dxi)a

そこで，多様体の間の関数 F :M → N も上のように定義すればよいことになる．

Definition 1.1.7. F : M → N を滑らかな写像とする．F の点 a ∈ M における微分と

は，接空間の間の線形写像
DFa : TaM → TF (a)N

であり，次で定義されるもの．Xa ∈ Ta(M)に対して，

DFa(Xa)f = Xa(f ◦ F ), ∀f ∈ C∞(N)

ここで，f ◦ F ∈ C∞(M)となることに注意．

Exercise 1.1.8. DFa(Xa) ∈ TF (a)(N)および DFa が線形写像となることを確かめよ．

1.1.4 ベクトル場

Definition 1.1.8. x ∈M に対して，TxM をその点での接空間とする．そして，

TM = ∪x∈MTxM

という集合を考える（これは disjoint union であることに注意）．これを M の接束

（tangent bundle）とよぶ．

M の多様体構造から TM の多様体構造を導くことができる．

Theorem 1.1.9. M を n次元の多様体とする．このとき TM は 2n次元の多様体とな

る．また，自然な射影 p : TM ∋ Xx → x ∈M は滑らかな写像．

Proof. M の座標近傍を (Uα, ϕα)とする．x ∈ Uα に対して，(
∂

∂x1

)
x

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
x



10 第 1章 多様体ショートコース

は Tx(M)の基底となる．このとき全単射写像

ψα : Uα × Rn ∋ (x, y1, · · · , yn) 7→
∑

yi

(
∂

∂xi

)
x

∈
∪

x∈Uα

Tx(M)

を考え，さらに，

Φα = (ϕα, id) ◦ ψ−1
α :

∪
x∈Uα

Tx(M) → ϕα(Uα)× Rn ⊂ Rn × Rn = R2n

を考えれば
Vα =

∪
x∈Uα

Tx(M)

の座標近傍となる．位相は Φα が同相であるようにいれておくことにする．

変換関数を考えてみる．

Φα(Vα ∩ Vβ) = ϕα(Uα ∩ Uβ)× Rn

は R2n の開集合となることに注意．(x1, · · · , xn)を Uα の局所座標として，(x̃1, · · · , x̃n)
を Uβ の局所座標とすれば， (

∂

∂xi

)
x

=
∑
j

∂x̃j
∂xi

(
∂

∂x̃j

)
x

となる．よって，

ΦβΦ
−1
α (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) = (ϕβ , id) ◦ ψ−1

β ◦ ψα ◦ (ϕ−1
α , id)(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)

=(ϕβ , id) ◦ ψ−1
β ψα(ϕ

−1
α (x1, · · · , xn), y1, · · · , yn)

=(ϕβ , id) ◦ ψ−1
β (
∑

yi

(
∂

∂xi

)
ϕ−1
α (x)

)

=(ϕβ , id) ◦ ψ−1
β (
∑
i,j

yi
∂x̃j
∂xi

(
∂

∂x̃j

)
ϕ−1
α (x)

) = (ϕβ , id) ◦ ψ−1
β (
∑
j

(∑
i

yi
∂x̃j
∂xi

)(
∂

∂x̃j

)
ϕ−1
α (x)

)

=(x̃1, · · · , x̃n,
∑ ∂x̃1

∂xi
yi, · · · ,

∑ ∂x̃n
∂xi

yi)

となる．ここで
(x̃1, · · · , x̃n) = ϕβ ◦ ϕ−1

α (x1, · · · , xn)

としている．上の変換関数をみてわかるように C∞ 級であるので滑らかな写像である．

また逆写像が滑らかであることも同様である．

以上から (Vα,Φα)は TM のアトラスとなる．

次にハウスドルフ性を確かめる．

p : TM ∋ Xa → a ∈M
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を自然な射影とする．局所座標では．

p(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) = (x1, · · · , xn)

となるので，これは滑らかな写像であり，全射である．Xa ∈ Ta, Xb ∈ Tb（a ̸= b）とすれ

ば，M がハウスドルフであるので，a, bを分離する開集合 U，U ′ がとれる．そして，開

集合 p−1(U), p−1(U ′)は Xa, Xb を分離する開集合となる．Xa ̸= Ya ∈ Ta とすると，Ta

のまわりの局所座標をとれば，R2n の開集合に同相であるので，これらを分離する開集合

が存在する．よって，TM もハウスドルフである．

また，M が第二可算公理をみたし Rn も第二可算公理を満たすので，TM も第二可算

公理をみたす．

Exercise 1.1.10. 上の変換関数 ΦβΦ
−1
α のヤコビ行列を計算せよ．

次にM 上のベクトル場を定義しよう．

Definition 1.1.9. p : TM → M を接束とする．M 上のベクトル場 X とは，滑らかな

写像
X :M → TM

で p ◦X = idM となるもの．またM 上のベクトル場全体を X(M)と書くことにする．

局所座標系をつかうともう少しわかりやすい．(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) を局所座標と
する．p ◦X = idM より，

p◦X(x) = p◦ (x1(x), · · · , xn(x), y1(x), · · · , yn(x)) = (x1(x), · · · , xn(x)) = (x1, · · ·xn)

となるので，
X(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn, y(x), · · · , yn(x))

と書ける．なめらかな写像であるので，yi(x)は滑らかな関数である．そこで，

X(x) =
∑

yi(x)

(
∂

∂xi

)
x

∈ Tx(M)

となる．このように，ベクトル場とは各点 x ∈M に接ベクトルX(x) ∈ Tx(M)を対応さ

せる滑らかな写像であることがわかる．点 xを省いて，

X =
∑

yi
∂

∂xi

と書くことが多い， ∂
∂xi
は座標近傍 U 上の局所的に定義されたベクトル場である．

もっとも簡単なベクトル場は，各点に零ベクトルを対応させる

X(x) = 0 ∈ Tx(M) ∀x ∈M
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は明らかに滑らかなベクトル場である．また，それ以外にも bump 関数を使えば，たく

さんベクトル場が存在することもわかる．つまり，ある局所座標系で，なめらかな関数

y1(x), · · · , yn(x)に対して

X(x) =
∑

yi(x)

(
∂

∂xi

)
x

とすれば局所的には定義でき，これを bump関数（U に supportをもつ関数）でM 全体

へ拡張できる．

1.1.5 １次微分形式

さて，TM =
∪

x∈M Tx(M)として接束を定義したが，接空間 Tx(M)の変わりに余接

空間 T ∗
x (M)を使って

T ∗M :=
∪

x∈M

T ∗
x (M)

は 2n次元多様体となることがわかる．

Definition 1.1.10. T ∗M をM 上の余接束（cotangent bundle）とよぶ．なめらか

な写像 ϕ :M → T ∗M で，p ◦ ϕ = idM をみたすものを一次微分形式（1-from）とよぶ．

M 上の一次微分形式の全体を Ω1(M)と書くことにする．

一次微分形式は局所的には次のようにかける．x1, · · · , xn を局所座標とすれば，

(dx1)x, · · · , (dxn)x ∈ T ∗
xM

が基底となるのであった．そこで，1-form ϕ :M → T ∗M を局所的座標で書けば，

ϕ(x) =
n∑

i=1

yi(x)(dxi)x

と書ける．そして Ω1(M)も C∞(M)加群である．

Example 1.1.11. f :M → Rを滑らかな関数とすれば，

df :M ∋ a 7→ (df)a ∈ T ∗
a (M)

は一次微分形式である．実際，(df)a ∈ T ∗
a (M)であるので，π ◦ df = idM である．さら

に，局所座標 (x1, · · · , xn)に対して，

(df)a =
∑ ∂f

∂xi
(x)(dxi)a

と書け， ∂f
∂xi

(x)は局所的に滑らかな関数である．よって df :M → T ∗M は滑らかな写像

である．
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Remark 1.1.2. すべての一次微分形式が df のようにかけるわけではない．実際，bump

関数などを使って作った 1-form ϕに対して，df = ϕとなる f が存在するかわからない．

F : M → N を滑らかな写像として，f ∈ C∞(N)とする．このとき f ◦ F ∈ C∞(M)

となる．また，df は N 上の１次微分形式で，d(f ◦ F ) はM 上の１次微分形式となる．

これらは F によって関係しているのであるが，ちゃんと定式化しておこう．

Proposition 1.1.12. F : M → N を滑らかな写像とする．ϕ ∈ Ω1(N)．つまり N 上

の１次微分形式とする．このとき，F ∗ϕ を次のように定義すれば，F ∗ϕ ∈ Ω1(M) とな

る．これを F による引き戻しとよぶ：

任意の点 a ∈M に対して，(F ∗ϕ)a を

(F ∗ϕ)a(Xa) := ϕF (a)(DFa(Xa)) ∀Xa ∈ Ta(M)

として，F ∗ϕ ∈ Ω1(M)を定義．

このとき，f ∈ C∞(N)に対して，F ∗df = d(f ◦ F )となる．

Proof. 確かめるべきは次の事柄である．

• (F ∗ϕ)a ∈ T ∗
a (M)となるか？

• F ∗ϕは滑らかか？

• この二つがわかれば，F ∗ϕはM 上の１次微分形式となることがわかる．そこで，

f ∈ C∞(N)に対して，F ∗df = d(f ◦ F )となるか？

Exercise 1.1.13. 上を確かめよ．

Definition 1.1.11. F : M → N を滑らかな写像として，f ∈ C∞(N) とする．この

とき
F ∗f := f ◦ F ∈ C∞(M)

と書くことにする．先ほどのことを書き直せば F ∗(df) = d(f ◦ F ) = d(F ∗f)となる．

Ω1(M) は C∞(M) 加群であり，Ω1(N) は C∞(N) 加群であることを思い出す．この

とき次が成立する．

Proposition 1.1.14. F : M → N を多様体の間の滑らかな写像とする．このとき

F ∗ : Ω1(N) → Ω1(M)は次を満たす．

F ∗(fϕ) = (F ∗f)F ∗ϕ, ∀ϕ ∈ Ω1(N), f ∈ C∞(N)
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Proof. ϕ ∈ Ω1(N) として，f ∈ C∞(N) とする．このとき，fϕ ∈ Ω1(N) となる．そ

して，

F ∗(fϕ)(Xa) = (fϕ)F (a)(DFa(Xa)) = f(F (a))ϕF (a)DFa(Xa) = (F ∗f)(a)(F ∗ϕ)a(Xa)

となるので，F ∗(fϕ) = (F ∗f)F ∗ϕとなる．

Exercise 1.1.15. F : M → N を多様体の間の滑らかな写像．さらに，G : N → Qも

多様体間の滑らかな写像とすると，(G ◦ F )∗ = F ∗G∗ となることを示せ．

次のように考えてもよい．先ほどの局所座標をとったとき，

F ∗dyi = d(yi ◦ F ) = dFi =
∑
j

∂Fi

∂xj
dxj

となる．よって，ϕ =
∑
ξi(y)dyi の F による引き戻しは

F ∗ϕ =
∑

(F ∗ξi)(x)F ∗dyi =
∑
ij

ξi(F (x))
∂Fi

∂xj
dxj

となるのである．

1.1.6 ベクトル束

M から TM , T ∗M を作ったが，これらは一般にベクトル束とよばれるものの例であ

る．ベクトル束を定義しておこう．

Definition 1.1.12. M 上のランクmの実ベクトル束とは，多様体 E および滑らかな全

射（射影）p : E →M で次をみたすもの．

• p−1(x) ⊂ E を x上のファイバーとよぶ．各ファイバー p−1(x)は実m次元ベクト

ル空間の構造をもつ．

• 各点 x ∈M に対して，その近傍 U および微分同相写像

ψU : p−1(U) ∼= U × Rm

が存在し，ψU はファイバーをたもつ．つまり ψU |p−1(x) : p
−1(x) → {x} × Rn と

なり，さらに線形同型写像．この ψU を E の局所自明化とよぶ．

また，s :M → E が滑らかな写像で，p ◦ s = idとなるものを E の section（切断）と

よぶ．
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p−1(x) = Ex

s(x)

M

E

p

また，定義から二つの局所自明化 ψU , ψV に対して，

ψ−1
U ◦ ψV : (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm

は
(x, v) → (x, gUV (x)v)

と書ける．ここで gUV (x) は U ∩ V 上の滑らかな関数であり，gUV (x) ∈ GL(m,R) と
なる．ここで GL(m,R) = {A ∈ M(m,R) | detA ̸= 0}．この {gUV (x)}U,V を E の推

移関数（transition function）とよぶ．そこで，ベクトル束とは，M = ∪Uα として，

Uα×Rm と Uβ ×Rm が推移関数 gαβ(x)で張り合っていたものがベクトル束なのである．

複素ベクトル束も同様に定義できる．

1.2 テンソル積

ベクトル場や１次微分形式を学んだが，それらをより一般化した概念であるテンソル場

というものがある．特に，k 次微分形式といわれるものが重要であり，M の次元が nな

ら n次微分形式はM 上で積分することができる．これらの概念を導入するためには，各

点の接ベクトル空間から新しいベクトル空間を構成する必要がある．

V を n次元実ベクトル空間としたとき，V からその双対空間 V ∗ という新しいベクト

ル空間を作ることができた．つまり，

V ∗ := {f : V → R | f は線形 }

とすれば，n次元実ベクトル空間となる．また，

Hom(V, V ) := {f : V → V | f は線形 }
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とすれば，これは n× n次元のベクトル空間であり，基底をとれば n× n次行列全体と同

一視できる．このように，ベクトル空間から新しいベクトル空間を作ることができるので

ある．以下では，これらの一般論であるベクトル空間のテンソル積について学ぶ．

1.2.1 テンソル代数

V,W を R 上の有限次元ベクトル空間とする．我々の目的は，新しいベクトル空間
V ⊗W で，次のような性質をみたすものを構成することである．

• v ∈ V，w ∈W なら，積が作れて v ⊗ w ∈ V ⊗W となる．

• その積について双線形

(λv1 + µv2)⊗ w = λv1 ⊗ w + µv2 ⊗ w

v ⊗ (λw1 + µw2) = λv ⊗ w1 + µv ⊗ w2

• V ⊗W の次元は dimV × dimW．

Definition 1.2.1. B : V ×W → Rが双線形形式とは，次を見たすこと，

• B(λv1 + µv2, w) = λB(v1, w) + µB(v2, w)．

• B(v, λw1 + µw2) = λB(v, w1) + µB(v, w2)．

つまり，各成分について線形．さらに，V ×W に対する双線形形式全体を

BV,W := {B |B : V ×W → Rは bilinear}

とする．

Exercise 1.2.1. 双線形形式全体 BV,W は dimV dimW 次元の実ベクトル空間となる

ことを証明せよ．(ヒント：V,W の基底をとれば，B(V,W )は B(ei, fj)で定まる）

Remark 1.2.1. 内積はこの双線形形式に対称性 B(v, w) = B(w, v)を課したもの．

Definition 1.2.2. V,W に対する双線形形式全体のベクトル空間の双対空間 B∗
V,W を

V ⊗ W と書き，V,W のテンソル積空間とよぶ．また，v ∈ V,w ∈ W に対して，積

v ⊗ w ∈ V ⊗W を，
(v ⊗ w)(B) = B(v, w) ∀B ∈ BV,W

として定義する．

Exercise 1.2.2. 積について双線形

(λv1 + µv2)⊗ w = λv1 ⊗ w + µv2 ⊗ w

v ⊗ (λw1 + µw2) = λv ⊗ w1 + µv ⊗ w2
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であることを証明せよ．

より具体的には，次のように考えればよい．V の基底を v1, · · · , vn，W の基底を

w1, · · · , wm とすれば，B : V × W → R は，線形性から nm 個の B(vi, wj) によ

り唯一つに定まる．言い換えると，Bkl(vi, wj) = δkiδlj として双線形に拡張すれば，

Bkl : V ×W → Rが定まるが，任意の B ∈ BV,W は，

B =
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

B(vi, wj)Bij

となる．このように，BV,W の次元は dimV dimW = nm である．よって，V ⊗W は

nm次元となる．そして，V ⊗W の基底として，

{vi ⊗ wj | i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m}

をとることができる．よって，V ⊗W の定義としては，

V ⊗W = {
∑

λijvi ⊗ wj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

であり，積について双線形となるものとしてもよい．

Proof. 基底になることを見ていこう．次元についてはすでに分かっているので，一次独

立であることを証明すればよい． ∑
i,j

λijvi ⊗ wj = 0

とする．先ほどの Bkl ∈ BV,W に対して，

0 = (
∑
i,j

λijvi ⊗ wj)(Bkl) =
∑

λijBkl(vi, wj) =
∑

λijδkiδlj = λkl

を得る．よって，{vi ⊗ wj}i,j は V ⊗W の基底である．

Proposition 1.2.3. V ⊗W は次の普遍性（universal property）を満たす．B : V ×W →
U をベクトル空間 U への双線形形式とすれば，双線形形式

β : V ⊗W → U

で B(v, w) = β(v ⊗ w)を満たすものが唯一つ存在する．

V ×W −−−−→
⊗

V ⊗W

B

y yβ

U U
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Proof. B : V ×W → U に対して，ξ ∈ U∗ とすれば，ξ ◦B : V ×W → Rは双線形であ
る．よって，

tβ : U∗ ∋ ξ 7→ ξ ◦B ∈ BV,W

となる．この双対写像を取れば，

β : V ⊗W → (U∗)∗ = U

という線形写像を得る．このとき v ⊗ w ∈ V ⊗W に対して，

⟨β(v ⊗ w), ξ⟩ = ⟨ξ ◦B, v ⊗ w⟩ = ⟨ξ,B(v, w)⟩ ∀ξ ∈ U∗

となるので，
β(v ⊗ w) = B(v, w)

となる．

一意性は，vi, wj を V,W の基底とすれば，B は双線形性より，これら基底の行先で決

まってしまう．よって，B(vi, wj)で定まる．そして，vi ⊗wj は V ⊗W の基底であるの

で，β も β(vi ⊗ wj) で定まる．β(vi ⊗ wj) = B(vi, wj) となるので，β は一意的に定ま

る．

Proposition 1.2.4. 次のような標準的な同型が成立する．

1. V ⊗W ∼=W ⊗ V．（v ⊗ w → w ⊗ v）

2. (V1 ⊗ V2)⊗ V3 ∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)（写像は (v1 ⊗ v2)⊗ v3 → v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)）．これ

より，このテンソル積空間を V1 ⊗ V2 ⊗ V3 としてよい．

3. V ⊗ (W1 ⊕W2) ∼= (V ⊗W1)⊕ (V ⊗W2)．

4. R⊗ V ∼= V ⊗ R ∼= V．

Proof. 双線形写像Φ : V ×W ∋ (v, w) → w⊗v ∈W⊗V に対して，F : V ⊗W →W⊗V
で Φ = F ◦ ι（F (v ⊗ w) = w ⊗ v）となるものが存在．同様に，G : W ⊗ V → V ⊗W

で G(w ⊗ v) = v ⊗ w となるものが存在．また，G ◦ F (v ⊗ w) = v ⊗ w であるので

G ◦ F = id．同様に F ◦G = id．ほかは略。

Exercise 1.2.5. 上の命題を証明せよ．

Proposition 1.2.6. V ∗ ⊗W ∼= Hom(V,W )．同型写像は ϕ⊗ w に対して，Fϕ,w(v) =

ϕ(v)w．

Proof. Fϕ,w(v) = ϕ(v)wとすれば，Fϕ,w ∈ Hom(V,W )となる．

Φ : V ∗×W ∋ (ϕ,w) → Fϕ,w ∈ Hom(V,W )は双線形写像であるので，F : V ∗⊗W →
Hom(V,W )で F ◦ ι = Φとなるものが存在する．これが同型写像であることを見てみよ
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う．V ∗,W の基底を ϕi, wj とする．F (
∑
αijϕi⊗wj) = 0とすると，

∑
αijFϕi,wj (v) = 0

（∀v ∈ V）となる． ∑
αijϕi(v)wj = 0

となり，
∑

i αijϕi(v) = 0となる．vとして ϕi の双対基底をとれば，αij = 0を得るので，∑
αijϕi ⊗ wj = 0となる．つまり F は単射である．dimV ∗ ⊗W = dimHom(V,W )な

ので F は同型写像となる．

(V ⊗ V )⊗ V = V ⊗ (V ⊗ V )より，V ⊗ V ⊗ V と書いてよいことがわかる．そこで，

⊗kV := V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k

とする．

Remark 1.2.2. ⊗kV は V × V × · · ·V → Rを k 重線形写像全体がなすベクトル空間と

自然に同一視できる．

Definition 1.2.3. V を実ベクトル空間としたとき，

T (V ) = ⊕∞
k=0 ⊗k V, ⊗0V = R

をテンソル代数という．R上の代数構造は

ϕ = v1 ⊗ · · · ⊗ vk ∈ ⊗kV, ψ = w1 ⊗ · · · ⊗ wl ∈ ⊗lV

としたとき，
ϕ⊗ ψ = v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wl ∈ ⊗k+lV

を線形に拡張したものを入れればよい．

1.2.2 外積代数

テンソル代数に対して，次のイデアルで割った商代数である外積代数を考えたい．

S = {v ⊗ v | v ∈ V }

とする．そして，S から生成されるイデアルを I(V )とする．つまり，S の元に両側から

T (V )の元をかけて，それらの線形結合をとったものの全体．

Definition 1.2.4. V の外積代数とは，商代数

Λ∗V := T (V )/I(V )
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また π : T (V ) → Λ∗V を自然な射影としたとき，

ΛpV := π(⊗pV )

を V の p重外テンソル積空間とよぶ．また，記号として，α = π(a) ∈ Λp(V ), β = π(b) ∈
Λq(V )に対して外積を

α ∧ β := π(a⊗ b)

とする．

Remark 1.2.3. π および ⊗の線形性から，

(λ1α1 + λ2α2) ∧ β = λ1α1 ∧ β + λ2α2 ∧ β
α ∧ (µ1β1 + µ2β2) = µ1α ∧ β + µ2α2 ∧ β

となる．

Example 1.2.7. I(V )は２次以上のテンソル積のイデアルであるので，p = 0, 1の場合

には，I(V ) は影響しない．⊗0V = R, ⊗1V = V であるので，π(⊗R) = Λ0(V ) = R，
π(⊗1V ) = V = Λ1(V )となる．

よって，

Proposition 1.2.8. Λ0V = R, Λ1V = V．そこで，v ∈ V に対して π(v) ∈ Λ∗V を，

そのまま v と書くことにする．

∀a ∈ ⊗pV は，
a =

∑
I

λIvi1 ⊗ · · · ⊗ vip

と書けるのであった．π は線形であるので，

α = π(a) =
∑
I

λIvi1 ∧ · · · ∧ vip

と vi1 ∧ · · · ∧ vip の線形結合として書けることに注意しよう．

Example 1.2.9. 問題になってくるのは，p ≥ 2の場合である．Λ2(V ) = π(⊗2V )を考

えてみよう．v = π(v)，v ∈ V とすれば，

v ∧ v = π(v ⊗ v)

となるのだが，v ⊗ v ∈ I(V )であるので，v ∧ v = 0となる．また，v, w ∈ V とすれば，

v ∧ w = π(v ⊗ w)
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となるが，(v + w)⊗ (v + w) ∈ I(V )であり，

(v + w)⊗ (v + w) = v ⊗ v + v ⊗ w + w ⊗ v + w ⊗ w ∈ I(V )

であるので，

v ∧ w = π(v ⊗ w) = π(−v ⊗ v − w ⊗ v − w ⊗ w) = −π(w ⊗ v) = −w ∧ v

を得る．特に，

v ∧ w =
1

2
π(v ⊗ w − w ⊗ v)

となる．

そこで，v1, · · · , vn を V の基底としたとき，

vi ∧ vi = 0, vi ∧ vj = −vj ∧ vi (i ̸= j)

となる．実は，この vi ∧ vj（1 ≤ i < j ≤ n）が Λ2(V )の基底となることがわかる．

外積代数を上の定義で理解するのはちょっと難しいかもしれないが，具体的に計算し，

なれることで理解できてくるであろう．

Proposition 1.2.10. α ∈ ΛpV , β ∈ ΛqV とすれば，

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α

特に，α ∈ Λ2k+1V ならば，α ∧ α = 0．

Proof. さきほど見たように，v1, v2 ∈ V なら，

v1 ∧ v2 = −v2 ∧ v1

を得る．そこで，
v1 ∧ · · · ∧ vk

に対して，任意の二つの成分を入れ替えると，符号がマイナスになることがわかる．つ

まり，
v1 ∧ · · · vi ∧ · · · ∧ vj ∧ · · · ∧ vk = −v1 ∧ · · · vj ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vk

となる．α ∈ ΛpV , β ∈ ΛqV はそれぞれ v1 ∧ · · · ∧ vp, w1 ∧ · · · ∧wq の線形結合として書

ける．∧の線形性から，これらの積について命題を確かめればよい．そこで，

(v1 ∧ · · · ∧ vp) ∧ (w1 ∧ · · · ∧ wq) = (−1)pw1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w2 ∧ · · · ∧ wq

であり，これを wq まで繰返せば，

(v1 ∧ · · · ∧ vp) ∧ (w1 ∧ · · · ∧ wq) = (−1)pqw1 ∧ · · · ∧ wq ∧ (v1 ∧ · · · ∧ vp)
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上の証明と同様にして，次がわかる

Proposition 1.2.11.
(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)

となる．よって，これらを α ∧ β ∧ γ としてよい．

Proposition 1.2.12. W ⊂ V を部分空間として，

W 0 = {f ∈ V ∗ | f(w) = 0, ∀w ∈W} ⊂ V ∗

とする．このとき，標準的な同型

(V/W )∗ =W 0

を得る．

この命題を T p(V )/I(V ) ∩ T p(V )に適用すると，

(T p(V )/I(V )∩T p(V ))∗ = (I(V )∩T p(V ))0 = {B | B は p重線形写像で I(V )で消える }

となる．ϕ⊗ v ⊗ v ⊗ ψ ∈ I(V )であるので，

B(v1, · · · , v, v, · · · , vp) = 0

となり，線形性から

B(v1, · · · , v, w, · · · , vp) = −B(v1, · · · , w, v, · · · , vp)

となり，隣同士を入れ替えたら符号が変わる．そして，

B(v1, · · · , v, w, v, · · · , vp) = −B(v1, · · · , v, v, w, · · · , vp) = 0

となり，これを繰返せば，

B(v1, · · · , v, · · · , v, · · · , vp) = 0

を得る．そして，

B(v1, · · · , v, · · · , w, · · · , vp) = −B(v1, · · · , w, · · · , v, · · · , vp)

となり，B ∈ (I(V ) ∩ T p(V ))0 は p重交代形式となることがわかる．

そして，v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ T p(V )および p重線形形式 B に対して，

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(B) = B(v1, · · · , vp)

として定義したので，v1 ∧ · · · ∧ vp ∈ Λp(V )および p重交代形式 B に対して，

(v1 ∧ · · · ∧ vp)(B) = B(v1, · · · , vp)

とすれば，well-definedとなる．つまり，B ∈ (Λp(V ))∗ となる．
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Example 1.2.13. v ∧ w = 1
2 (v ⊗ w − w ⊗ v)，B ∈ (Λ2(V ))∗ とすれば，

B(v ∧ w) = 1

2
(B(v, w)−B(w, v)) = B(v, w)

となる．

Definition 1.2.5. p重線形写像

M : V × · · · × V → R

で成分に対して交代となるもの，つまり，

M(· · · , vi, · · · , vj , · · · ) = −M(· · · , vj , · · · , vi, · · · )

を p重交代形式という．p重交代形式全体はベクトル空間となることに注意（また，それ

は p重線形形式全体の部分ベクトル空間となる）．

Proposition 1.2.14. (Λp(V ))∗ は p重交代形式全体のベクトル空間と同一視できる．

Proposition 1.2.15. dimV = nならば，ΛnV = 1となる．特に，v1, · · · , vn を V の

基底とすれば，
v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn

が基底となる．

Proof. w1, · · · , wn ∈ V に対して，M を n× n行列で，各行が w1, · · · , wn となるものと

する．このとき，

det : V × · · · × V ∋ (w1, · · · , wn) → detM ∈ R

とすれば，n重線形交代形式である．（ここで，適当な基底をとって w1, · · · , wn を成分表

示している．基底の取り方に依存している．一方，線形写像 F : V → V の行列式は，

detP−1FP = detP−1 detFR detP = detF

なので基底の取り方に依らない）．

そこで，detは ΛnV の双対空間の元であり，明らかに零でない．よって，ΛnV の双対

空間は１次元以上であり，ΛnV も一次元以上である．

一方，v1, · · · , vn ∈ V を V の基底とすると，ΛnV は vi1 ∧ · · · ∧ vin の線形結合である
が，先ほどの交代性から．v1 ∧ · · · ∧ vn の線形結合となる．つまり，v1 ∧ · · · ∧ vn の定数
倍となるので，ΛnV は高々１次元である．

以上を合わせれば，dimΛnV = 1となる．
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Proposition 1.2.16. v1, · · · , vn を V の基底とする．
(
n
p

)
個の元

vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vip , 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n

が ΛpV の基底になる．特に，dimΛpV =
(
n
p

)
．

Proof. ⊗pV の基底（dim⊗pV = np）として，

vi1 ⊗ vi2 ⊗ · · · ⊗ vip , i1, · · · , ip = 1, · · · , n

が取れたので，ΛpV が，

vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vip , i1, · · · , ip = 1, · · · , n

で張られることがわかる．さらに交代性より，

vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vip , 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n

で張られる．これらが一次独立であることを証明すればよい．∑
1≤i1<···<ip≤n

ai1···ipvi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vip = 0

と仮定する．I = {i1, · · · , ip}として，

vI := vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vip

とする．そして，
I ′ = {1, · · · , n} \ I

とする．このとき，
vI ∧ vI′ = ±v1 ∧ · · · ∧ vn

となる．そこで， ∑
I

aIvI = 0

としたとき，
0 = (

∑
aIvI) ∧ vI′ = ±aIv1 ∧ · · · ∧ vn ∈ ΛnV

となり，v1 ∧ · · · ∧ vn は ΛnV の基底であるので，aI = 0を得る．よって，aI = 0（∀I）．
次元が

(
n
p

)
になることは，n個の中から p個を選ぶ組み合わせであるので．

Corollary 1.2.17. V を n次元ベクトル空間としたき，p重交代形式全体がなすベクト

ル空間の次元は
(
n
p

)
である．
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Corollary 1.2.18. dimV = nとすれば，p > nならば ΛpV = {0}となる．

Example 1.2.19. V = R3 の標準基底を e1, e2, e3 としたとき，ΛpV のそれぞれの基底

として，次が取れる．

1 ∈ Λ0V = R
e1, e2, e3 ∈ Λ1V = V = R3

e1 ∧ e2, e2 ∧ e3, e3 ∧ e1 ∈ Λ2V

e1 ∧ e2 ∧ e3 ∈ Λ3V

外積はベクトルの一次独立性と関連している．

Proposition 1.2.20. v ∈ V が，v1. . . . , vp と一次従属であるための必要十分条件は

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vp ∧ v = 0

Proof. v が v1, · · · , vp と従属なら v =
∑
aivi と書ける．このとき

v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ v = v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ (
∑

aivi) =
∑

aiv1 ∧ · · · ∧ vp ∧ vi = 0

となる．v1, v2, · · · , v が独立なら，先ほどの命題から，

v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ v

が Λp+1V は基底を成すベクトルの一つであり，零でない．

Proposition 1.2.21. A : V →W を線形写像とする．このとき，

ΛpA : ΛpV → ΛpW

で，
ΛpA(v1 ∧ · · · ∧ vp) = Av1 ∧ · · · ∧Avp

となるものが存在する．

Proof. v1, · · · , vn が基底とすれば，

ΛpA(vi1 ∧ · · · ∧ vip) = Avi1 ∧ · · · ∧Avip

を満たす写像 ΛpAは ΛpV の基底の行き先を決定している．よって，ΛpAは，これらを

線形に拡張した写像として定義すればよい．

しかし，この決め方は，基底を取って考えているので，他の基底をとった場合でも同じ

写像となることを示す必要がある．つまり，基底の取り方によらないことを示す必要が

ある．
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テンソル積の普遍性を思い出す．A : V × V →W ⊗W という写像を

A(v1, v2) = Av1 ⊗Av2

とすれば双線形であるので，

⊗2A : V ⊗ V →W ⊗W

という線形写像で ⊗2A(v1 ⊗ v2) = Av1 ⊗Av2 を満たすものが唯一つ存在する．これを繰

返せば，
⊗pA : ⊗pV → ⊗pW

という線形写像で，
⊗pA(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = Av1 ⊗ · · · ⊗Avp

を満たすものが唯一つ存在する．これを，商空間 ΛpV → ΛpW へ落とせばよい．それに

は，⊗pA(I(V ) ∩ T p(V )) ⊂ I(W ) ∩ T p(W )となることを見ればよい．

⊗pA(ϕk ⊗ v ⊗ v ⊗ ψp−k−2) = (⊗pA)(ϕp)⊗Av ⊗Av ⊗ (⊗p−k−2A)(ψp−k−2)

となるので，
ΛpA : ΛpV → ΛpW

であって，
ΛpA(v1 ∧ · · · ∧ vp) = Av1 ∧ · · · ∧Avp

となるものが存在する．

Proposition 1.2.22. dimV = nならば，線形変換 ΛnA : ΛnV → ΛnV は detA倍と

して与えられる．

Proof. ΛnV は１次元であるので，ΛnA = λ(A) とスカラーでかけるはずである．v1 ∧
· · · ∧ vn を基底とする．

Avi =
∑

Ajivj

とする．Sn を n次対称群とすれば，

Av1 ∧Av2 ∧ · · · ∧Avn =
∑

j1,··· ,jn=1,··· ,n
Aj1,1vj1 ∧Aj2,2vj2 ∧ · · · ∧Ajn,nvjn

=
∑

σ∈Sn

Aσ(1),1vσ(1) ∧Aσ(2),2vσ(2) ∧ · · · ∧Aσ(n),nvσ(n)

となる．最後の等号は同じ vi があったら零となるからである．さて，

Aσ(1),1Aσ(2),2 · · ·Aσ(n),nvσ(1) ∧ vσ(2) ∧ · · · ∧ vσ(n)
=sgn(σ)Aσ(1),1Aσ(2),2 · · ·Aσ(n),nv1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn
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となるので，

Av1 ∧Av2 ∧ · · · ∧Avn =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)Aσ(1),1Aσ(2),2 · · ·Aσ(n),nv1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn

=(detA)v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn

Remark 1.2.4. 線形写像 Aに対して detAは基底の取り方によらないので，その表現行

列の detをとればよい．

1.3 微分形式

これまでベクトル空間 V の外積代数 Λp(V )について議論してきた．V = T ∗
p (M)のと

きに，Λp(T ∗
p (M))について考えて，さらに，これをM 全体で考える．

1.3.1 p-formsのベクトル束

M を n次元多様体とし，T ∗
xM を余接空間とする．このベクトル空間から

ΛpT ∗
xM

という新しいベクトル空間がつくれる．そして，

Definition 1.3.1. ΛpT ∗M :=
∪

x∈M ΛpT ∗
xM というベクトル束を p-forms（p次形式）

のベクトル束とよぶ．またその切断を p次微分形式（p-form）とよぶ．

次の命題は TM が多様体であり，M 上のベクトル束となることと同様に証明できる．

Proposition 1.3.1. p : ΛpT ∗M → M はランクが
(
n
p

)
のベクトル束であり，微分多様

体となる．

同様にして，TM,T ∗M のテンソル積の束が定義できる．

Proposition 1.3.2. M を多様体とする．このとき，

⊗pTM =
∪

x∈M

⊗pTxM, ⊗pT ∗M =
∪

x∈M

⊗pT ∗
xM, (⊗pTM)⊗ (⊗qT ∗M)

はM 上ベクトル束である．それらの切断はテンソル場と言われる．

M 上の p次微分形式 αを考える．M の局所座標 (x1, · · · , xn)を使えば，

α =
∑

1≤i1<i2<···<ip≤n

ai1i2···ip(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip
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と書ける．座標変換したときに，どのように変化するかは，次のようにすればよい．別の

座標を (y1, · · · , yn)として，座標変換を x = x(y)としておけば，

dxi =
∑

1≤j≤n

∂xi
∂yk

dyk

となるので，これを代入して

α =
∑

1≤j1<···<jp≤n

ãj1j2···jpdyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjp

と書き直せばよいのである．

Example 1.3.3. M = R2を考え，2次微分形式 ω = dx1∧dx2とする．U = R2\{(0, 0)}
に対して，座標変換

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ

を考える．このとき

dx1 = cos θdr − r sin θdθ, dx2 = sin θdr + r cos θdθ

を得るので，

ω = (cos θdr − r sin θdθ) ∧ (sin θdr + r cos θdθ) = rdr ∧ dθ

を得る．

1.3.2 微分形式の引き戻し

Proposition 1.3.4. ΛpT ∗M の切断である p次微分形式の全体を Ωp(M)とする．この

とき，Ωp(M)は C∞(M) = Ω0(M)加群である．また，C∞(M)-双線形写像

Ωp(M)× Ωq(M) ∋ (α, β) 7→ α ∧ β ∈ Ωp+q(M)

が定義できる．（(α ∧ β)x = αx ∧ βx として定義すればよい）．

１次微分形式の引き戻しが定義できたように，p 次微分形式の引き戻しが定義できる．

F :M → N を滑らかな写像としたとき，

DFx : TxM → TF (x)N

の双対写像
tDFx : T ∗

F (x)N → T ∗
xM



1.3 微分形式 29

が定義できる．そして，N 上の１次微分形式 αに対して，

(F ∗α)x := tDFx(αF (x))

として，M 上の１次微分形式が定義できた．つまり，

(F ∗α)x(Xx) = αF (x)(DFx(Xx)) ∀Xx ∈ TxM

として定義する．

そこで，

Definition 1.3.2.
Λp(tDFx) : Λ

pT ∗
F (x)N → ΛpT ∗

xM

という写像が導かれるので，N 上の p次微分形式 αに対して，

(F ∗α)x := (Λp(tDFx))(αF (x))

としてM 上の p 次微分形式 F ∗α が定義できる．これを α の F による引き戻しという

（なめらかであることも確かめられる）．

この引き戻しについて次が成立．

Proposition 1.3.5. F :M → N , G : N → P に対して，

• F ∗(α+ β) = F ∗α+ F ∗β

• F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β．特に，f ∈ C∞(N)に対して，F ∗(fα) = (F ∗f)(F ∗α)

となる．ここで (F ∗f)(x) = f(F (x))．つまり F ∗f = f ◦ F である．
• (F ◦G)∗α = G∗F ∗α（α ∈ Ωp(P )）．

Proof. A : V → W，B : W → U 線形写像に対して，ΛpA : ΛpV → ΛpW，ΛpB :

ΛpV → ΛpU が導かれるが，これは次をみたす．

(ΛpA)(ϕ+ ψ) = (ΛpA)(ϕ) + (ΛpA)(ψ), (Λp+qA)(ϕ ∧ ψ) = (ΛpAϕ) ∧ (ΛqAψ)

および，
Λp(BA) = ΛpBΛpA

が成立する．

これらのことは，
ΛpA(v1 ∧ · · · ∧ vp) = Av1 ∧ · · · ∧Avp

から確かめられる．
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そこで，たとえば，

(F ∗(α∧β))x = Λp+qtDFx(α∧β) = (ΛptDFx)(αF (x))∧(ΛqtDFx)(βF (x)) = (F ∗α)x∧(F ∗β)x

となるので，命題が証明される．

Exercise 1.3.6. F : R3 → R2 を

(x, y) = F (x1, x2, x3) = (x1x2, x1 + x3)

とする．R2 上の２次微分形式
α = xdx ∧ dy

の F による引きもどし F ∗αを計算せよ．

Proof.

F ∗α =F ∗(xdx ∧ dy) = (F ∗x)dF ∗x ∧ dF ∗dy)

=x1x2d(x1x2) ∧ d(x1 + x3)

=x1x2(x1dx2 + x2dx1) ∧ (dx1 + dx3)

=x21x2dx2 ∧ dx1 + x21x2dx2 ∧ dx3 + x1x
2
2dx1 ∧ dx1 + x1x

2
2dx1 ∧ dx3

=− x21x2dx1 ∧ dx2 + x21x2dx2 ∧ dx3 − x1x
2
2dx3 ∧ dx1

1.3.3 １の分割

ΛpT ∗M の切断である，p次微分形式は bump関数を使えば，いろいろと作ることがで

きる．つまり，ある座標近傍 (Uα, ϕα)において

ωα =
∑

1≤i1<i2<···<ip≤n

ai1i2···ip(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

という局所的な微分形式を考えて bump 関数をかけることにより，そのほかのところで

零となるように拡張すればよい．さらに，各座標近傍で同様のことすれば，∑
α∈A

ωα

としても微分形式となる．しかし，ここで注意すべきは，各点 x ∈M に対して，∑
α

ωα(x)

は発散するかもしれない（添え字集合 αは無限和であるので）．そこで，各点で有限の値

になるように調節しておけば，いろいろとM 上の微分形式をつくることができる．
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実は，逆にM 上の任意の微分形式を上のような和で書くことが可能なのである．特に，

n次元多様体上の n次微分形式を局所座標系で普通に積分して和をとることができる．つ

まり，ω =
∑
ωα としたら，∫

M

ω =
∑∫

ϕα(Uα)

(ϕ−1
α )∗ωα

とすることにより n次微分形式のM 上での積分が可能なのである（これが座標変換によ

らないことは，重積分の変換公式および n 次微分形式の座標変換の公式をあわせればよ

い．詳細は後で）．

そこで，それをするための道具として１の分割という概念を導入する．

Definition 1.3.3. M 上の一の分割 {ϕi}i∈I とは，ϕi はM 上の滑らかな関数であり，

• ϕi ≥ 0．

• {supp(ϕi) | i ∈ I}が局所有限．ここで局所有限とは，x ∈ M に対して，xの近傍

U が存在して，supp(ϕi) ∩ U ̸= ∅となる i ∈ I は有限個．

•
∑

i ϕi = 1．

２番目の条件は，各点 xに対して，十分小さい近傍 U をとれば，ϕi は U 上でほとんど

が零であり，添え字 iは（非加算）無限個あるが
∑
ϕi(x)は各点 xで有限和になる．

Theorem 1.3.7. M の開被覆 {Vα}α∈A に対して，1 の分割 {ϕi}i∈I，各 i ∈ I に対し

て，ある α(i) ∈ Aがあって supp(ϕi) ⊂ Vα(i) となるようなものが存在．

上の定理のような１の分割を，与えられた開被覆 {Vα}α∈A に付随した１の分割とよ

ぶことにする．また，M の開被覆は局所座標系とは限らないことにしよう．たとえば，

M = U1 ∪ U2 という開被覆に対しても，それらに付随した１の分割を作れるのである．

一般の場合の証明はちょっと面倒だけど，M がコンパクトの場合には簡単である．

（Proof for M コンパクトの場合）. M の開被覆 {Vα} を考える．各点 x に対して，局

所座標系 Ux をとり，必要なら小さくとって Ux ⊂ Vα(x) となるようにできる．そして，x

の近傍 Vx 上で１となるような bump関数で supportが Ux に含まれるようなものを作れ

る．そしてM の開被覆 {Vx}x∈M で Vx ⊂ Vα(x) となるものを得る．M がコンパクトか

ら，有限個からなる開被覆 {Vxi}Ni=1 および各 Vxi 上で 1となる滑らかな関数 ψi ≥ 0を

得る．特に，和は各点で
∑n

i=1 ψi > 0となることに注意．そこで，

ϕi =
ψi∑N
i=1 ψi

とすれば，１の分割であり，{Vα}に付随したものである．
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さて，M 上の１の分割 {ϕi}i∈I を考えると，p次微分形式 αに対して，

α = (
∑

ϕi)α =
∑
i

ϕiα

となる．ϕiαは局所的に定義されたものを零で全体に拡張したものとみなせる．

1.3.4 外微分（exterior derivative）

微分形式の大事な性質の一つは，微分形式は外微分できるということである．我々は関

数 f :M → Rの外微分 df が１次微分形式とみなせることをみた．実は，p次微分形式も

微分でき，それは p+ 1次微分形式となるのである．

Theorem 1.3.8. M を多様体として，Ωp(M)を p次微分形式全体の空間とする（C∞(M)

加群であった）．このとき，線形写像

d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

であり，つぎを満たすものがただひとつ存在する．この dを外微分とよぶ．

• f ∈ Ω0(M) = C∞(M) に対して，df ∈ Ω1(M)．（これは以前定義した関数 f の

微分）

• d2 = 0（d2 : Ωp(M) → Ωp+2(M)）．

• ライプニッツ則

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ, α ∈ Ωp(M)

を満たす．

この外微分は，ベクトル解析における，divergence, rotation, gradientの一般化になっ

ている．ベクトル解析は３次元空間で行っているという特殊事情が反映している．

Example 1.3.9. M = R3 の場合を考える．考えるべき微分形式は Λp（p = 0, 1, 2, 3）

である．

• f ∈ Ω0(M)に対しては，性質１から

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 +

∂f

∂x3
dx3

となる．つまり，

f 7→ grad(f) = ∇f = (
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3
)

となる．
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• α ∈ Ω1(M)を考える．

α = a1(x)dx1 + a2(x)dx2 + a3(x)dx3

ここに外微分を施すと，

d(a1dx1 + a2dx2 + a3dx3) = d(a1dx1) + d(a2dx2) + d(a3dx3)

=da1 ∧ dx1 + a1d(dx1) + da2 ∧ dx2 + a2(ddx2) + da3 ∧ dx3 + a3(ddx3)

=(
∂a1
∂x1

dx1 +
∂a1
∂x2

dx2 +
∂a3
∂x3

dx3) ∧ dx1 + · · ·

=

(
∂a3
∂x3

− ∂a2
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
dx3 ∧ dx1 +

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

となる．ここで，α = df なら，ddf = 0となることに注意する．ベクトル解析の記

号で書けば，

α = (a1, a2, a3) 7→ rotα = ∇× α =

(
∂a3
∂x3

− ∂a2
∂x3

,
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

,
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
となる．

• β ∈ Ω2(M)を考える．

β = b1dx2 ∧ dx3 + b2dx3 ∧ dx1 + b3dx1 ∧ dx2

に対して，外微分を施すと，

d(b1dx2 ∧ dx3) = db1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
∂b1
∂x1

dx1 ∧ dx1 ∧ dx3

などから，

dβ =

(
∂b1
∂x1

+
∂b2
∂x2

+
∂b3
∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

となる．ベクトル解析の記号でかけば，

β = (b1, b2, b3) 7→ divβ = ∇ · β =
∂b1
∂x1

+
∂b2
∂x2

+
∂b3
∂x3

となる．

また．d2 = 0 はスカラー場（関数）f に対して，rot gradf = 0．そして，ベクトル場

（1-form）αに対して，div rotα = 0を意味する．

さて，定理の証明をしよう．

Proof. 局所座標で

α =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip
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とかけているとする．この局所座標系で dを定義し，性質を満たすことを示す．そして，

最後に，われわれの定義が座標の取り方によらないことを示す．

局所座標で dを

dα =
∑

i1<···<ip

(dai1···ip(x))∧dxi1∧dxi2∧· · ·∧dxip =
∑

j,i1<···<ip

∂ai1···ip
∂xj

dxj∧dxi1∧dxi2∧· · ·∧dxip

と定義する．p = 0の場合，つまり α = f なら，dαは関数の微分であるので定理の１番

目の性質を満たしている．また，線形写像となることに注意しよう．

次に，d2 = 0を示す．上の外微分の定義に従えば，

d2α =
∑

j,k,i1<···<ip

∂2ai1i2···ip
∂xj∂xk

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

となる．ここで，
∂2ai1i2···ip
∂xj∂xk

=
∂2ai1i2···ip
∂xk∂xj

となり．j, k について対称である．一方，

dxk ∧ dxj = −dxj ∧ dxk

となり，j, k に反対称である．そこで，j, k = 1, · · · , nと和をとれば，キャンセルしてし
まい

d2α = 0

となる．

つぎに３番目の性質を見てみよう．線形性から

α = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxip = fdxI , β = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq = gdxJ

としてよい．そこで，

d(α ∧ β) = d(fgdxI ∧ dxJ) = d(fg) ∧ dxI ∧ dxJ
=(fdg + gdf) ∧ dxI ∧ dxJ = (−1)pfdxI ∧ dg ∧ dxJ + df ∧ dxI ∧ gdxJ
=(−1)pα ∧ dβ + dα ∧ β

となる．

さて，我々はある局所座標において，定理の性質をみたす dを構成できた．他の局所座

標でも同様にして構成できる．あとは，それらが座標系のとり方によらず well-definedで

あることを証明すればよい．先ほどの αが局所座標 y1, · · · , yn に対して，

α =
∑

i1<···<ip

bi1···ipdyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip
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とかけたとする．このとき，性質１と３を用いて，

dα =
∑

dbi1···ip ∧ dyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip +
∑

bi1···ipd(dyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip)

となる．そして，性質３より，

d(dyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip) = d(dyi1) ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip − dyi1 ∧ d(dyi2 ∧ · · · ∧ dyip)

となる．第一項は性質２より零となる．さらに，第二項についても同様のことを繰り返せ

ばゼロとなることかわかる．よって，

dα =
∑

dbi1···ip ∧ dyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip

となり，局所座標 y1, · · · , yn における外微分と一致する．このように，座標系のとり方に
よらないことがわかった．

このように各局所座標で我々が構成した dは，張り合って，大域的に

dα

が定義できる．このような外微分が唯一つであることは，局所座標で定義したものが性質

１，２，３を使って定義していることからわかる．

Remark 1.3.1. 上の構成法から，αの局所座標表示が

α =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

となるなら，dαを，

dα =
∑

i1<···<ip

n∑
j=1

∂ai1···ip
∂xj

(x)dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

とすればよいわけである．

さらに，ベクトル場を使った大域的な表示も作ることができる．

Proposition 1.3.10. ω ∈ Ωk(M)およびベクトル場X1, · · · , Xk+1 ∈ X(M)に対して，

外微分は次のように表示できる．

dω(X1, · · · , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xk+1)

ここで，[Xi, Xj ]は Xi, Xj のリー括弧積（多様体の本を参照）．
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Proof. まず，右辺は C∞(M) 加群 X(M) の k + 1 次交代形式であることがわかる．つ

まり，

•

dω(X1, · · · , fXi, · · · , Xk+1) = fdω(X1, · · · , Xi, · · · , Xk+1) i = 1, · · · , k + 1

•

dω(X1, · · · , Xi, · · · , Xj , · · · , Xk+1) = −dω(X1, · · · , Xj , · · · , Xi, · · · , Xk+1)

よって，k + 1-formになる．

そこで，各座標近傍で以前の定義と上の定義が一致することをみればよい．

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

としたとき，
dω =

∑
i1<···<ik

dfi1···ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

であった．

線形性から Xi =
∂

∂xji
を代入して確かめればよく j1 < · · · < jk+1 としてよい．

まず，

dω(X1, · · · , Xk+1) =
∑

i1<···<ik,s

∂fi1···ik
∂xs

dxs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik(
∂

∂xj1
, · · · , ∂

∂xjk+1

)

となり，ここで {s, i1, · · · , ik} = {j1, · · · , jk, jk+1} となる項のみがのこる．i1 < · · · <
ik, j1 < · · · < jk+1 となるので，残るのは，

s = j1, i1 = j2, · · · , ik = jk+1.

i1 = j1, s = j2, i2 = j3, · · · , ik = jk+1.

· · · · · ·
i1 = j1, i2 = j2, · · · , ik = jk, s = jk+1.

となる項であり，

dω(X1, · · · , Xk+1) =
k+1∑
s=1

(−1)s−1 ∂

∂xjs
fj1···ĵs···jk+1

となる．さて，一方，[Xi, Xj ] = 0であるので，

dω(X1, · · · , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

=
k+1∑
s=1

(−1)s−1 ∂

∂xjs
fj1···ĵs···jk+1



1.3 微分形式 37

となり一致する．

Definition 1.3.4. M を n 次元多様体とする．M 上の微分形式の空間を Ωp(M) とす

る．このとき

0 → Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ Ω2(M) → · · · d−→ Ωn(M) → 0

は微分複体であり，これをド・ラーム複体とよぶ．微分複体とは次数付きベクトル空間

⊕kVk および線形写像 dk : Vk → Vk+1 で，dk+1dk = 0を満たすもの．

d2 = 0から，Bk = Image(d : Ωk−1 → Ωk)は Zk = ker d : Ωk → Ωk+1 の部分空間と

なる．

次の定理は証明は略：

Theorem 1.3.11. M がコンパクトなら，

Hk
DR(M) := Zk/Bk

は有限次元ベクトル空間である．また，位相幾何学におけるコホモロジー群Hk(M,R)と
同型となる（ドラームの定理）

Definition 1.3.5. Hk
DR(M)をド・ラームコホモロジー群とよぶ．

微分形式には，外微分と引き戻しがあったが，それらの関係はどうなっているかを見て

いこう．

Proposition 1.3.12. F :M → N を滑らかな写像とする．α ∈ Ωp(N)に対して，

d(F ∗α) = F ∗(dα)

となる．つまり引き戻しと外微分は可換である．特に，

F ∗ : Hp(N) → Hp(M)

という写像が導かれる．

Proof. 以前見たように，F ∗(df) = dF ∗f である．また F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β となる

のであった．とくに，dF ∗dxi = F ∗ddxi = 0となる．そこで，

α =
∑

ai1···ip(x)dxi1 ∧ · · · dxip

としたとき，
F ∗α =

∑
ai1···ip(F (x))F

∗dxi1 ∧ · · ·F ∗dxip
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とり，

d(F ∗α) =
∑

d(ai1···ip(F (x))) ∧ F ∗dxi1 ∧ · · ·F ∗dxip

=
∑

F ∗dai1···ip ∧ F ∗dxi1 ∧ · · ·F ∗dxip

=F ∗(dα)

となる．

1.3.5 ドラームコホモロジー

ベクトル解析で rot(gradf) = 0となった．逆に，ベクトル場 X が rotX = 0を満たす

なら，ある f（ポテンシャル関数）が存在して，X = gradf と書ける．これは R3 または

R3 の単連結な領域で成立することである．大事なことは，考えている領域に位相的な条

件が必要なことである．たとえば，X が原点で特異点をもつようなベクトル場だとした

とき rotX = 0だとしても，ポテンシャル関数は存在しない．実際，R2 上のベクトル場(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
は，∂a1

∂y = ∂a2

∂x を満たすが，原点で発散するので，R2 上のポテンシャル関数は存在しな

い．実際，原点のまわりの閉曲線で積分しても零とならない．

同様のことが，多様体上でも成立する．上のことを多様体上で定式化すると，M 上の

1-form αが dα = 0を満たしたとき，M が単連結なら，ある関数 f が存在して，df = α

と書ける．

これらのことを定式化するためには，ドラームコホモロジー群を使えばよい．

Definition 1.3.6. • α ∈ Ωp(M)が閉（closed）とは dα = 0となることである．

• α ∈ Ωp(M)が完全（exaxt）とは，ある β ∈ Ωp−1(M)があって，α = dβ となる

こと．

定義から明らかにように，exactなら closedである．

ドラームコホモロジー群 Hp
DR(M)は，

Hp
DR(M) :=

{closed p-forms}
{exact p-forms}

として定義された．[α] ∈ Hp
DR(M)とは，αは closed p-formである．そして，[α] = [α′]

とは，α− α′ = dβ（∃β ∈ Ωp−1(M)）．また，ベクトル空間の構造としては．

c1[α1] + c2[α2] = [c1α1 + c2α2]

として定義すればよい．
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Exercise 1.3.13. 上で定義したベクトル空間としての構造が well-definedであることを

証明せよ．

このドラームコホモロジー群の基本的な性質を見ていこう．

まず，H0(M)を考える．−1-formは存在しないので，H0(M)は df = 0となる関数か

らなるものである．M の各連結成分Mi はM の開集合であり，Mi は連結な多様体であ

る．Mi 上で座標近傍上で，df = 0は f が定数 cとなることを意味する．そこで，f = c

となる点の集合はMi の開集合であり，一方，f(x) = cとなるので閉集合でもある．よっ

て，そのような集合はMi 自身であり，f = cがMi 上で成立する．

このようなことから，M が連結なら H0(M) = Rであり，M が連結でない場合には，

M が第二可算公理をみたすことから，高々可算個の連結成分をもつことがわかる．つま

りM =
⊔

i∈NMi なら，H0(M) = ⊕i∈NRとなる．特に，M がコンパクトなら，連結成

分は有限個であるので，H0(M)は有限次元ベクトル空間となる．

Remark 1.3.2. M がコンパクトなら，Hp(M)（∀p）に対して有限次元となることが知ら
れている．

さて，コホモロジー群は次のような性質をもつ．

Proposition 1.3.14. M を n 次元多様体とする．このときドラームコホモロジー群は

次の性質をもつ．

• Hp(M) = {0}（p < −1, p > n）

• a ∈ Hp(M), b ∈ Hq(M)に対して，積 a ∧ b ∈ Hp+q(M)が定義され，

a ∧ b = (−1)pqb ∧ a

このようにドラームコホモロジーは環構造をもつ．

• F :M → N が滑らかな写像とすると，

F ∗ : Hp(N) → Hp(M)

が定義され，F ∗(a ∧ b) = F ∗a ∧ F ∗bとなる．

Proof. 最初の主張は ΛpT ∗(M) = 0（p < −1, p > n）から明らか．

また，積は a = [α], b = [β]としたとき，

a ∧ b = [α ∧ β]

と定義する．これが well-definedであることを見ていこう．

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ = 0
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となるので，[α ∧ β] ∈ Hp+q(M)となる．

次に代表元の取り方によらないことを見てみる α′ = α+ dγ とすれば，

α′ ∧ β = α ∧ β + dγ ∧ β = α ∧ β + d(γ ∧ β)

となるので，
[α′ ∧ β] = [α ∧ β]

となる．β に対しても同様である．また a ∧ b = (−1)pqb ∧ aも明らかであろう．
最後の主張はすでに証明した．

さて，ドラームコホモロジーのもっとも重要な性質の一つは，それが代数的位相幾何学

と結ぶ付くことである．実際，位相幾何学で定義されるコホモロジー群と一致するのであ

る．それを，証明するのは大変なので，ここではその性質の現れであるホモトピー不変性

についてみていく．

Definition 1.3.7. F (x, t) = Ft(x) :M × [0, 1] → N が滑らかな写像とする（[0, 1]を少

し広げた開区間で滑らか）．このとき F0 ∼ F1 と書き，F0 : M → N と F1 : M → N は

ホモトピックとよぶことにする．そして，Ft を F0 と F1 を結ぶホモトピーとよぶ．

Theorem 1.3.15. F0, F1 :M → N がホモトピックなら，F ∗
t : Hp(N) → Hp(M)（∀p）

はすべて同じ写像を与える．特に，F ∗
0 = F ∗

1 となる．

Proof. F : M × [0, 1] → N をホモトピーとする．a = [α] ∈ Hp(N)に対して，F ∗α は

M × [0, 1]上の微分形式であり，[0, 1]上の座標を tとすれば，

F ∗α = β + dt ∧ γ

と書くことができる．ここで，β = F ∗
t α，γ = i(∂/∂t)F ∗α（どちらも tに依存）．このこ

とを証明しておこう．

局所座標系で
F (x, t) = (y1(x, t), · · · , yn(x, t))

として，

dyi(x, t) =
∂yi
∂xj

dxj +
∂yi
∂t
dt

となるので，
α =

∑
ai1···ipdyi1 ∧ · · · ∧ dyip
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と書けば，

F ∗α =
∑

i1···ip,j1,··· ,jp

ai1···ip(y(x, t))

(
∂yi1
∂xj1

dxj1 +
∂yi1
∂t

dt

)
∧ · · · ∧

(
∂yip
∂xjp

dxjp +
∂yip
∂t

dt

)

=
∑

ai1···ip(y(x, t))
∂yi1
∂xj1

dxj1 ∧ · · · ∧
∂yip
∂xjp

dxjp

+
∑ ∂yi1

∂xj1
dxj1 ∧ · · · ∧ ∂yik

∂t
dt ∧ · · · ∧

∂yip
∂xjp

dxjp

となる．よって，
β = F ∗

t α

であり，X = ∂
∂t とすれば，

γ = i(X)F ∗α

となる．つまり，
F ∗α = F ∗

t α+ dt ∧ i(X)F ∗α

となる．ここで i(X)は内部積であり，

i(v)(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕp) =
p∑

i=1

(−1)i+1i(v)ϕi(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕi−1 ∧ ϕi+1 ∧ · · · ∧ ϕp)

さて，αが閉形式であるので，

0 = dF ∗α = F ∗dα = dMβ + dt ∧ ∂β

∂t
− dt ∧ dMγ

となり，dMβ = 0, ∂β
∂t = dMγ を得る．よって，

∂

∂t
F ∗
t α =

∂β

∂t
= dMγ

となるので，これを tについて積分すれば，

F ∗
1 α− F ∗

0 α =

∫ 1

0

∂

∂t
F ∗
t αdt = dM

∫ 1

0

γdt

となる．以上から，
[F ∗

1 α] = [F ∗
2 α]

となるので，F ∗
1 = F ∗

2 : Hp(N) → Hp(M)となる．

Proposition 1.3.16 (ポアンカレの補題). M = Rn に対して，

Hp(M) =

{
R, p = 0

0, p ̸= 0

となる．特に，p ≥ 1のとき，α ∈ Ωp(Rn)が dα = 0ならば，β ∈ Ωp−1(Rn)が存在し

て，α = dβ となる．
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Proof. F : Rn × [0, 1] → Rn を
F (x, t) = tx

として定義する．これは微分可能であるので，ホモトピーを与える．このとき F1(x) = x

であり，F0(x) = 0 である．特に，F ∗
1 = id : Hp(Rn) → Hp(Rn) であり．F ∗

0 [α] = 0

（α ∈ Ωp(M)，p ≥ 1）であるので，

F ∗
0 : Hp(M) ∋ [α] 7→ 0 ∈ Hp(M)

となる．一方，定理を用いれば，id = F ∗
0 = F ∗

1 = 0 となるので，Hp(M) = {0} を得
る．

Definition 1.3.8. 多様体M , N がホモトピックとは，F : M → N , G : N → M で，

F ◦G ∼ idN , G ◦ F ∼ idM となるものが存在すること．

Example 1.3.17. Rn は１点 {0}とホモトピックである．

Theorem 1.3.18. M と N がホモトピックなら，Hp(M) ∼= Hp(N) となる．特に，

M,N が微分同相なら，Hp(M) ∼= Hp(N)となる．

Proof. F ∗ ◦ G∗ = idHp(N), G
∗ ◦ F ∗ = idHp(M) となるので，Hp(M) ∼= Hp(N) とな

る．

Example 1.3.19. 実は，H1(S1) = Rであることが知られている．そして，R2 \ {0}と
S1は明らかにホモトピックであるので，H1(R2\{0}) = Rとなる．そこで，M = R2\{0}
上の１次微分形式 αとして，

α =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

を考えたとき，dα = 0 となるが，関数 f で α = df となるものは存在しない．つまり，

[α]が H1(R2 \ {0})の生成元である．

定理 1.3.15について補足しておく．

F ∗α = F ∗
t α+ dt ∧ i( ∂

∂t
)F ∗α

の微分を考えると，

F ∗dNα = dF ∗α = dMF
∗
t α+ dt ∧ ∂F ∗

t α

∂t
− dt ∧ dM (i(

∂

∂t
)F ∗α)

となる．一方，
F ∗dNα = F ∗

t dNα+ dt ∧ i(X)F ∗dNα
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であるので，

F ∗
t dNα+ dt ∧ i(X)F ∗dNα = dMF

∗
t α+ dt ∧ ∂F ∗

t α

∂t
− dt ∧ dM (i(

∂

∂t
)F ∗α)

となる．そこで，i( ∂
∂t )で縮約すれば，

∂F ∗
t α

∂t
= i(

∂

∂t
)F ∗dNα+ dM (i(

∂

∂t
)F ∗α)

となる．そこで，vi ∈ Tx(M)に対して，各 tに対して，

(htα)(v1, · · · , vp) = {i( ∂
∂t

)F ∗α}(v1, · · · , vp) = αFt(x)(
∂Ft

∂t
(x), (dFt)x(v1), · · · , (dFt)x(vp))

とすれば，
ht : Ω

p(N) → Ωp−1(M)

が定まる．先ほどの公式は，

∂F ∗
t α

∂t
= htdNα+ dMhtα

となる．これを Cartanの公式とよぶ．これを積分することにより，

F ∗
1 − F ∗

0 =

∫ 1

0

ht(dα)dt+ d

∫ 1

0

ht(α)dt

つまり，

h : Ωp(N) ∋ α 7→
∫ 1

0

ht(α)dt ∈ Ωp−1(M)

は，ホモトピー作用素となる．よって，コホモロジーレベルで F ∗
0 = F ∗

1 を得る．

また，M = N の場合で Ft が１パラメータ変換群 ϕt の場合には，対応するベクトル場

を X とすれば．htα = ϕti(X)ω であり，

LX = i(X)d+ di(X)

という式を得ることができる（これもカルタンの公式という）．

1.4 微分形式の積分

1.4.1 向き

多変数の積分の変数変換の公式を思い出す．それは∫
U

f(y1, · · · , yn)dy1 · · · dyn =

∫
f(y1(x), · · · , yn(x))

∣∣∣∣det(∂yj∂xi

)∣∣∣∣ dx1 · · · dxn
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であった．一方，n次元多様体上の n-formの変換公式は

θ = f(y1, · · · , yn)dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn

= f(y1(x), · · · , yn(x))
∑ ∂y1

∂xi
dxi ∧ · · · ∧

∑ ∂yn
∂xi

dxi

= f(y1(x), · · · , yn(x)) det
(
∂yj
∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

となる．上の変換公式の違いは絶対値がついてるかどうかであるが，n 次元多様体上の

n-formの積分を定義できそうである．符号の違いは多様体の向きを導入することで解決

する．

Definition 1.4.1. n次元多様体が向き付け可能（orientable）とは，すべての点で零

とはならない n-form ω が存在することである．

Definition 1.4.2. M を n次元の向き付け可能多様体とする．すべての点 xで零となら

ない n-formの全体の空間を考える．このとき ω ∼ ω′ とは f > 0（∀x）となる関数があっ
て fω = ω′ とする．これは同値関係となる．このとき，その商空間はM が連結なら２点

集合となる．そこで，M の向き（orientation）をどちらかの同値類として定義する．

Remark 1.4.1. M が n 次元多様体なら，Λn(M) は rank 1 のベクトル束である．M が

向き付け可能なら，各点で零にならない n-form ω を使って，Λn(M)は自明束M ×Rと
なる．よって，向きは二つとなる．

Example 1.4.1. Rn 上で
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

を考えると，これは各点で零とならない．よって，Rn は向き付け可能である．そして，

これが Rn の標準的な向きである．

また，各点で零とならない n-form ω は，各点で f > 0または f < 0となる関数が存在

して．
ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn

となる．そして，Rn の向きは

{fdx1 ∧ · · · ∧ dxn | f > 0} ∪ {gdx1 ∧ · · · ∧ dxn | g < 0}

の二つである．代表元としては，

dx1 ∧ · · · ∧ dxn, −dx1 ∧ · · · ∧ dxn

である．
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Example 1.4.2. メビウスの帯（淵なしで開集合として）は，向き付けが不可能である．

一方，円柱は向き付け可能である．

Example 1.4.3. M を Rn+1 内の超曲面で次のようなものとする．

M = f−1(c) = {x ∈ Rn+1 | f(x) = c, df(x) ̸= 0}

陰関数定理より，これは多様体になるのであった．そして， ∂f
∂xi

̸= 0 なら，

x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn が局所座標としてとれるのであった．
M が向き付け可能であることを見てみよう．

ω = (−1)i
1
∂f
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

という，局所 n-form を考える．この局所座標においては零でないことがわかる．実は，

この n-formは大域的なゼロにならない n-formとなる．x ∈M に対して，f(x) = cであ

るので， ∑
i

∂f

∂xi
dxi = 0

となる．そこで， ∂f
∂xj

̸= 0ならば，

dxj = − 1
∂f
∂xj

∑
i ̸=j

∂f

∂xi
dxi

となる．これを上の式に代入すれば，

ω = (−1)j
1
∂f
∂xj

dx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn

となるので，M 全体で定義される，そして，各点で零でない n-formとなる．また，もう

一つの向きは，

−(−1)i
1
∂f
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

とすればよい．

Example 1.4.4. Sn−1 ⊂ Rn を考える．

f(x) = x21 + · · ·+ x2n

として，f−1(1) = Sn である．そして， ∂f
∂xi

= 2xi であるので，

ω = −(−1)i
1

xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

は大域的な n-formとなる．
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Example 1.4.5. Rn \ {0}上の n-formとして，

ω1 =
1

∥x∥n
∑
l

(−1)l−1xldx1 ∧ · · · ∧ dxl−1 ∧ dxl+1 ∧ · · · ∧ dxn

を考える．これが dω1 = 0となることは簡単な計算でわかる．さて，ι : Sn−1 ⊂ Rn \ {0}
として，Sn−1 の局所座標を取ってくる．

ι(x1, · · · , · · · , xn−1) → (x1, · · · , xn−1, xn(x1, · · · , xn−1))

xn(x1, · · · , xn−1) =

√√√√1−
n−1∑
j=1

x2j

この写像により ω1 を引き戻す．

dxn = d

√
1−

∑
1≤j≤n−1

x2j =
n−1∑
k=1

−xk√
1−

∑
x2j

dxk

となるので，

ι∗ω1 =
n−1∑
l=1

(−1)l−1xldx1 ∧ · · · ∧ dxl−1 ∧ dxl+1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∧ (
n−1∑
k=1

−xk√
1−

∑
x2j

dxk)

+ (−1)n−1ι∗xndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=
n−1∑
l=1

−(−1)l−1(−1)n−1−lx2l√
1−

∑
1≤j≤n−1 x

2
j

dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 + (−1)n−1

√
1−

∑
1≤j≤n−1

x2jdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=(−1)n−1 1√
1−

∑
x2j

dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=(−1)n−1 1

xn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

となり，Sn−1 のゼロとならない n− 1-formを与える．

このような向きを Sn−1 の標準的な向きとよぶ．

Example 1.4.6. 向き付け不可能な例として，実射影空間 RP 2m がある，これが向き付

け不可能であることを見ていこう．

π : Sn → RPn

を射影とする．局所座標で書いてみると，x ∈ Sn で x1 > 0のときの局所座標として，

(u1, · · · , um) = ϕ+1 (x) = (x2, · · · , xn+1)
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が取れ，射影空間の局所座標としては，

ψ1(x) = (
x2
x1
, · · · xn+1

x1
)

となる．そこで，
ψ1 ◦ π ◦ (ϕ+1 )−1(u1, · · · , un) =

u√
1− ∥u∥2

となる．他の局所座標でも同様．そして，この微分を計算すれば，Dπ は同型であること

がわかる（つまり，球面と射影空間は局所的に同型である）．

さて，σ : Sn → Sn を σ(x) = −xで定義すれば，これは微分同相であり，

σ∗ω = (−1)i
1

−xi
d(−x1) ∧ d(−xi−1) ∧ d(−xi+1) ∧ · · · ∧ d(−xn) = (−1)n−1ω

となる．

RPn が向き付け可能とすれば，零にならない n-form θ が存在する．これを Dπ が同

型であったので，π∗θは，Sn 上で零にならない n-formとなるので，

π∗θ = fω

となる，零にならない関数 f が存在する．また，π ◦ σ = π となるので，

fω = π∗θ = σ∗π∗θ = σ∗(fω) = f ◦ σ(−1)n−1ω

となる．そこで，n偶数なら，
f ◦ σ = −f

となり，a ∈ Sn に対して f(a) > 0なら f(−a) < 0となる．しかし，Sn は連結であるの

で，どこかで f は零となる．これは，矛盾である．

よって，nが偶数なら，つまり RP 2m は向き付け不可能である．

向き付け可能性と積分の関係をみるために次の命題が必要となる．

Proposition 1.4.7. 多様体M が向き付け可能であるための必要十分条件はM の座標

近傍による開被覆 {Uα, ϕα}α で，すべての座標変換が

det
∂yi
∂xj

> 0

となるものが存在．

Proof. M が向き付け可能とする．このとき ω を零とならない n-form とする．M を座

標近傍で覆っておく．ある座標近傍上で ω が．

ω = f(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, f < 0
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と書けた場合には，ちょっと座標変換 x1 → −x1 をすることにより，f > 0としてよい．

そこで，M の座標近傍による開被覆で，ω = fdx1 · · · dxn（f > 0）となるもので覆うこ

とができる．

このとき，二つの座標近傍が交わりでは，

ω = g(y1, · · · , yn)dy1 ∧ · · · ∧ dyn

= g(y1(x), · · · , yn(x)) det
∂yi
∂xj

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= f(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

となるが，f > 0, g > 0なので，det ∂yi

∂xj
> 0となる．

逆に，そのような座標近傍らでM が覆えたとする．このとき，その開被覆に付随した

１の分割を用いて，
ω =

∑
α

ϕαdy
α
1 ∧ dyα2 ∧ · · · ∧ dyαn

を考えると，これは零とならない n-formである．（和は局所的に定義された dyα1 ∧· · · dyαn
を α で和をとっているので，どのような微分形式かわからないから，打ち消しあって零

となる可能性もありそうだけど，そういうことが起こらない）．実際，x ∈ M に対して，

x ∈ Uβ とすれば，

ω|Uβ
=
∑

ϕα det(∂yαi /∂xj)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

となるが，ϕα ≥ 0かつ det(∂yαi /∂xj) > 0であるので零とならない．

このように，M の向き（ω）に対して，上の命題の座標系を正の座標系とよぶことにす

る．つまり，その座標系に対して，

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn, f > 0

となる．

さて，向き付けられた多様体M 上の積分を定義しよう．θ をコンパクト supportをも

つ n-formとする．このとき，向き付けに対応する，多様体の座標近傍の被覆を一つとる．

そして被覆に付随した１の分割を {ϕi}i とする．このとき，

θ =
∑

ϕiθ

となる．そして，ϕiθは，ある座標近傍 Uα(i) 内に supportをもつので，

ϕiθ|Uα(i)
= gα(i)(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn
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とかけ，これもコンパクト supportをもつ．よって，∫
Uα(i)

gα(i)(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

∫
ϕα(i)(Uα(i))

gα(i)(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

が定義できる（右辺は普通の重積分）．そこで，∫
M

θ =
∑
i

∫
M

ϕiθ =
∑
i

∫
Rn

gα(i)(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

とすれば，n-formの積分が定義できた．ここで，コンパクト台をもつので，１の分割の

局所有限性から，そのコンパクト台と supp(ϕi)が交わるのは有限個である．よって，上

の和は有限和であることに注意する．

ここで，M の向きを与える座標近傍被覆の取り方によらないことは，積分の変数変換

の公式から証明できる．また，１の分割のとり方にもよらないこともわかる．

Proof. １の分割 {Vi, fi}, {Wi, gi}を考える．どちらも向きに対応しているとする．

supp(figjθ) ⊂ supp(fi) ∩ supp(gj) ⊂ Vi ∩Wj

となる．積分の変数変換の公式から，
∫
M
figjθは Vi，Wj のどちらの座標で計算しても同

じ値である．また， ∑
i

∫
M

fiθ =
∑
i

∫
M

fi(
∑
j

gj)θ

=
∑
i,j

∫
M

figjθ

=
∑
j

∫
M

gj(
∑
i

fi)θ

=
∑
j

∫
M

gjθ

Remark 1.4.2. M の向きを変えれば，積分
∫
M
θの符号が変化する．このように，積分は

向きがあって初めて定義できるもの．

1.4.2 ストークスの定理

ベクトル解析におけるグリーンの定理は，次に述べる微分形式に対するストークスの定

理の特別な場合である．まず，ストークスの定理の simple versionを述べよう．
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Theorem 1.4.8 (ストークスの定理). M をコンパクト向き付けられた n次元多様体と

し，ω ∈ Ωn−1(M)とすると， ∫
M

dω = 0

が成立する．これはM がコンパクトでなくても，ω がコンパクト supportを持つときで

も成立する．

Proof. １の分割をとって，
ω =

∑
ϕiω

とする． ∫
M

dω =

∫
M

d(
∑

ϕi)ω =
∑∫

M

d(ϕiω)

となるので，右辺の各項がゼロとなることを示す．n− 1-formであるので，

ϕiω =
∑

(−1)j+1ajdx1 ∧ · · · dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn

となり，

d(ϕiω) =

(
∂a1
∂x1

+ · · ·+ ∂an
∂xn

)
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

となる．積分の定義から，∫
Rn

(
∂a1
∂x1

+ · · ·+ ∂an
∂xn

)
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

を計算すればよいので，∫
Rn

∂a1
∂x1

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn =

∫
R

∫
R
· · ·
(∫

R

∂a1
∂x1

dx1

)
dx2 · · · dxn

となる．ここで ω がコンパクト supportをもつので，ϕiω も compact supportをもつ．

よって，|x1| ≥ N で，ϕiω = 0となるので，∫
R

∂a1
∂x1

dx1 = [a1]
N
−N = 0

となる．他の項も同様であるので， ∫
M

dω = 0

いくつかの応用を述べよう．
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Proposition 1.4.9. M をコンパクト向き付け可能な n 次元多様体とする．このとき

Hn
DR(M) ̸= 0となる．

Proof. M が向き付け可能なので，零とならない n-form θ が存在．n次元なので dθ = 0

であるので，[θ] ∈ Hn(M) となる．[θ] ̸= 0 つまり，θ = dω とならないことを示せば

よい．

θ に対応する向きをとって積分すれば，∫
M

θ =
∑
i

∫
fidx1dx2 · · · dxn

となるが，fi ≥ 0かつ，どれかは正であるので，この積分は正となる．さて，θ = dω と

すると， ∫
M

θ =

∫
M

dω = 0

となるので，矛盾してしまう．よって，[θ] ̸= 0である．

Remark 1.4.3. 実は，M を連結コンパクト向き付け可能な n 次元多様体とすれば，

Hn(M) = Rとなる．

Theorem 1.4.10. 偶数次元球面 S2m 上のすべてのベクトル場は必ずゼロ点をもつ．

Proof. 零点をもたないベクトル場が存在したとして，矛盾を導く．S2m ⊂ R2m+1 とみな

したとき，ベクトル場 v を，

v : S2m → R2m+1, (x, v(x)) = 0

とみなすことができる．さらに，零点を持たないので，v/|v|を考えて正規化することに
より，(v(x), v(x)) = 1となる．さて，

Ft : S
2m ∋ x 7→ x cos t+ v(x) sin t ∈ R2m+1

を考えると，

(Ft(x), Ft(x)) = cos2 t(x, x) + 2 cos t sin t(x, v(x)) + sin2 t(v(x), v(x)) = 1

となるので，Ft(x) : S
2m → S2m というホモトピーを与える．そして，

F0(x) = x, Fπ(x) = −x

となる．さて，S2m は向き付け可能で，標準的な向きとして（局所座標で）

ω = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dx2m/x2m
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を考えると，

F ∗
0 ω = ω, F ∗

πω = d(−x1) ∧ d(−x2) ∧ · · · ∧ d(−x2m)/(−x2m) = −ω

なる．Ft はホモトピーであり，F ∗
π = F ∗

0 = id : H2m(S2m) → H2m(S2m)となるので，

[ω] = [F ∗
πω] = −[ω]となり，[ω] = 0となってしまう．これは先ほどの命題に矛盾してい

る．

Remark 1.4.4. 奇数次元球面上では，x = (x1, · · · , x2m, x2m+1) ∈ S2m+1 ⊂ R2m+2 に

おいて，．

Ft(x) = (x1 cos t−x2 sin t, x1 sin t+x2 cos t, · · · , x2m cos t−x2m+1 sin t, x2m sin t+x2m+1 cos t)

とすれば，これは S2m+1 の１パラメータ変換群をあたえ，これが導くベクトル場を考え

ると，ゼロ点をもたないベクトル場となる．

ストークスの定理の full versionを述べるには，境界付き多様体について考えることに

なる．

Definition 1.4.3. M が境界をもつ多様体とは，M の部分集合 Uα と写像

ϕα : Uα → (Rn)+ = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn, xn ≥ 0}

の族 (Uα, ϕα)α∈A で，次をみたすものをもつとき，

• M = ∪αUα

• ϕα : Uα → ϕα(Uα)が全単射であり，ϕα(Uα)は (Rn)+ の開集合（(Rn)+ には制限

位相をいれている）．さらに，ϕα(Uα ∩ Uβ)は開集合（∀α, β）．
•

ϕβϕ
−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

は ϕα(Uα ∩ Uβ) の近傍（ちょっと広げたところ）から Rn への滑らかな写像の

ϕα(Uα ∩ Uβ)への制限となっている．

また，このとき，M の境界 ∂M を

∂M = {x ∈M | ϕα(x) = (x1, · · · , xn−1, 0) ∈ Rn}

として定義する．このとき，上のことから ∂M には n− 1次元多様体の構造がはいる．

Example 1.4.11. 1. (Rn)+ は境界をもつ多様体であり，境界は xn = 0．

2. B = {x ∈ Rn | : ∥x∥ ≤ 1}は境界を持つ多様体であり，境界は Sn−1．

3. メビウスの帯は２次元の境界つき多様体であり，境界は S1 となる．
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4. I ×S1 という円柱は，２次元境界付き多様体であり，境界は二つの連結成分からな

り，S1 ∪ S1 である．

境界付き多様体で微分形式とは，局所的に書けば，Rn 上の開集合の微分形式を (Rn)+

へ制限したものとして定義すればよい．そして，境界上の微分形式は，M 上の微分形式

の ∂M への制限とすればよい．

Proposition 1.4.12. M を境界付き多様体とする．このとき，M が向きが入っている

とき，境界にも向きを入れることができる．

Proof. M の局所座標 x1, · · · , xn で ∂M が xn = 0 となるものをとっておく．よって，

∂M の局所座標は x1, · · · , xn−1 となる．また，向き付けられているので，それに対応し

た局所座標による被覆をとっておく．このとき det(∂yi/∂xj) > 0である．近傍の交わり

のところでは，

yi = yi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , n, yn(x1, · · · , xn−1, 0) = 0

となる．そこで，ヤコビ行列を計算すると，境界上で，
∂y1

∂x1

∂y1

∂x2
· · · ∂y1

∂xn

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 ∂yn

∂xn


となる．ここで，

∂yn
∂xn

∣∣∣∣
xn=0

> 0

となる．実際，ϕβϕ−1
α は xn > 0を yn > 0へ移すので，xn = 0なら，yn = 0. xn > 0

なら yn > 0となるので，上のことが成立する．そこで，境界上で，

det(J∂M )
∂yn
∂xn

= det(JM )

となるので，det(JM ) > 0なら det(J∂M ) > 0となる．

そこで，次のような向きを入れることになる．M の向きは，各座標近傍で，

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

として入っている．このとき ∂M の向きを，

(−1)ndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

としていれる．言い換えると，∂M の向きを，ユークリッド座標で外向き法線ベクトルか

らくる向きを入れるのである（(−1)n(−dxn) ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 = dx1 ∧ · · · ∧ dxn）．



54 第 1章 多様体ショートコース

このとき，上で述べたことから，det(J∂M ) > 0となるので，∂M に向きが入ることに

なる．

Remark 1.4.5. M が向き付け可能なら ∂M も向き付け可能であることがわかるが，∂M

の向きは，約束事として，上の命題のように入れるのである．

Theorem 1.4.13 (ストークスの定理). M は n 次元の向きつき多様体で，境界を ∂M

とする．ω ∈ Ωn−1(M)がコンパクト台をもつとする．また，∂M には，M の向きから定

まる向きを入れておく．このとき， ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

が成立する．

Proof. ω =
∑
ϕiω としておくと，∫

M

dω =

∫
M

d(
∑

ϕi)ω =
∑∫

M

d(ϕiω)

となる．supp(ϕi) ⊂ Ui とする．Ui はM の内部にはいるか，またはM の境界を含む．

M の内部に入る場合は，前と同じであり，
∫
M
d(ϕiω) = 0となる．境界を含む場合は，局

所座標が xn ≥ 0における積分を行うことになるので，∫
M

d(ϕiω) =

∫
xn≥0

(
∂a1
∂x1

+ · · ·+ ∂an
∂xn

)
dx1dx2 · · · dxn

=

∫
[an]

∞
0 dx1 · · · dxn−1

=

∫
an(xn = 0)(−dx1 · · · dxn−1)

=

∫
∂M

an(−1)n+1dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=

∫
∂M

ϕiω

ここで，
ϕiω =

∑
(−1)i+1aidx1 ∧ · · · dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

としてあり，境界上では，

ϕiω|∂M = (−1)n+1an(xn = 0)dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

としている．よって，
∫
M
dω =

∫
∂M

ω となる．

ストークスの定理の応用として，古典的な結果である Brouwerの固定点定理を証明で

きる．
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Theorem 1.4.14. B を単位円盤 {x ∈ Rn|∥x∥ ≤ 1}とする．F : B → B を滑らかな写

像とする．このとき F は B において固定点をもつ．

Proof. 固定点がないとする．つまり F (x) ̸= x（∀x ∈ B）．このとき各 x ∈ B に対して，

線分 F (x)xを伸ばせば，F (x) ̸= xなので，∂B と交わる．その交点を f(x)とする．（伸

ばし方は F (x)から xへ伸ばすようにすれば，一点がきまる）．そこで，滑らかな写像，

f : B → ∂B

を得る．ここで，x ∈ ∂B ならば，f(x) = xとなることに注意．

ω を Sn−1 上の零とならない n− 1-formで，正規化して，∫
∂B=Sn−1

ω = 1

とする．このとき，f は Sn−1 上で恒等写像であるので，

1 =

∫
∂B

ω =

∫
∂B

f∗ω

が成立する．しかし，ストークスの定理から∫
∂B

f∗ω =

∫
B

d(f∗ω) =

∫
B

f∗(dω) = 0

となる．ここで，最後の等式は dω は n-formなので Sn−1 上で零となるので．よって，

1 =

∫
∂B

f∗ω = 0

となり，矛盾である．

証明は省略するが次が成立する．後で Hodge理論を用いた証明（系 2.4.16）を与える

が，もっと初等的な証明もたくさんある．

Theorem 1.4.15. M がコンパクト連結 n次元向き付け可能多様体なら，Hn(M) = R
となる．

1.5 写像度

上の定理から，連結コンパクト向き付けられた n次元多様体に対して，Hn(M)は 1次

元である．そこで，ωM で，M 上で積分したら１となるものをとり [ωM ]がHn(M) = R
の基底とできる．そこで，M,N を連結コンパクト向き付けられた n次元多様体として，

滑らかな写像
F :M → N
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を考えたとき，
F ∗[ωN ] = d[ωM ]

となる実数 dが存在する．

Definition 1.5.1. dを F : M → N の写像度（mapping degree）といい，degF と

かく．

直感的には，F によりM が N に何回巻きつくかを表している．

Example 1.5.1. Fk : S1 ∋ z 7→ zk ∈ S1 とすると，degFk = k となる．

Theorem 1.5.2. F の写像度に対して，次が成立．

• degF は整数であり，∀ω ∈ Ωn(N)に対して，∫
M

F ∗ω = degF

∫
N

ω

が成立．

• aを F の正則値とすれば，

degF =
∑

x∈F−1(a)

sgn(detDFx)

となる．

Definition 1.5.2. F :M → N の正則値（regular value）とは，a ∈ N で，∀x ∈ F−1(a)

に対して，微分 DFx が全射となること．

Remark 1.5.1. dimM = dimN のときは，DFx が可逆ということになる．また，陰関数

定理から，F−1(a)は０次元多様体であるので，点の集合からなる．また，M がコンパク

トであるので，その閉集合である F−1(a)もコンパクト集合であり，F−1(a)は有限個の

点の集合からなる．

Remark 1.5.2. サードの定理から，N 内のほとんどすべての点は正則値である．

Remark 1.5.3. sgn(detDFx)の定義は次のようにする．DFx : TxM → TaN は線形写像

Λn(t(DFx)) : ΛT
∗
aN → ΛT ∗

xM

を導く．M,N の向きを与える，零とならない n-formを ωM , ωN とすれば，

Λn(tDFx)(ωN ) = λωM
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となる，この λ の符号が sgn(detDFx) である．次のように定義してもよい．向きを与

えるM,N の局所座標系を (x1, · · · , xn)，(y1, · · · , yn) = F (x)としたとき，detDFx =

det( ∂yi

∂xj
)として，その符号を sgn(detDFx)とすればよい．

Proof. まず，∀ω ∈ Ωn(N)に対して，∫
M

F ∗ω = degF

∫
N

ω

となることを見てみる．前定理（Hn
DR = R）から [ω] = c[ωN ]となる cが存在する．積

分すれば， ∫
N

ω = c

∫
N

ωN = c

となる．さらに，写像度の定義から，

F ∗[ω] = cF ∗[ωN ] = cdegF [ωM ]

となり，これを積分すれば，∫
M

F ∗ω = cdegF

∫
M

ωM = c degF = degF

∫
N

ω

となる．

さて，remark で述べたように，F−1(a) は有限個（m 個）の点からなる．DFx は

∀x ∈ F−1(a)で同型であるので，陰関数定理より，a ∈ N の近傍 U に対して，F−1(U)

はm個の開集合 Ui からなり，
Fi : Ui → U

は微分同相である．σを U 内に supportをもつ n-formとして，
∫
N
σ = 1となるとする．

F ∗σ は Ui 内に supportをもち，積分の変数変換の公式から，∫
Ui

F ∗σ = sgn(DFx)

∫
U

σ = sgn(DFx)

となる．ここで，sgn(DFx)がついてるのは，M,N の向きを考慮しているからである．

よって，これらをあわせれば，∫
M

F ∗σ =
m∑
i=1

sgn(DFxi)

となる．そこで，

degF = degF

∫
N

σ =

∫
M

F ∗σ =

m∑
i=1

sgn(DFxi)

となる．特に，degF は整数である．
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Corollary 1.5.3. F が全射でないなら．degF = 0となる．

Proof. x ∈ N \F (M)のまわりの座標近傍をとり，n-formで F (M)と交わらず，積分し

たら１となる bump n-form ω をとれば．F ∗ω = 0であるが．

0 =

∫
M

F ∗ω = degF

∫
N

ω = degF

となる．

1.6 写像度の応用

1.6.1 代数学の基本定理

Example 1.6.1. M を C ∪ {∞}とする．これはコンパクト向き付け可能２次元連結多
様体である．実際，S2 と同一視できる．F :M →M を

F (z) =

{
zk + a1z

k−1 + · · ·+ ak z ̸= ∞
∞ z = ∞

とする．これは滑らかな写像である．問題は z = ∞のところであるが，w = 1
z として考

えると，

w 7→ wk

1 + a1w + · · ·+ akwk

と書けるので，z = ∞でも滑らかである．
さて，F の写像度を計算してみよう．

Ft(z) = zk + t(a1z
k−1 + · · ·+ ak)

を考えると，すべての t について，Ft は滑らかであり，ホモトピーを与えるので，

F ∗
t = F ∗

0 = F ∗
1 on H∗(M)となる．そして，

degF = degF0

となる．そこで，F0(z) = zk の写像度を計算する．

|z| = r，z = x+ iy として，f(r)は Cにおいて，コンパクト台をもつとして，2-form

f(r)dx ∧ dy = f(r)rdr ∧ dθ

を考える．このとき，zk = rkeikθ であるので，

detF0

∫
R2

f(r)rdr∧dθ =
∫
R2

F ∗
0 (f(r)rdr∧dθ) =

∫
R2

f(rk)rkd(rk)∧kdθ = k

∫
R2

f(τ)τdτ∧dθ
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最後の等式は τ = rk という変数変換を行った．よって，

k = degF0 = degF

となる．

特に，k > 0なら，F は全射となる．よって，どこかの点で F = 0となる．よって，

zk + a1z
k−1 + · · ·+ ak = 0

には解が存在することがわかる．（これを繰り返せば，代数学の基本定理を得る）

1.6.2 まつわり数

Example 1.6.2. R3 内に，互いに交わらない二つの結び目 K,Lがあるとする．この二

つの絡み具合を表すまつわり数（linking number）を与えてみる．K,Lが f, g : S1 → R3

と滑らかな写像で表されたとする．このとき．

F : S1 × S1 ∋ (s, t) 7→ g(t)− f(s) ∈ R3

として，π : R3 \ {0} → S2 を π(x) = x/∥x∥とすれば，

F̄ = π ◦ F : S1 × S1 → S2 F (s, t) =
g(t)− f(s)

∥g(t)− f(s)∥
とする．この F̄ の写像度をK,Lの linking numberとよび，

Lk(K,L) = deg F̄

と表す．まず，写像度はホモトピー不変であるので，K,Lのパラメータのとり方によら

ない．S2 の標準的な 2-formとしては，

ω = xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy

を S2 へ制限したものを ω0 とすれば，
∫
S2 ω0 = 4π となることがわかる．よって，

Lk(K,L) =
1

4π

∫
S1×S1

F̄ ∗ω0 =
1

4π

∫
S1×S1

F ∗ω

となる．また，
F ∗dx = fx(s)ds+ gx(t)dt

などから，

LK(K,L) = − 1

4π

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

1

∥g(t)− f(s)∥3
det(g(t)− f(s), f ′(s), g′(t))dt

となる．

まつわり数の位相幾何的な定義は，たとえば深谷「電磁気学とベクトル解析」などを

参照．
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1.6.3 ガウス写像

Example 1.6.3. M ⊂ R3 をコンパクト向き付け可能な曲面として，nを単位法線ベク

トルとする．このとき，ガウス写像を

F :M → S2, F (x) = n(x)

とする．ω を S2 の標準的な 2-formとすれば．

degF

∫
S2

ω = degF × 4π =

∫
M

F ∗ω =

∫
M

K
√
EG− F 2dudv = 2πχ(M)

となる．よって，

degF =
1

2
χ(M)

となる．例えば，F : S2 → S2 の場合には，n(x) = x = Id(x)となるので，次数は１で

あるので，χ(S2) = 2を得る．

Proof. 法線ベクトルの微分を考えると，

nu =
FM −GL

EG− F 2
pu +

FL− EM

EG− F 2
pv

nv =
FN −GM

EG− F 2
pu +

FM − EN

EG− F 2
pv

となる．これは nu = Apu +Bpv と書けるので，

−L = pu · nu = EA+ FB, −M = pv · nu = FA+GB

を解けばよい．そこで，

nu×nv =
LN −M2

EG− F 2
pu×pv = K(pu×pv) = K

√
EG− F 2

pu × pv
∥pu × pv∥

= K
√
EG− F 2n

となるので，
n · (nu × nv) = K

√
EG− F 2

を得る．

さて，n(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))とすれば，

nu × nv = (yuzv − yvzu,−(xuzv − xvzu), xuyv − xvyu)

であり，

n · nu × nv = x(yuzv − yvzu)− y(xuzv − xvzu) + z(xuyv − xvyu)
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また，S2 の座標で ω は

ω = xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy

を S2 へ制限したものである（積分すれば 4π）．これを引き戻すと，

F ∗xdy ∧ dz = x(yudu+ yvdv) ∧ (zudu+ zvdv) = x(yuzv − yvzu)du ∧ dv

などから，

F ∗ω = {x(yuzv − yvzu)− y(xuzv − xvzu) + z(xuyv − xvyu)}du ∧ dv

= n · (nu × nv)du ∧ dv = K
√
EG− F 2du ∧ dv

となる．

1.6.4 ガウス写像（n次元の場合)

上で述べたガウスボンネの定理の一般化を述べよう．体積要素やリーマン計量について

は次の章を参照）．

Example 1.6.4. M を境界がないコンパクトm次元多様体で Rm+1 に埋め込まれてい

るとする．Rm+1 の標準内積からM にリーマン計量を入れることができる．．また，法線

ベクトルを考えるとガウス写像
ν :M → Sm

を得る．これは次のように定義するとよい．Rm+1 \M は二つの連結成分をもち，一つは

有界で，一つは非有界である．これらの成分は，

fx :M → Sm fx(p) =
p− x

|p− x|

を考えて，その写像度を deg(fx) を mod 2 したもので判別できる．有界な成分の方は

deg(fx) = 1となるものであり，その閉包をW とすれば，W は m次元のコンパクト連

結多様体であり，Rm+1 から自然に向きが入る．また，境界がM となる．そこで，ν(p)

を p ∈ M に対して TpM に直交する単位法ベクトルでW の外側にあるものとする．ま

た，計量の入れ方からM ⊂ Rm+1 の体積要素は

(volM )p(v1, · · · , vm) = det(ν(p), v1, · · · , vm)

となる．
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Proof. ι :M → Rm+1 を埋め込みとする．右辺および左辺は v1, · · · , vm について交代双
線形形式であるので，m-formを定める．そこで，v1, · · · , vm をM の正規直交基底とし

て証明すれば十分である．左辺は，

(volM )(v1, · · · , vm) = 1

となる．一方，右辺を考えると vi = ι∗vi 及び ν はユークリッド内積に関して正規直交基

底である．また，向きも一致しているので，

det(ν, ι∗v1, · · · , ι∗vm) = 1

となる．よって，証明された．

また，ν = (ν1, · · · , νm+1)として，余因子展開すれば，M ⊂ Rm+1 の体積要素は

m+1∑
i=1

(−1)i−1νi(x)dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxi ∧ · · · dxm+1

となることがわかる．

Proof. ι∗vi = hji
∂

∂xj
とすれば，

det

 ν1 h11 · · · h1m
...

...
. . .

...
νm+1 hm+1

1 · · · hm+1
m



=ν1 det

 h21 · · · h2m
...

. . .
...

hm+1
1 · · · hm+1

m

+ · · ·+ (−1)i−1νi det



h11 · · · h1m
...

...

hj−1
1 · · · hj−1

m

hj+1
1 · · · hj+1

m
...

...
hm+1
1 · · · hm+1

m


+ · · ·

一方，

(dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxi ∧ · · · dxm+1)(v1, · · · , vm) = det



h11 · · · h1m
...

...

hj−1
1 · · · hj−1

m

hj+1
1 · · · hj+1

m
...

...
hm+1
1 · · · hm+1

m


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特に，f−1(c)で与えらえる超曲面については，

m+1∑
i=1

(−1)i−1 fi
∥
∑
fi∥

dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxi ∧ · · · dxm+1, fi =
∂f

∂xi

ガウス写像の微分は
dνp : TpM → Tν(p)S

m

であるが，Tν(p)Sm = ν(p)⊥ = TpM であるので，これは

dνp : TpM → TpM

と見なせる．そこで，超曲面M のガウス曲率を

K(p) := det(dν(p) : TpM → TpM)

として定める．dimM が偶数なら ν → −ν に変えても（内側法線に変えても）K(p)は変

化しない．一方 dimM が奇数なら符号が変わる．また，dimM = 2の場合には，ガウス

曲率は曲面M の計量のみに依存するのであった（ガウスの驚異の定理）．

Remark 1.6.1. Tν(p)S
m = TpM であることから，ν∗TSm ∼= TM であることがわかる．

Theorem 1.6.5 (Gauss-Bonnet). 上の状況で次が成立する．∫
M

KvolM =
V ol(Sm)

2
χ(M)

ここで，mが偶数なら
V ol(S2n)

2
=

22nn!

(2n)!
πn

である．またmが奇数なら χ(M) = 0であった．

Proof. 球面のガウス写像は恒等写像である．よって，Sm の体積要素は

volSm =

m+1∑
i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ · · · ∧ ˆdxi ∧ · · · ∧ dxm+1

となる．または，

(volSm)x(w1, · · · , wm) = det(x,w1, · · · , wm), w1, · · · , wm ∈ TxS
m = x⊥

そこで，これをガウス写像で引き戻すと

(ν∗volSm)p(v1, · · · , vm) =(volSm)ν(p)(dνp(v1), · · · , dνp(vm))

=det(ν(p), dνp(v1), · · · , dνp(vm))

=K(p) det(ν(p), v1, · · · , vm)

=K(p)(volM )p(v1, · · · , vm)
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ここで，dνp の v1, · · · , vm に対する表現行列を Aとすれば，

(ν(p), dνpv1, · · · , dνpvm) = (ν(p), v1, · · · , vm)

(
1 0
0 A

)
であるので，

det(ν(p), dνp(v1), · · · , dνp(vm)) = detAdet(ν(p), v1, · · · , vm)

であることを用いた．

よって，
KvolM = ν∗(volSm)

となるので， ∫
M

KvolM = deg(ν)

∫
Sm

volSm =
χ(M)

2
V ol(Sm)

を得る．ここで，
deg(ν) = χ(M)/2

を証明する必要があるが，以下で述べることは，オイラー類などの知識が必要である．

ν∗TSm ∼= TM

であった．このオイラー類を考えると，

e(TM) = e(ν∗TSm) = ν∗e(TSm)

となる．これをM 上で積分すれば，

χ(M) =

∫
M

e(TM) =

∫
M

ν∗e(TSm) = deg(ν)

∫
Sm

e(TSm)

=deg(ν)χ(Sm) =

{
2 deg(ν) m = 2k

0 m = 2k + 1

M が奇数次元の場合には，ν′ = −ν として考えると，

−KvolM = K ′volM = ν′(volSm), ν′∗TSm ∼= ν∗TSm

に注意すれば，
∫
M
KvolM = 0が分かる．
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第 2章

リーマン多様体と Laplace-Beltrami

作用素

2.1 リーマン計量

曲面論において第一基本形式というものがでてきた．そして，曲面の２点の長さを測っ

たり，ある点の接ベクトルらの長さや角度を測るものであった．これを多様体へ一般化し

たものがリーマン計量である．

簡単にいえば，多様体の各点の接空間に内積をいれるので，そうすれば接ベクトルの長

さや角度を測ることができるし，２点の長さも測ることができるであろう．（接ベクトル

空間は単なるベクトル空間であり，ユークリッド空間のように内積が入っているわけでは

ない）

そこで，まずベクトル空間の正定値内積を思い出す．

Definition 2.1.1. V を n次元ベクトル空間とする．このとき，g が内積とは，

g : V × V ∋ (X,Y ) 7→ g(X,Y ) ∈ R

が双線形写像であり，対称性 g(X,Y ) = g(Y,X)が成立するとき内積とよぶ．さらに正定

値とは g(X,X) ≥ 0であり，等号成立は X = 0の時に限る．

V の適当に基底 e1, · · · , en をとった場合には，

g(ei, ej) = gij = gji

とすれば，
g(X,Y ) =

∑
i,j

gijx
iyj X =

∑
xiei. Y =

∑
yiei
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と二次形式として書くことができる．そして，対称行列 gij が定まるが，正定値とは，対

称行列の固有値がすべて正のことである．また，正定値という概念は基底の取り方に依存

しないことに注意．

M の各点の接ベクトル空間に正定値内積 gx をいれて，滑らかにつながるようにすれ

ば，リーマン計量となる．

Definition 2.1.2. M 上のリーマン計量とは，gx : Tx(M)× Tx(M) → Rが正定値内積
（∀x ∈ M）であり，x → gx が滑らかとなるものである．つまり，局所座標系をとったと

き， ∂
∂xi
を局所的なベクトル場とみたとき，

gij(x) = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) ∈ C∞(U)

が滑らかな関数となることである．

別の言い方をすれば，T ∗(M)⊗ T ∗(M)の切断であり，各点で，対称かつ正定値なもの

である．

また，リーマン計量が入った多様体をリーマン多様体とよび，(M, g)と書く．

また，局所座標を使えば，

g =
∑

gij(x)dxi ⊗ dxj

と書ける．そして，対称であることから gij(x) = gji(x) であり，(gij(x)) は正定値とな

る．dxj が双対基底であるので，∑
gij(x)dxi ⊗ dxj : Tx(M)× Tx(M) ∋ (

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) 7→ gij(x) ∈ R

という意味である．

また，テンソルの記号を省いて，

g =
∑

gij(x)dxidxj

と書くこともある．

Proposition 2.1.1. 多様体はリーマン計量を一つはもつことができる．そして豊富に

もつこともできる．

Proof. M を局所座標系で被覆しておく，さらに，その被覆に付随した１の分割を {ϕk}
としておく．各 Uα(k) 上で，計量を

gα(k) =
n∑

i=1

dxidxi
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として入れておく．これは Uα(k) 上のリーマン計量になっている．そして，

g =
∑

ϕkgα(k)

とする．このとき ϕk は局所有限であるので，well-definedで T ∗M ⊗ T ∗M の切断で対称

ある．そして，ϕi ≥ 0であるので，各点で正定値または零である．しかし，各点で少なく

とも一つは ϕi > 0となるので，和は正定値となる．

このように，多様体はたくさんリーマン計量を持つことができるが，現実的応用を考え

ると，それなりによい計量をとるべきである．

Proposition 2.1.2. ι : M → N を埋め込みとする．つまりM は N の部分多様体とす

る．また，(N, g)はリーマン多様体とする．このとき．

(ι∗g)x(X,Y ) = gι(x)(Dιx(X), Dιx(Y ))

とすれば，ι∗g はM 上のリーマン計量となる．(induced metricという）．

Proof. Dιx : Tx(M) → Tι(x)(N)は単射であることを使えばよい．

Example 2.1.3. Rn 上のユークリッド計量は，Rn の自然な座標を x1, · · · , xn とす
れば，

g =
∑

dxidxi

と書ける．つまり，

gx(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = δij

となる．

Example 2.1.4. ι : Sn ⊂ Rn は埋め込みである．そこで，ユークリッド計量 g から Sn

に ι∗g というリーマン計量を入れることができる．これは球面上の標準的な計量とよばれ

るものである．単に，球面に接する接ベクトルを Rm+1 のベクトルとみなしてユークリッ

ド内積で測ったものである．

Example 2.1.5. R3 内の曲面 S を考える．p : D → S ⊂ R3 としておく．このとき，

p∗(gR3)

が第一基本形式である．

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

とすれば，

p∗dx = dx(u, v) =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv
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などとなり，

p∗(dxdx+ dydy + dzdz)

= (
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv)2 + (

∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv)2 + (

∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv)2

= (x2u + y2u + z2u)du
2 + 2(xuxv + yuyv + zuzv)dudv + (x2v + y2v + z2v)dv

2

= pu · pudu2 + 2pu · pvdudv + pv · pvdv2

となる．これが第一基本形式となる．

曲面論では，第一基本形式のみから定まる，曲面の曲がり具合を表すガウス曲率という

ものが定義できた．そして，外側にどのように埋め込まれているかは関係ない．これがガ

ウスの脅威の定理であった．一般のリーマン多様体に対しても，曲がり具合を表す曲率と

いう概念が定義される．曲率については，リーマン幾何の参考書を見よ．このノートでは

詳しく述べない．

2.2 star作用素

正定値内積 ⟨·, ·⟩の入った n次元ベクトル空間 V を考える．V の内積を Λ∗(V )へ拡張

し，Λp(V )上の内積を定義する．

Definition 2.2.1. 異なる次数の外積テンソルに対する内積はゼロとする．

⟨ϕ, ψ⟩ = 0, ϕ ∈ Λp(V ), ψ ∈ Λq(V ) = 0, p ̸= q

また，ϕ, ψ ∈ Λp(V )を

ϕ = w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp, ψ = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vp

に対して
⟨ϕ, ψ⟩ = det⟨wi, vj⟩

として，あとは線型で Λp(V )へ拡張すればよい．

Proposition 2.2.1. V の正規直交基底を e1, · · · , en とすれば，Λ∗(V )の基底である

ei1 ∧ · · · ∧ eip 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ n

は正規直交基底となる．

Exercise 2.2.2. 上の命題を証明せよ．
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さらに，V に向きが入っているとする．つまり，Λn(V ) \ {0}は二つの連結成分にわか
れるが，どちらか決めておく．つまり，e1, · · · , en を正規直交基底とすれば，

e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en, −e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en

のいずれかを選ぶのである．また V に向きが入っていたとき，e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en が向き
に一致するような基底を正の基底という．また，e1, · · · , en が正の正規直交基底とした
とき，

vol = e1 ∧ · · · ∧ en

を体積要素という．これは正の正規直交基底の取り方によらないことがわかる．

Definition 2.2.2. V に向きが入っているとして，e1, · · · , en を任意の正規直交基底と
する．このとき，

∗(1) = ±e1 ∧ · · · ∧ en, ∗(e1 ∧ · · · ∧ en) = ±1

∗ (e1 ∧ · · · ∧ ep) = ±ep+1 ∧ · · · ∧ en

とする．ただし，e1 ∧ · · · ∧ en が向きと同じ連結成分に入るならば，+をとり，そうでな

いならば −として定義する．これを線型で拡張することにより，

∗ : Λ∗(V ) → Λ∗(V )

が定義される．これを star作用素という．

例えば, e1, · · · en が正の正規直交基底とする．このとき e2, e3, e4, e1, e5, · · · , en は負の
正規直交基底であるので，

∗(e2 ∧ e3 ∧ e4) = −e1 ∧ e5 ∧ · · · ∧ en

となるわけである．このようにして，Λ∗(V )の正規直交基底に対して，star作用素が定義

できるので，これを線型で拡張するのである．

Exercise 2.2.3. ∗は正規直交基底の取り方によらないことを示せ．

Proposition 2.2.4. 定義より，∗ : Λp(V ) → Λn−p(V )であるが，

∗2 = (−1)p(n−p) (Λp(V )
∗−→ Λn−p(V )

∗−→ Λp(V ))

さらに，ϕ, ψ ∈ Λp(V )に対して，

⟨ϕ, ψ⟩ = ∗(ϕ ∧ ∗ψ) = ∗(ψ ∧ ∗ϕ), ϕ ∧ ∗ψ = ⟨ϕ, ψ⟩vol



70 第 2章 リーマン多様体と Laplace-Beltrami作用素

これらのことをリーマン多様体M 上で考えよう．まず，リーマン計量により Tx(M)

に正定値内積が入っていた．そこで，

Tx(M) ∋ v 7→ ϕv ∈ T ∗
x (M), ϕv(w) = g(v, w)x

とすれば，正定値であることから Tx(M) ∼= T ∗
x (M)となる．つまり接束 T (M)と余接束

T ∗(M)はリーマン計量により同一視できる．

局所座標 (U, x1, · · · , xn)に対して， ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn
は局所フレーム（つまり U 上の各点

で基底となる）であるが，これをグラムシュミットの直交化法により，局所正規直交フ

レーム場（local orthonormal frame field）e1, · · · , en を得ることができる．さらに，
その双対 1-formを

ω1, · · · , ωn, ωi(ej) = δij

とする．これを U 上の local orthonormal coframe fieldという．

Definition 2.2.3. M に向きが入っているとする．このとき，ω1 ∧ · · · ∧ ωn が向きに一

致するときには，この frameを orientedという．

各点の近傍で，oriented orthonormal coframeをとり，n-form ω1 ∧ · · · ∧ ωn を考える

と，overlap したところで一致する．つまり，大域的な各点でゼロとならない n-form ω

を得る．これをM の体積要素といい volと書く．また，

vol(M) =

∫
vol

をリーマン多様体M の体積とよぶ．

Example 2.2.5. M の正の局所座標を x1, · · · , xn として，G = det(gij)とする．この

とき
vol =

√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxn

Proof. ω1, · · · , ωn を向きつき orthonormal coframe fieldとする．

vol = ω1 ∧ · · · ∧ ωn, vol(
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
) = det(ωi(

∂

∂xj
))

ここで，

det(ωi(
∂

∂xj
)) = det(g(ei,

∂

∂xj
)),

ei =
∑
pli

∂
∂xl
とすれば，

δij = g(ei, ej) = gklp
l
ip

k
j , 1 = Gdet(pli)

2,
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であるので，det(pli) = 1/
√
Gを得る．よって，

det(g(ei,
∂

∂xj
)) = det(

∑
k

gkjp
k
i ) = G det(pki ) =

√
G

さて，次に star作用素を定義しよう．M を向きつきリーマン多様体とする．任意の点

x ∈ M に対して，T ∗
x (M)に内積が入っているので，各点で ∗ : Λp

x(M) → Λn−p
x (M)を

定義できる．よって，star作用素

∗ : Ωp(M) ∋ ϕ 7→ ∗ϕ ∈ Ωn−p(M)

を得る．もちろん，
∗∗ = (−1)p(n−p) on Ωp(M)

となる．

体積要素を使って，Ωp(M)上の内積を定義できる．

Definition 2.2.4. ϕ, ψ ∈ Ωp(M)に対して，

⟨ϕ, ψ⟩ =
∫
M

ϕ ∧ ∗ψ =

∫
M

⟨ϕ, ψ⟩xvol

さらに，ノルムを次で定義：
∥ϕ∥ =

√
⟨ϕ, ϕ⟩

各点での内積が対称かつ正定値であることから次が成立する．

Proposition 2.2.6. M をコンパクト（かつ境界がない）向きつきリーマン多様体とす

る．このとき，上で定義した内積は対称かつ正定値である．また，

|⟨ϕ, ψ⟩| ≤ ∥ϕ∥∥ψ∥

が成立する．

Proof. f ≥ 0として，
∫
M
fvol = 0とする．積分の定義を思い出せば∑∫

Ui

ρifvol = 0

となり，
∫
Ui
ρifdx1 · · · dxn = 0である．よって，f(x) = 0（∀x ∈ Ui）となり，f ≡ 0．

また,正定値であることから，

0 ≤ ∥ϕ+ tψ∥ = ∥ϕ∥2 + t⟨ϕ, ψ⟩+ t2∥ψ∥2

となり，判別式を考えると |⟨ϕ, ψ⟩| ≤ ∥ϕ∥∥ψ∥が言える．

もちろん，Ωp(M)と Ωq(M)（p ̸= q）の内積はゼロとしている（つまり直交している）．
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2.3 ラプラス作用素

Rn 上のラプラス作用素とは

∆ = −
∑ ∂2

∂x2j

として定義された．幾何学ではマイナス倍することに注意．Rn の別の座標（たとえば極

座標）をとったとして，∆ = −
∑

∂2

∂y2
j
となるわけではない（外微分 dは局所座標によら

ずに定義できる概念であった）．実は，ラプラシアンはユークリッド計量の情報を用いて

いるのである．div, rotも外微分で書くことはできたのだが，これもベクトル場と 1-form

の同一視を使っているので，実は計量を用いている（div, gradは n次元リーマン多様体

で定義できるが rotは３次元リーマン多様体で定義できる）．

Exercise 2.3.1. div, grad, rotをリーマン多様体上で定義せよ．

さて，ラプラシアンを多様体上に拡張したい．さらに，微分形式上のラプラシアンにま

で拡張することができる．

Definition 2.3.1. M を向きつきリーマン多様体とする．外微分とは

d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

という写像であった．さらに余微分（co-differential）を

δ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M)

と定義する．Ω0(M)上ではゼロとする．

さらに，Laplace-Beltrami作用素を各 p-form上で

∆ = δd+ dδ : Ωp(M) → Ωp(M)

とする．Ω0(M) = C∞(M)上では，

∆ = δd

となる．

Exercise 2.3.2. ユークリッド空間上で，p-form

α =
∑

i1<···<ip

αIdxi1 ∧ · · · ∧ dxip , I = (i1, · · · , ip)
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に対して，

∆α = (−1)
∑

i1<···<ip

(
n∑

i=1

∂2αI

∂x2i

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , I = (i1, · · · , ip)

となることをしめせ．

Exercise 2.3.3. ∗∆ = ∆∗を示せ．

以下ではM は断らない限り，コンパクトで境界がない向きつきリーマン多様体とする

Proposition 2.3.4. δ は Ω∗(M)上で dの随伴である．つまり，

⟨dα, β⟩ = ⟨α, δβ⟩

Proof. 線形性および Ωp(M)の直交性から，αを p− 1-form，β を p-formとして証明す

ればよい．

d(α ∧ ∗β) =dα ∧ ∗β + (−1)p−1α ∧ d ∗ β
=dα ∧ ∗β − α ∧ ∗δβ

これを両辺積分する．ストークスの定理から，

0 =

∫
M

d(α ∧ ∗β) =
∫
M

(dα ∧ ∗β − α ∧ ∗δβ) = ⟨dα, β⟩ − ⟨α, δβ⟩

Corollary 2.3.5. ∆は自己随伴（self-adjoint）：

⟨∆α, β⟩ = ⟨α,∆β⟩

Exercise 2.3.6. 系を証明せよ．

Proposition 2.3.7. ∆α = 0は「dα = 0かつ δα = 0」と同値

Proof. dα = 0, δα = 0なら ∆α = 0は明らか，逆を示す．

⟨∆α, α⟩ = ⟨dδα, α⟩+ ⟨δdα, α⟩ = ⟨δα, δα⟩+ ⟨dα, dα⟩

なので，∆α = 0なら δα = 0, dα = 0．

Corollary 2.3.8. M が連結コンパクト向きつきリーマン多様体上の調和関数（∆f = 0）

なら，df = 0となり，f は定数関数である．
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我々の目的の一つは，リーマン多様体上で ∆ω = α という２階偏微分方程式を解くこ

とである．このことを述べる前に，練習として線形代数で同様のことを考えてみる．

L : Rn → Rk

を線形写像とする．また，Rn には通常の内積を入れておく．このとき，α ∈ Rk に対し

て，方程式
Lω = α

を考える．解をもつための必要十分条件は α ∈ (kerL∗)⊥ である．そして，直交直和

Rk = L(Rn)⊕ kerL∗

が成立する．

Proof. ⟨Lω, β⟩ = ⟨ω,L∗β⟩ であるので，kerL∗ = (Image(L))⊥ を得る．よって，

Image(L) = (kerL∗)⊥ となる．

コンパクトリーマン多様体上のラプラシアン ∆を考えたとき，適当なヒルベルト空間

Hk+2,Hk が存在して，
∆ : Hk+2 → Hk

と有界線形作用素へと拡張できる（実際，後で見るがHk は k次ソボレフ空間）．そして，

Image(∆)⊥ = ker∆∗ となることが同様に証明できる．有界線形作用素の核である ker∆

は閉部分空間であるが，Image(∆)は閉部分空間であるかどうかわからない．そこで，有

限次元での類似を行うなら，Image(∆) = (ker∆∗)⊥ となることに注意する必要があり，

Hk = (ker∆∗)⊕ Image(∆)

となる．そして，α ∈ Hk に対して，∆ω = αが解をもつかどうかを考えることになるが，

α ∈ (ker∆∗)⊥ が解をもつための必要十分条件であることは，明らかでない．Image(∆)

が閉部分空間であることを証明しなくてはならないし，共役作用素 ∆∗ : Hk → Hk+2 も

明確ではない．さらに，我々としてがは ∆ω = αの滑らかな解を求めたい．このように，

いろいろと不都合なことが起こるのであるが，最終的にはこれらの困難は解消できる．実

際，ker∆∗ = ker∆ は有限次元であり滑らかな切断からなる空間で Hk の部分空間とみ

なせる．また，上の状況で Image(∆)は閉部分空間であることがわかり，

Hk = ∆(Hk+2)⊕ ker∆

が成立する．また，αが滑らかなら ω も滑らかであることが証明できる．
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2.4 Hodge理論概論

∆∗ を ∆の adjoint作用素とする．これは ∆であるのだが，一般の場合に適用すると

きに混乱するのであえてこのように書いておく．� �
α ∈ Ωp(M)に対して，微分方程式∆ω = αを解くことが目的である．また，解をも

つための αに対する必要十分条件は何か？� �
次の微分方程式の解 ω が存在するための必要十分条件を見つけたい．

∆ω = α

まず，解が存在したとする．ω が微分方程式の解とすると

⟨∆ω, ϕ⟩ = ⟨α, ϕ⟩ ∀ϕ ∈ Ωp(M)

を満たす．よって，
⟨ω,∆∗ϕ⟩ = ⟨α, ϕ⟩ ∀ϕ ∈ Ωp(M)

この解 ω に対して，Ωp(M)上の有界線型汎関数

l : Ωp(M) ∋ β 7→ ⟨ω, β⟩ ∈ R

を考えると（|l(β)| ≤ ∥ω∥∥β∥であるので有界），

l(∆∗ϕ) = ⟨α, ϕ⟩ ∀ϕ ∈ Ωp(M)

を満たす．このような見方は関数解析のテクニックを利用するにはとても役立つ表示で

ある．

Definition 2.4.1. ∆ω = αの弱解とは，有界線型汎関数 l : Ωp(M) → Rで，

l(∆∗ϕ) = ⟨α, ϕ⟩, ϕ ∈ Ωp(M)

を満たすもの．

そこで，ω ∈ Ωp(M)が∆ω = αの解とすれば，弱解は l(β) = ⟨ω, β⟩により定まる．逆
が成立することを示す必要がある．つまり弱解 l に対して，滑らかな p-form ω を使って

l(β) = ⟨ω, β⟩と書けることを示す．これがわかれば，

⟨∆ω, β⟩ = ⟨ω,∆∗β⟩ = l(∆∗β) = ⟨α, β⟩ ∀β ∈ Ωp(M)

となり，∆ω = αを得る．実は，次の定理のように弱解に対して真の解が存在する．ただ

し，弱解の定義から ∆∗α = 0のとき，l(∆∗α) = ⟨α, α⟩ ̸= 0となるので，この場合は弱
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解 l自体が存在しない．実際，あとで見るように αがHp に直交していることが必要であ

る．このように，次の定理は弱解（条件をみたす有界線形作用素）が存在したら，解が存

在するという定理である．

Theorem 2.4.1 (reguralrity theorem). α ∈ Ωp(M)，l を ∆ω = α の弱解とする．こ

のとき，ω ∈ Ωp(M)で，
l(β) = ⟨ω, β⟩, β ∈ Ωp(M)

を満たすものが存在する．よって，微分方程式 ∆ω = αの解 ω ∈ Ωp(M)が存在する．

Hodge 分解を証明するために，次も必要とする．これは本質的には楕円型微分作用素

に対する楕円型評価（基本不等式）とレリッヒの補題からしたがう．

Theorem 2.4.2. {αn}を滑らかな p-formの列で，∥αn∥ ≤ C および ∥∆αn∥ ≤ C と有

界であるとする．このとき，{αn}は Ωp(M)内でコーシー部分列をもつ．

Remark 2.4.1. Ωp(M) 内で収束することは言えない．実際，反例を作ることができる．

これから述べる証明なども，Ωp(M)はヒルベルト空間でないので（つまり完備性が言え

てない），注意が必要である．

この２定理の証明は第４章で行う．定理を仮定して，先に進もう．

Definition 2.4.2.
Hp = {ω ∈ Ωp(M) | ∆ω = 0}

とする．この元を調和 p-form（harmonic p-form）という．

Theorem 2.4.3 (Hodge 分解定理). 各 0 ≤ p ≤ n に対して，Hp は有限次元であり，

Ωp(M)に対して次の分解が成立する．また各成分は直交する．

Ωp(M) = ∆(Ωp(M))⊕Hp

= dδ(Ωp(M))⊕ δd(Ωp(M))⊕Hp

= d(Ωp−1(M))⊕ δ(Ωp+1(M))⊕Hp

よって，方程式∆ω = αが解 ω ∈ Ωp(M)を持つための必要十分条件は，αがHp に直交

することである．

Proof. （Step 1）：Hp が無限次元とすると，Hp はある無限の正規直交列 {αn}を含むこ
とになる（グラムシュミットで作っていけばよい）．よって，この αn は，∥αn∥ = 1およ

び ∥∆αn∥ = 0となる．よって，定理 2.4.2より {αn}の部分列はコーシー列となるが，

∥αnk
− αnl

∥2 = ⟨αnk
, αnk

⟩ − 2⟨αnk
, αnl

⟩+ ⟨αnl
, αnl

⟩ = 1 + 1 = 2
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となり矛盾である．よって Hp は有限次元である．

（Step 2）：第一番目の等式を示せば，他の等式は従う．実際，dδ(Ωp) = d(Ωp−1) を

示そう．dδ(Ωp) ⊂ dΩp−1 は明らか．逆は，ϕ ∈ Ωp−1 に対して，ϕ = dδϕ1 + δdϕ2 + ϕ3

となり，dϕ = dδ(dϕ2)（∆ϕ3 = 0 ⇐⇒ dϕ3 = 0, δϕ3 = 0）となるので，dϕ ∈ dδΩp と

なる．

そこで，第一番目の等式を示そう．ω1, · · · , ωl を Hp の正規直交基底とする．α ∈
Ωp(M)はユニークに,

α = β +
l∑

i=1

⟨α, ωi⟩ωi

となる．ここで，β ∈ (Hp)⊥ である．つまり，

Ωp(M) = (Hp)⊥ ⊕Hp, (Hp)⊥ = {ϕ ∈ Ωp(M) | ⟨ϕ, ω⟩ = 0 ∀ω ∈ Hp}

となる．実際，β = α−
∑l

i=1⟨α, ωi⟩ωi とすれば，⟨β, ωi⟩ = 0である．

（Step 3）：そこで，(Hp)⊥ = ∆(Ωp)を証明すればよい．まず，∆(Ωp) ⊂ (Hp)⊥ を示

す．ω ∈ Ωp，α ∈ Hp とすれば，

⟨∆ω, α⟩ = ⟨ω,∆α⟩ = 0

となるので，∆(Ωp) ⊂ (Hp)⊥．

（Step 4）：(Hp)⊥ ⊂ ∆(Ωp)を示す．

（Step 4-1）：まず，次を示す：ある定数 c > 0で

∥β∥ ≤ c∥∆β∥, ∀β ∈ (Hp)⊥ (∗)

となるものが存在する．これが不成立であるとすると，任意の（大きな）c > 0に対して，

∥βc∥ > c∥∆βc∥ となる βc ∈ (Hp)⊥ が存在する．βc は正規化して ∥βc∥ = 1 とできる．

よって，列 βj ∈ (Hp)⊥ で ∥βj∥ = 1かつ ∥∆βj∥ → 0となるものが存在する．定理 2.4.2

から，部分列でコーシー列となるものが存在する．それも {βj} と書いておく．そこで，
⟨βj , ψ⟩という実数列はコーシー列であるので収束する．つまり，

lim
j→∞

⟨βj , ψ⟩, ∀ψ ∈ Ωp(M)

が存在．線形汎関数 l0 : Ωp(M) → Rを

l0(ψ) = lim
j→∞

⟨βj , ψ⟩, ψ ∈ Ωp(M)

として定義する．l0 は有界である．実際，

|⟨βj , ψ⟩| ≤ ∥βj∥∥ψ∥ ≤ ∥ψ∥
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から従う．また，
l0(∆ϕ) = lim

j→∞
⟨βj ,∆ϕ⟩ = lim

j→∞
⟨∆βj , ϕ⟩ = 0

となる．つまり，l0 は方程式 ∆β = 0の弱解である．定理 2.4.1により，β ∈ Ωp(M)で，

l0(ψ) = ⟨β, ψ⟩となるものが存在する．つまり，limj→∞⟨βj , ϕ⟩ = ⟨β, ϕ⟩（∀ϕ ∈ Ωp(M)）

となる．さらに，βj がコーシー列であることを使えば，βj → β となる（Ωp(M)の距離

空間としての収束）．（Fact：コーシー列 {βj}が β に弱収束しているなら，β に収束する．

後述）．特に，∥β| = limj→∞ ∥βj∥ = 1となる．

さて，βj ∈ (Hp)⊥ であるので，

0 = lim
j→∞

⟨βj , ω⟩ = ⟨β, ω⟩ ∀ω ∈ Hp

となるので，β ∈ (Hp)⊥ となる．しかし，定理 2.4.1により∆β = 0であるので，β ∈ Hp

となる．よって β = 0となり ∥β∥ = 1に矛盾する．

（Step 4-2）：(Hp)⊥ ⊂ ∆Ωp を示そう．α ∈ (Hp)⊥ とする．このとき ∆Ωp(M) 上の

線型汎関数を
l(∆ϕ) = ⟨α, ϕ⟩ ∀ϕ ∈ Ωp(M)

により定義する．これはwell-definedである．実際，∆ϕ1 = ∆ϕ2とすれば，ϕ1−ϕ2 ∈ Hp

であるので，⟨α, ϕ1 − ϕ2⟩ = 0である．また，lは有界線形作用素である：ϕ ∈ Ωp(M)と

して，ψ = ϕ−H(ϕ) ∈ (Hp)⊥ とする．ここで，

H : Ωp(M) → Hp

は調和部分への直交射影作用素．つまり，H(α)は αに調和部分 H(α) =
∑

⟨α, ωi⟩ωi と

する．このとき，先ほどの不等式 (∗)から，

|l(∆ϕ)| =|l(∆ψ)| = |⟨α,ψ⟩| ≤ ∥α∥∥ψ∥
≤c∥α∥∥∆ψ∥ = c∥α∥∥∆ϕ∥

となるので，l が有界であることが示せた．そこで，Hahn-Banach の定理から，l は

Ωp(M)上の線型汎関数へ拡張できる．さらに，l(∆ϕ) = ⟨α, ϕ⟩となるので，lは∆ω = α

の弱解であり，定理 2.4.1により ω ∈ Ωp(M)で ∆ω = αとなる真の解が存在する．よっ

て，α ∈ ∆Ωp(M)となる．

証明を見ればわかるように，解をもつための必要十分条件を得る．∆ω = α の弱解

l : Ωp(M) → Rが存在すれば，真の解となるのであった．そこで，弱解が存在すればよ
いのであるが，証明を見ればわかるように．弱解 lが存在したら well-definedとなるため

に，α ∈ (Hp)⊥ が必要である．逆に，α ∈ (Hp)⊥ とすれば，(Hp)⊥ = ∆Ωp(M)である

ことから，∆β = αとなる β ∈ Ωp(M)が存在し，

l(β) = ⟨ω, β⟩
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となり，弱解が定義できる．以上から，∆ω = α が解をもつための必要十分条件は

α ∈ (Hp)⊥ となることである．

ここで，Hahn-Banach の定理をあるバージョンを述べておく．Hahn-Banach の定理

のより一般的な形は解析の本を参照してほしい．証明には Zornの補題を用いる．

Theorem 2.4.4 (Hahn-Banach). X をノルム空間として，L ⊂ X を部分空間．この L

上で定義された有界な線型汎関数 f0 は，X 上の有界線型汎関数へ拡張することが可能で

ある．

また，上の証明で弱収束の概念がでてきているが，それについて簡単にまとめておこう．

Definition 2.4.3. H を内積空間とする（完備性は仮定しない）．(xn) ⊂ H，x ∈ H が

(xn, y) → (x, y) ∀y ∈ H

を満たすとき，(xn)は xに弱収束するという．

Lemma 2.4.5. 収束する列は弱収束する．また有限次元ベクトル空間の場合には，弱収

束と収束は同値である．

Proof. xn → xとする．このとき，

|(xn, y)− (x, y)| ≤ ∥xn − x∥∥y∥ → 0

となるので弱収束する．

無限次元ヒルベルト空間の場合には，弱収束しても収束しない場合ががある．

Example 2.4.6. H を無限次元ヒルベルト空間として，(en)を正規直交系とする．これ

はゼロに弱収束するが収束しない．実際，次の Besselの不等式を利用すればよい（Bessel

の不等式の証明は関数解析の本をみよ）．

Lemma 2.4.7 (Bessel の不等式). (en) を正規直交系とする．このとき u ∈ H に対

して， ∑
n

|(u, en)|2 ≤ ∥u∥2

が成立する．

ベッセルの不等式から，任意の u ∈ H に対して，∑
|(u, en)|2 ≤ ∥u∥2
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が成立するので，数列 |(u, en)|2 は 0 へ収束する．よって，(u, en) → 0（∀u）となるの
で，en は 0へ弱収束する．しかし，∥en∥ = 1であるので，0へ収束すると矛盾する．こ

のように en は 0へ弱収束するが収束しない．

Proposition 2.4.8. (xn)が xに弱収束するとき，

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥

が成立（特に，ノルムは収束に関しては連続であるが，弱収束に関して下半連続）．また，

xn が x へ収束するための必要十分条件は x へ弱収束し，∥x∥ = lim ∥xn∥ となることで
ある．

Remark 2.4.2. この命題も H の完備性は仮定しなくても成立する．

Proof. (xn)が xへ弱収束するとする．

0 ≤ (xn − x, xn − x) = (xn, xn)− 2(xn, x) + (x, x)

となる．ここで n→ ∞とすれば，(xn, x) → (x, x)であるので，

0 ≤ lim inf ∥xn∥ − ∥x∥

となる．ここで ∥xn∥は収束するとは限らないので lim inf を使っている．

さらに，∥x∥ = lim ∥xn∥ とすれば，上の式で，lim(xn − x, xn − x) = 0 を得る，

よって，∥xn − x∥ → 0 であるので，xn は x へ収束する．収束するなら，弱収束かつ

∥x∥ = lim ∥xn∥は明らか．

次の系は，ヒルベルト空間の場合には完備性からコーシー列は収束してしまうことにな

るので，明らかな命題であるが，完備性を仮定しなくても弱収束を条件に加えれば収束す

ることを述べている．つまり，われわれが扱っている Ωp(M)でも成立する．

Corollary 2.4.9. 内積空間において，(xn)が xに収束するための必要十分条件は (xn)

がコーシー列であり，xに弱収束していること．

Proof. コーシー列は有界列である．そこで ∥xn∥も有界列であるので，実数の完備性から
収束する部分列 ∥xnj∥が取れる．limj→∞ ∥xnj∥ = αとしておく．さて，xnj はコーシー

列であるので，j, k を十分大とすれば，

0 ≤ ∥xnj − xnk
∥2 = ∥xnj∥2 + ∥xnk

∥2 − 2⟨xnj , xnk
⟩ ≤ ϵ

k を固定して j → ∞とすれば，xnj は xに弱収束しているので，

0 ≤ α2 + ∥xnk
∥2 − 2⟨x, xnk

⟩ ≤ ϵ
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となり，k → ∞とすれば，
0 ≤ 2α2 − 2∥x∥ ≤ ϵ

となる．ϵ は任意であるので，α = ∥x∥ を得る．よって，lim ∥xnj∥ = ∥x∥ が成立する．
前命題から，xn は収束する部分列が取れることになる．コーシー列で，収束する部分列

がとれるなら，もとの列は収束するのであった．実際，任意の ϵ > 0に対して，∃N ∈ N，
∀j ∈ N，

∥x− xnj∥ ≤ ϵ (∵ 部分列 xnj は収束）

∥xnj − xj∥ ≤ ϵ (∵ xn はコーシー列)

より，
∥x− xj∥ ≤ ∥x− xnj∥+ ∥xnj − xj∥ ≤ 2ϵ

である．以上から limxj = xを得る．

さて，本論に戻ろう．

次に，Hp
DR(M) ∼= Hp であることを証明する．まずは ∆の調和部分を除いた逆作用素

である Green作用素を定義する．

Definition 2.4.4 (Green作用素). Green作用素 G : Ωp(M) → (Hp)⊥ を α ∈ Ωp(M)

に対して ∆ω = α −H(α)の解 ω で ω ∈ (Hp)⊥ となる ω を考えて G(α) = ω として定

義する．

Proposition 2.4.10. Gは有界自己随伴線型作用素であり，有界点列をコーシー部分列

をもつ点列に写像する（実際，Ωp(M)を完備化して G : L2 → L2 とみなすと，コンパク

ト作用素である）．

Proof. 写像となることを見てみる．∆ω = α − H(α) の解は一つとは限らないが，

ω ∈ (Hp)⊥ となることからただ一つに定まる．別の解を ω′ とすれば，

∆(ω − ω′) = 0

であるので，ω − ω′ ∈ Hp であるが，ω, ω′ ∈ (Hp)⊥ に入ることから ω − ω′ = 0となる．

特に，α ∈ Hp のとき，α −H(α) = α − α = 0であるので，α ∈ Hp ⇒ G(α) = 0であ

ることに注意する．

また，G(∆α) を考えてみる．∆α ∈ ∆Ωp = (Hp)⊥ であるので，調和部分はない．

よって，∆α −H(∆α) = ∆α である．よって，∆ω = ∆α = ∆(α −H(α))の解として

ω = α−H(α) ∈ (Hp)⊥ を得る．つまり，

G(∆α) = α−H(α)
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である．特に，α ∈ (Hp)⊥ ならば，G∆(α) = αとなる．また，

∆G(α) = ∆ω = α−H(α)

となる．特に，α ∈ (Hp)⊥ ならば，∆G(α) = αとなる．このように，Green作用素はラ

プラシアンの逆作用素（modulo harmonic part）のようなものである．

線形であることは easy．

有界であることは，(∗)を使えば，定数 cが存在して，

∥ω∥ ≤ c∥∆ω∥ = c∥α−H(α)∥ ≤ 2c∥α∥

であるので．また，自己随伴作用素であることを見てみる．まず，G∗ は

⟨G(α), ϕ⟩ = ⟨α,G∗(ϕ)⟩

を満たすものとして定義され，G∗ = Gを見ればよいのであるが，Ωp(M)は完備化して

ないので，リースの表現定理が使えず G∗ の存在が言えない．一つの証明方法は，完備化

して G∗ を作り，G∗ = Gをみればよい．ここでは，まだ完備化してないので，

⟨G(α), ϕ⟩ = ⟨α,G(ϕ)⟩, α, ϕ ∈ Ωp(M)

となることを示すことにする．∆G(α) = α−H(α)，G∆(α) = α−H(α)を利用すれば，，

⟨G(α), ϕ⟩ =⟨G(α),∆G(ϕ) +H(ϕ)⟩ = ⟨G(α),∆G(ϕ)⟩ = ⟨∆G(α), G(ϕ)ra
=⟨α−H(α), G(ϕ)⟩ = ⟨α,G(ϕ)⟩

よって，Gは自己随伴作用素である．

αn を有界点列で ∥αn∥ ≤ K とする．このとき，∥ωn∥ ≤ 2cK であり，∥∆ωn∥ =

∥αn −H(αn)∥ ≤ 2K となる．定理 2.4.2により，{ωn}はコーシー部分列をもつ．

Proposition 2.4.11. Gは d, δ,∆と可換である．より一般には，Gは「∆と可換な線

型作用素」と可換．

Proof. T∆ = ∆T と仮定する．T : Ωp(M) → Ωq(M)（p, q は適当に）．πp : Ωp(M) →
(Hp)⊥ を射影とする．Gの定義から，

G = (∆|(Hp)⊥)
−1 ◦ πp

となる．T∆ = ∆T により，T (Hp) ⊂ Hq である．また，(Hp)⊥ = ∆(Ωp(M))により，

T ((Hp)⊥) ⊂ (Hq)⊥ となる．

よって，ϕ = ϕ−H(ϕ) +H(ϕ)に対して，

T ◦ πp(ϕ) = T (ϕ−H(ϕ)) = πq{T (ϕ−H(ϕ)) + T (H(ϕ))} = πq ◦ T (ϕ)
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となるので，
T ◦ πp = πq ◦ T

となる．また，(Hp)⊥ 上で，

T ◦∆|(Hp)⊥ = ∆|(Hq)⊥ ◦ T

である．実際，∆ ◦ T = T ◦∆より，ϕ ∈ (Hp)⊥ に対して，Tϕ ∈ (Hq)⊥ であるので，

(∆ ◦ T )(ϕ) = (∆|(Hq)⊥ ◦ T )(ϕ), (T ◦∆)(ϕ) = (T ◦∆|(Hp)⊥)(ϕ)

となり，T ◦∆|(Hp)⊥ = ∆|(Hq)⊥ ◦ T．よって，(Hp)⊥ 上で，

T ◦ (∆|(Hp)⊥)
−1 = (∆|(Hq)⊥)

−1 ◦ T

となる．そこで，

T ◦ (∆|(Hp)⊥)
−1 ◦ πp = (∆|(Hq)⊥)

−1 ◦ T ◦ πp = (∆|(Hq)⊥)
−1 ◦ πq ◦ T =

となり，Gと T は可換である．

Theorem 2.4.12. コンパクト向きつきリーマン多様体上で，各ドラームコホモロジー類

[ϕ] ∈ Hq
DR(M)は，調和形式を代表元にもち，それはただ一つである．つまり，ψ ∈ [ϕ]

で∆ψ = 0となるものがただ一つ存在する．特に，

Hp
DR(M) ∼= Hp

さらに，ドラームの定理を使えば，Hp ∼= Hp(M,R)となる．特に，dimHp = bp(M)と

なる．

このように，多様体上で解析を行うと，解空間は多様体の位相構造（場合によっては微

分位相構造）に依存するのである．これが多様体上で解析を行う楽しさの一つである．

Proof. α ∈ Ωp(M)とする．ホッジ分解定理および Green作用素の定義（(Hp)⊥ 上で ∆

の逆写像）から
α = ∆Gα+Hα = dδGα+ δdGα+Hα

となる．さらに Gは dと可換であるので，

α = dδGα+ δGdα+Hα

よって，αが閉形式なら，
α = dδGα+Hα

となり [α] = [Hα]を得る．また，α ∈ Hp なら，[α] ∈ Hp
DR(M)である．
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また，[α] = [α1] = [α2]で α1, α2 ∈ Hp とすると，

α1 − α2 + dβ = 0

となる β が存在するが，dβ と α1 − α2 は直交するので，dβ = 0，α1 − α2 = 0となる．

よって，[α]を表す調和形式はただ一つである．

Corollary 2.4.13 (ドラームコホモロジー群の有限次元性). コンパクト向き付可能な微

分多様体に対するドラームコホモロジー群は有限次元である．

Proof. 任意の微分可能多様体にはリーマン計量が入った．よって HDR(M) = Hp であ

り，Hp は有限次元であった．

応用としてポアンカレ双対定理を述べる．

M を n次元のコンパクト向きつき微分可能多様体とする．このとき双線型形式

Hp
DR(M)×Hn−p

DR (M) → R

を

([ϕ], [ψ]) 7→
∫
M

ϕ ∧ ψ

として定義する．

Exercise 2.4.14. ストークスの定理を用いて，上の写像が well-defined であることを

示せ．

Theorem 2.4.15 (ポアンカレ双対定理). コンパクト向きづけ可能 n 次元多様体上で，

上で定義した双線形形式は非退化であり，

Hn−p
DR (M) ∼= (Hp

DR(M))∗ ∼= Hp(M,R)

が成立する．

Proof. [ϕ] ∈ Hp
DR(M) で [ϕ] ̸= 0 とする．非退化を示すには，[ψ] ∈ Hn−p

DR (M) で，

([ϕ], [ψ]) ̸= 0となるものを見つければよい．M にリーマン計量を入れておく．さらに ϕ

は調和形式としてよい．[ϕ] ̸= 0 より ϕ ̸≡ 0 である．∗∆ = ∆∗ より ∗ϕ は調和形式であ
り，[∗ϕ] ∈ Hn−p

DR (M)．そこで，

([ϕ], [∗ϕ]) =
∫
M

ϕ ∧ ∗ϕ = ∥ϕ∥2 ̸= 0

となるので，双線型形式は非退化である．
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Remark 2.4.3. M が連結なら，Hn
DR(M) ∼= H0(M,R) = R となるが，一点 {p} ∈

H0(M,R) に対して，p のまわりの bump n-form で
∫
ω = 1 となるものが対応する

Hn
DR(M)の元である，一方，定数関数 f ≡ 1には，[M ] ∈ Hn(M,R)が対応する．一般
には，N ⊂ M という p次元部分多様体に対して，[α] ∈ Hn−p

DR (M)という微分形式 αで

つぎを満たすものが存在することを意味する．∫
N

i∗ψ =

∫
M

α ∧ ψ, ψ ∈ Zp(M) ⊂ Ωp(M)

Remark 2.4.4. M が n = 2m = 4k 次元の多様体とすれば，Hm
DR ×Hm

DR → Rは対称形
式になる．そこで正の固有値から負の固有値を引いた数である符号数を定義できる．これ

はM の位相不変量 σ(M)で符号数と呼ばれるものである．star作用素は ∗2 = 1となり，

Hm = Hm
+ ⊕Hm

− に分解できるが，σ(M) = dimHm
+ − dimHm

− となる．この符号数は，

M のポントリャーギン類の積分で表すことができる．

Corollary 2.4.16. M がコンパクト向きづけ可能な連結微分多様体とすると，

Hn
DR(M) ∼= R．
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第 3章

必要な解析学

我々が証明すべきことは定理 2.4.1，2.4.2である．これを証明するために必要な解析の

準備をする．すべて Rn 上の周期関数に対するものである．つまり，トーラス上での解析

学を行っていると考えてよい．

3.1 記号

mutli-indexの記号を導入する．

α = (α1, · · · , αn) αi ∈ Z

に対して，

|α| :=
√
α2
1 + · · ·+ α2

n

とし，αi ≥ 0のとき，
[α] := α1 + · · ·+ αn

とする．また α, η を整数の n個の列として，

ηα := ηα1
1 · · · ηαn

n , 00 = 1

とする．

Rn 上の標準座標を x1, · · · , xn としたとき，

x = (x1, · · · , xn)

とする．そして α-th微分作用素 Dα を．

Dα :=

(
1

i

)[α]
∂[α]u

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
, i =

√
−1
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P を Rn 上の Cm 値 C∞ 関数で各変数に対して周期 2π となるものからなる複素ベク

トル空間とする．

P := {f ∈ C∞(Rn,Cm) | f(x1 + 2k1π, · · · , xn + 2knπ) = f(x1, · · · , xn) ,
∀k = (k1, · · · , kn) ∈ Zn}

複素ベクトル γ, β ∈ Cm のエルミート内積とノルムを

γ · β := γ1β1 + · · ·+ γmβm, |γ| := √
γ · γ

とする．同様に，ψ, ϕ ∈ P に対して，エルミート積を

ϕ(x) · ψ(x) = ϕ1(x) · ψ1(x) + · · ·+ ϕm(x) · ψm(x)

として，|ϕ| =
√
ϕ · ϕとする（これは実数値関数である）．さらに，ϕ ∈ P，f ∈ C∞(Rn,C)

で周期的とすれば．ϕf ∈ P である．ここで，

ϕf = (ϕ1f, · · · , ϕnf)

である．

Q ⊂ Rn を次の開 cubeとする：

Q = {p ∈ Rn | 0 < xi(p) < 2π, i = 1, · · · , n}

Definition 3.1.1. ψ, ϕ ∈ P に対して，L2 ノルムと L2 内積を

∥ψ∥ =
1

(2π)n/2

(∫
Q

ψ · ψdx
)1/2

, ⟨ψ, ϕ⟩ = 1

(2π)n

∫
Q

ψ · ϕdx

とする．さらに，一様ノルムを

∥ϕ∥∞ = sup
x∈Q

|ϕ(x)|

3.2 フーリエ級数

ϕ ∈ P，ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Zn にたいして，ξ-thフーリエ係数を

ϕξ :=
1

(2π)n

∫
Q

ϕ(x)e−ix·ξdx x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn (3.1)

まず，フーリエ級数
∑

ξ ϕξe
ix·ξ が一様収束することを証明する．
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k ∈ Z>0 として，(3.1)を部分積分する．周期を考えると，∫
Q

ϕe−ix·ξdx =

∫
Q

ϕ(i
1

ξ1
e−ix·ξ)xidx =

∫
Q′
dx′[ϕ(i

1

ξ1
e−ix·ξ)]2π0 − i

1

ξ1

∫
Q

ϕxie
−ix·ξdx

= −i 1
ξ1

∫
Q

ϕxie
−ix·ξdx

これを 2nk階微分まで繰り返すと，ϕおよびその 2nk階までの微分に依存した c′k が存在

して，

|ϕξ| ≤
c′k

(
∏
ξi)2k

∀ξ = (ξ1, · · · , ξn) ̸≡ 0

ここで，
∏
ξi はゼロでない ξi のすべての積を表す．よって，ある ck が存在して，

|ϕξ| ≤
ck

(1 + |ξ|2)k
∀ξ

（ck は ϕに依存しているが ξ には依存しない）．

Proof. ξi ̸= 0（i = 1, · · · , n）のとき，

(1 + |ξ|2) = (1 + ξ21 + · · ·+ ξ2n) ≤ (n+ 1)(ξ21 · · · ξ2n)

であることがわかる．実際，

1

n+ 1
(

1∏
ξ2i

+
ξ21∏
ξ2i

+ · · ·+ ξ2n∏
ξ2i

) ≤ 1

n+ 1
(1 + 1 + · · ·+ 1) ≤ 1

また，上の不等式は ξi = 0 となった場合でも成立する（右辺は ξi ̸= 0 となる ξi で積を

とっている）．よって，
1

(
∏
ξ2i )

k
≤ c

(1 + |ξ|2)k

よって，
|ϕξ| ≤

ck
(1 + |ξ|2)k

が成立する（これは ξ ≡ 0の場合でも成立）．

さて，
∑

ξ(1 + |ξ|2)−k の収束を考える．

Lemma 3.2.1.
∑

ξ(1 + |ξ|2)−k は k ≥ [n2 ] + 1のとき，収束する．

Proof.
Sj = {ξ = (ξ1, · · · , ξn) | max

1≤i≤n
|ξi| = j}
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とする．Sj は高々 2n(2j + 1)n−1 個の元からなる（ξi = ±j としてあとは −j, · · · , j の
2j + 1個から選べばよいので，(2j + 1)n−1 通りある．i = 1, · · · , nで動かせば，全部で
2n(2j + 1)n−1 個）．ξ ∈ Sj に対して，|ξ|2 ≥ j2 であるので，

sj =
∑
ξ∈Sj

1

(1 + |ξ|2)k
≤ 2n(2j + 1)n−1

(1 + j2)k
≤ cjn−1−2k, j ≥ 1

ここで cは nにのみ依存した定数である．実際，

(2j + 1)n−1(1 + j2)−kj−n+1+2k = (2 + 1/j)n−1(1/j2 + 1)−k ≤ 3n−1

よって， ∑
ξ

1

(1 + |ξ|2)k
= 1 +

∞∑
j=1

sj ≤ 1 + c

∞∑
j=1

1

j1+2k−n

となる．．よって，1 + 2k − n > 1ならば収束する．つまり，k ≥ [n/2] + 1ならば収束す

る．

そこで，k ≥ [n2 ] + 1のとき

|
∑
ξ

ϕξe
ix·ξ| ≤

∑
ξ

|ϕξ| ≤
∑
ξ

ck
(1 + |ξ|2)k

<∞

となる（ここで ck は ϕの 2nk 回までの微分に依存していて，ξ には依存してない定数で

あった．よって左辺は有界である）．そこで，k ≥ [n2 ] + 1となる kを固定しておく，この

とき，
∑

ξ ϕξe
ix·ξ は各点収束して，その関数を Φとする．SN (x) =

∑
|ξ|≤N ϕξe

ix·ξ とす

れば，
∥Φ−

∑
|ξ|≤N

ϕξe
ix·ξ∥∞ = sup |

∑
|ξ|≥N

ϕξe
ix·ξ| → 0

であるので，SN (x)は，Φへ一様収束する．また，連続関数の列 {SN (x)}の一様収束先
は連続関数であった．

Lemma 3.2.2. フーリエ級数 ∑
ϕξe

ix·ξ

は連続関数 Φに一様収束する．

次に，Φ = ϕ となることを示そう．三角多項式（trigonometric polynomial）とは，

aξe
ix·ξ の形の関数の有限和のこととする．

Theorem 3.2.3 (Stone-Weierstass 近似定理). P 上で三角多項式は一様ノルムに関し
て稠密である．
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Remark 3.2.1. Stone-Weierstass 近似定理のもとバージョンは [a, b] 上の連続関数は多

項式近似できるというもの．より，一般的なバージョンは，コンパクト空間 K 上の連続

関数 C(K,R) に対して A をゼロでない定数関数を含む部分代数とする．このとき A が

C(K,R)内で（一様ノルムに関して）稠密であるための必要十分条件は「Aが点を分離す
ること．つまり，s ̸= t ∈ K に対して．f(s) ̸= f(t)となる f ∈ Aが存在」である．三角

多項式はこの条件を満たす（それほど難しくはない．関数解析の本を参照）．

ψ = ϕ−Φとして，t ∈ P を三角多項式（trigonometric polynomial）とする．ϕ,Φは

同じフーリエ係数をもつので， ∫
Q

ψ · t = 0

である．ϵ > 0に対して，Stone-Weierstarass近似定理から，ある三角多項式 t ∈ P が存
在して，

∥ψ − t∥∞ < ϵ

よって，

∥ψ∥2 =

∣∣∣∣∫
Q

ψ · ψ
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Q

ψ · (ψ − t)

∣∣∣∣ ≤ ϵ(2π)n∥ψ∥

となる．よって ∥ψ∥ ≤ ϵ を得る．ϵ は任意であり ψ は連続関数であるので，ψ = 0 と

なる．

Proposition 3.2.4. 周期的な C∞ 関数 ϕ のフーリエ級数
∑
ϕξe

ix·ξ は ϕ へ一様収束

する．
ϕ(x) =

∑
ξ

ϕξe
ix·ξ

次に微分の評価をしておく．

部分積分を行えば，Dαϕのフーリエ係数は ξα1
1 · · · ξαn

n ϕξ であることがわかる．よって，

Dαϕ(x) =
∑
ξ

ξαϕξe
ix·ξ

となる（右辺が左辺に一様収束するという意味で書いている．また，項別積分を使って示

してもよい）．一方，ϕ(x) =
∑

ξ ϕξe
ix·ξ から，パーセバル（Parseval）の等式

(2π)n∥ϕ∥ =

∫
Q

|ϕ|2dx = (2π)n
∑
ξ

|ϕξ| (3.2)

を得る．同様にして，
∥Dαϕ∥2 =

∑
ξ

ξ2α|ϕξ|2
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となる．そこで，t ∈ Z≥0 に対して，t, nにのみ依存した正定数 cが存在して，

c
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2 ≤
t∑

[α]=0

∥Dαϕ∥2 =
t∑

[α]=0

∑
ξ

ξ2α|ϕξ|2 ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2 (3.3)

Exercise 3.2.5. 上の不等式を証明せよ．

3.3 ソボレフ空間・ソボレフの補題・レリッヒの補題

3.3.1 ソボレフ空間

先ほどの不等式 (3.3)を考えると，微分可能な関数の一般化として，ソボレフ空間が定

義できる．

Definition 3.3.1.

S := {u = {uξ}ξ | uξ ∈ Cm, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Zn}

S は ξ ∈ Zn で添え字づけらえれた Cm 内の列からなる空間とする．また，s ∈ Z（正整
数，ゼロ，負整数どれでもよい）に対して，ソボレフ空間 Hs を

Hs := {u ∈ S |
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2 <∞}

とする．シュワルツの不等式（下の補題）から∣∣∣∣∣∣
∑
ξ

(1 + |ξ|2)(s+t)/2uξ · vξ

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2
∑

ξ

(1 + |ξ|2)t|vξ|2


となり，この右辺が有限なら左辺も有限である．そこで，Hs 上の内積

⟨u, v⟩s :=
∑
ξ

(1 + |ξ|2)suξ · vξ

を定義する．また，ノルムを次で定義

∥u∥s := ⟨u, u⟩1/2s

Remark 3.3.1. u ∈ Ht，v ∈ Ht′ であり (t+ t′)/2 = sなら ⟨u, v⟩s は定義できる．

Remark 3.3.2. 何故，上のようにしてソボレフノルムを定義するのであろうか？ u ∈
C1(Tn)の場合に，Dxiuに対応する級数は {ξiuξ}ξ となり，

∑
|ξiuξ|2 < ∞となる．こ

れがすべての i = 1, · · · , n に対して成立するので，
∑

(1 + |ξ|)2|uξ|2 < ∞ が成立する．
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このように，u ∈ C1 なら対応するフーリエ係数は {uξ}ξ ∈ H1 となる．つまり，ソボレ

フノルムで重み (1 + |ξ|2)s をつけているのは，微分可能性を測定するためである．実際
に，u ∈ Hs ならば，u ∈ Cs が成立するかというと，そこまでうまくいかないが，後で述

べるソボレフの補題がその答えを与える．

Lemma 3.3.1 (シュワルツの不等式).
∑∞

n=1 |xn|2,
∑∞

n=1 |yn|2 <∞ならば，∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

xnȳn

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ ∞∑

n=1

|xn|2

√√√√ ∞∑
n=1

|yn|2

Proof. ∣∣∣∣∣
k∑

n=1

xnȳn

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ k∑

n=1

|xn|2

√√√√ k∑
n=1

|yn|2

において k → ∞とすればよい．

Proposition 3.3.2. Hs はヒルベルト空間である．

Proof. 完備性を証明する．（証明は l2 空間の完備性と同じである．ちょっと重みがつい

ただけ）．

u(n)を Hs でのコーシー列とする．つまり，∀ϵ > 0, ∃Nϵ such that

∥u(n)− u(k)∥s < ϵ ∀n, k > Nϵ

つまり， ∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|u(n)ξ − u(k)ξ|2 < ϵ2

よって，ξ について帰納的に考えて行けば，Cの完備性から u(n)ξ → uξ と各 u(n)ξ は収

束する．そこで u = {uξ}とする．
先ほどの式で，各自然数M に対して∑

|ξ|<M

(1 + |ξ|2)s|u(n)ξ − u(k)ξ|2 < ϵ2

であるので，k → ∞とすれば，∑
|ξ|<M

(1 + |ξ|2)s|u(n)ξ − uξ|2 < ϵ2

を得る．さらにM → ∞とすれば，

∥u(n)− u∥2s =
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|u(n)ξ − uξ|2 < ϵ2
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を得る．そこで，∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2 ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ − u(n)ξ + u(n)ξ|2

≤ 2
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ − u(n)ξ|+ 2
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|u(n)ξ|2

となるので，u ∈ Hs となる．そして，∥u(n)− u∥s → 0となるので，コーシー列は収束

する．

C∞ の周期関数の空間 P を S の部分空間とみなす．

P ∋ ϕ 7→ {ϕξ} ∈ S

また．P 上の微分 Dα は，この埋め込みにより S 上の微分として拡張しておく（いわゆ
る弱微分である）．

S ∋ u = {uξ} 7→ Dαu = {(Dαu)ξ} ∈ S, (Dαu)ξ = ξαuξ

ϕ ∈ P に対して，
|ϕξ| ≤

ck
(1 + |ξ|2)k

（ここで，ck は ϕの 2nk 階までの ϕの微分に依存した定数）であったので，∑
(1 + |ξ|2)s|ϕξ| ≤

∑
ξ

(1 + |ξ|2)s−kck

となるが，kを十分大きくとれば，これは収束するので，P ⊂ Hs（∀s ∈ Z）となる．さらに，
稠密な埋め込み（P = Hs）である．実際，u = {uξ} ∈ Hsに対して，uN =

∑
|ξ|≤N uξe

ix·ξ

とすれば，P の元であり，
∑

ξ(1+|ξ|2)s|uξ|2は有界であるので，∥uN−u∥s → 0（N → ∞）
となる．このように {uN}inftyN=1 ⊂ P という関数列で u ∈ Hs は近似できるので P = Hs．

つまり，P の Hs ノルムによる完備化したものが Hs である．

このように，ソボレフ空間の元は「一般化された関数」とみなすことができる．ソボレ

フが述べたことは，sが十分大きいなら，u ∈ Hs に対するフーリエ級数は実際の微分可

能（微分がどの程度できるかは sに依存）な関数となることである．

ソボレフ空間の性質を述べよう．まず，各整数 t（正でも負でもよい）に対して，S 上
の変換Kt を

Ktu = {(Ktu)ξ}, (Ktu)ξ = (1 + |ξ|2)tuξ

により定めておく．

Theorem 3.3.3 (ソボレフ空間の性質).
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1. s ∈ Z≥0 とする．このとき，sと nに依存した定数 c, c′ が存在して，

c∥ϕ∥s ≤
s∑

[α]=0

∥Dαϕ∥ ≤ c′∥ϕ∥s ∀ϕ ∈ P

（特に，s ≥ 0のとき，Hs は s階弱微分可能な（一般化された）関数であり，その

ノルムは
∑s

[α]=0 ∥Dαϕ∥と同値 ）．さらに，s = 0のとき，

∥ϕ∥ = ∥ϕ∥0 ∀ϕ ∈ P

（これは H0
∼= L2(Tn)であることを意味する）．

2. t < s（s, t ∈ Z）ならば，∥u∥t ≤ ∥u∥s である．よって，Hs ⊂ Ht となる．任意の

sについての Hs の和集合は S の部分集合となるが，それを H−∞ とかく．

H−∞ := ∪s∈ZHs

3. P は Hs で稠密（s ∈ Z）．
4. Kt は Hs から Hs−2t の等長作用素であり，K−t を逆作用素としてもつ．実際，

∥u∥s = ∥Ktu∥s−2t (3.4)

となる．また，Kt は P → P となる．そして，ϕ ∈ P かつ t ≥ 0のとき，

Ktϕ =

(
1−

n∑
i=1

∂2

∂x2i

)t

ϕ

また，任意の s, t ∈ Zに対して，

⟨u, v⟩s = ⟨u,Ktv⟩s−t = ⟨Ktu, v⟩s−t u, v ∈ Hs

5. シュワルツの不等式：u ∈ Hs+t，v ∈ Hs−t なら，

|⟨u, v⟩s| ≤ ∥u∥s+t∥v∥s−t

6. u ∈ Hs+t なら，

∥u∥s+t = sup
v∈Hs−t, v ̸=0

|⟨u, v⟩s|
∥v∥s−t

これより，次のこともよく利用する．u ∈ Hs に対して，∥u∥s = 0であるための必

要十分条件は ⟨u, ϕ⟩0 = 0（∀ϕ ∈ P）．
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7. Peter-Paul不等式：t′ < t < t′′ かつ ϵ > 0に対して，c(ϵ) > 0で，

∥u∥2t ≤ ϵ∥u∥2t′′ + c(ϵ)∥u∥2t′ ∀u ∈ Ht′′

となるものが存在する．先ほどの，t < sなら ∥u∥t ≤ ∥u∥s であったことと比較す
ると，s < tのときは，∥u∥t を ∥u∥s で評価できないので，∥u∥t′′（t < t′′)も利用

しなくてはならないことを表している．

8. Dα は Hs+[α] から Hs への有界線形作用素である．実際，

∥Dαu∥s ≤ ∥u∥u+[α] ∀u ∈ Hs+[α]

9. ω を Rn 上の C∞ 複素数値の周期関数とする．このとき，整数 sに対して，「sと

nにのみ依存した正定数 c」と「s, nおよび ω とその微分に依存した正定数 c′」が

存在して，
∥ωϕ∥s ≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + c′∥ϕ∥s−1 ∀ϕ ∈ P

となる．特に，「s, n, ω（および微分）に依存した定数 c′′」が存在して，

∥ωϕ∥s ≤ c′′∥ϕ∥s

となる．つまり，滑らかな関数をかけるという掛け算作用素素は Hs 上の有界作用

素に拡張される．

10. ω は上と同様とする．整数 s に対して，正定数 c（s, n, ω の微分に依存）が存在

して，

|⟨ωu, v⟩s − ⟨u, ω̄v⟩s| ≤ c(∥u∥s∥v∥s−1 + ∥u∥s−1∥v∥s) u, v ∈ Hs

となる．特に s = 0の場合は

⟨ωu, v⟩0 = ⟨u, ω̄v⟩0

（注意：H0 = L2 の場合は，積分で内積を入れているので ⟨ωu, v⟩0 = ⟨u, ω̄v⟩0 が成
立するが，一般のソボレフ空間では ⟨ωu, v⟩sと ⟨u, ω̄v⟩sは一致するとは限らない）．

Proof. 1. t ∈ Z≥0 に対して，t, nに依存した正定数 cが存在して，

c
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2 ≤
t∑

[α]=0

∥Dαϕ∥2 ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2

であった．また，a1, · · · , an > 0に対して，

1

n

(
n∑

i=1

ai

)2

≤
n∑

i=1

a2i ≤

(
n∑

i=1

ai

)2
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となるので，

1

N(t)

 t∑
[α]=0

∥Dαϕ∥

2

≤
t∑

[α]=0

∥Dαϕ∥2 ≤

 t∑
[α]=0

∥Dαϕ∥

2

となる．これより，s, nに依存した正定数 c, c′ が存在して，

c∥ϕ∥s ≤
s∑

[α]=0

∥Dαϕ∥ ≤ c′∥ϕ∥s, ∀ϕ ∈ P

となる．また s = 0のときは，パーセバルの等式 ∥ϕ∥ = 1
(2π)n

∫
Q
|ϕ|2 =

∑
ξ |ϕξ|2 =

∥ϕ∥0 である．
2. t < sなら ∥u∥t ≤ ∥u∥s は明らか．
3. 稠密であることはすでに述べた．

4. (Ktu)ξ = (1 + |ξ|2)tuξ であったので，∑
(1 + |ξ|2)s|uξ|2 =

∑
(1 + |ξ|2)s−2t|(1 + |ξ|2)tuξ|2

であるので，∥u∥s = ∥Ktu∥s−2t となる．また，u, v ∈ Hs に対して，Ktu,Ktv ∈
Hs−2t であり，(s+ (s− 2t))/2 = s− tであるので，⟨u,Ktv⟩s−t などは定義され

る．あとは，先ほどと同様にして，

⟨u, v⟩s = ⟨u,Ktv⟩s−t = ⟨Ktu, v⟩s−t u, v ∈ Hs

を得る．

また ϕ ∈ P ⊂ Hs に対して，Ktϕ = {(1 + |ξ|2)tϕξ}ξ であり，

|ϕξ| ≤
ck

(1 + |ξ|2)k

が成立していた（ここで，ck は ϕの 2nk 階までの微分に依存した定数）．そこで，

|
∑
ξ

(1 + |ξ|2)tϕξeix·ξ| ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ| ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t ck
(1 + |ξ|2)k

は k を十分大きく取れば収束する．つまり，
∑

ξ(1 + |ξ|2)tϕξeix·ξ は一様に収束す
る．また，

ξ2α ≤ (1 + |ξ|2)[α]

が成立していたので，同様に，formal微分∑
Dα(1 + |ξ|2)tϕξeix·ξ =

∑
ξ

ξα(1 + |ξ|2)tϕξeix·ξ
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も一様に収束する．よって，
∑

ξ(1 + |ξ|2)tϕξeix·ξ は項別微分の定理を使って C∞

関数に収束することがわかるので P に入る．このように，Kt は P を P へ移す．
また，

(
1−

∑n
j=1

∂2

∂x2
i

)t
ϕ のフーリエ係数を求めると (1 + |ξ|2)tϕξ であることも

明らか．

5. 以前，述べたように．∣∣∣∣∣∣
∑
ξ

(1 + |ξ|2)(s+t)/2uξ · vξ

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2
∑

ξ

(1 + |ξ|2)t|vξ|2


が成立していた．s, t をそれぞれ s + t, s − t にすれば，|⟨u, v⟩s| ≤ ∥u∥s+t∥v∥s−t

を得る．

6. シュワルツの不等式より

∥u∥s+t ≥ sup
v∈Hs−t, v ̸=0

|⟨u, v⟩s|
∥v∥s−t

が成立する．v = Ktuに対して，∥u∥s+t = ∥Ktu∥s−t = ∥v∥s−t であるので，

∥u∥s+t =
|⟨u, u⟩s+t|
∥u∥s+t

=
|⟨u, v⟩s|
∥v∥s−t

となる．よって，上の不等号は等号となる．

u = 0なら ⟨u, ϕ⟩0 = 0は明らかである（ここで ϕ ∈ P ⊂ H−s としているので，内

積には意味がある）．逆に ⟨u, ϕ⟩0 = 0（∀ϕ ∈ P）とする．P は H−s で稠密であっ

たので
⟨u, v⟩0 = 0 v ∈ H−s

となる．実際，ϕn → v として，

|⟨u, v⟩0| ≤ |⟨u, v − ϕn⟩0|+ |⟨u, ϕn⟩0| = |⟨u, v − ϕn⟩0| ≤ ∥u∥s∥v − ϕn∥−s → 0

となる．そこで，

∥u∥0+s = sup
v∈H0−s,v ̸=0

|⟨u, v⟩0|
∥v∥−s

= 0

となるので，∥u∥s = 0となる．

7. 任意の正の数 y > 0に対して，t′ < t < t′′ なら，y, 1/yのいずれかは１以上である

ので
1 ≤ yt

′′−t + yt
′−t

を得る．（いわゆる Peter-Paul 不等式または Young 不等式は ab ≤ ap/p + bq/q

（1/p+ 1/q = 1））
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y = ϵ1/(t
′′−t)(1 + |ξ|2)とすれば，

(1 + |ξ|2)t ≤ ϵ(1 + |ξ|2)t
′′
+ ϵ(t

′−t)/(t′′−t)(1 + |ξ|2)t
′

となる．そこで c(ϵ) = ϵ(t
′−t)/(t′′−t) とすれば ∥u∥2t ≤ ϵ∥u∥2t′′ + c(ϵ)∥u∥2t′（∀u ∈

Ht′′）を得る．

8. (Dαu)ξ = ξαuξ であり，

∥Dαu∥2s =
∑

(1 + |ξ|2)s|ξαuξ|2 ≤
∑

(1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)[α]|uξ|2 = ∥u∥s+[α]

9. 不等式を示すために，まずは s ≥ 0の場合を考える．この定理の１より

∥ωϕ∥s ≤ const

s∑
[α]=0

∥Dαωϕ∥ ≤ const

s∑
[α]=0

∥ωDαϕ∥+ const

s∑
[α]=0

∥Dαωϕ− ωDαϕ∥

≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + const

s−1∑
[α]=0

∥Dαϕ∥ ≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + c′∥ϕ∥s−1

ここで，Dαωϕ− ωDαϕは ϕの s− 1階までの微分しか含まないことを利用した．

また c′ は ω およびその微分にも依存していることに注意せよ．さて，s < 0の場

合には，

∥ωϕ∥2s =⟨ωϕ, ωϕ⟩s = ⟨ωK−sKsϕ,Ksωϕ⟩0
=⟨K−sωKsϕ,Ksωϕ⟩0 + ⟨(ωK−s −K−sω)Ksϕ,Ksωϕ⟩0

≤|⟨K−sωKsϕ,Ksωϕ⟩0|+

∣∣∣∣∣∣⟨
−2s−1∑
[α]=0

aαD
αKsϕ,Ksωϕ⟩0

∣∣∣∣∣∣
ここで aα は ω の微分多項式（K−s は 2s階微分作用素であった）．また，s ≥ 0の

場合を利用すれば，

|⟨K−sωKsϕ,Ksωϕ⟩0| =|⟨ωKsϕ,Ksωϕ⟩−s| ≤ ∥ωKsϕ∥−s∥Ksωϕ∥−s

≤(c∥ω∥∞∥Ksϕ∥−s + k′∥Ksϕ∥−s−1)(∥Ksωϕ∥−s)

=(c∥ω∥∞∥ϕ∥s + k′∥ϕ∥s−1)∥ωϕ∥s
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また， ∣∣∣∣∣∣⟨
−2s−1∑
[α]=0

aαD
αKsϕ,Ksωϕ⟩0

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ′
−2s−1∑
[α]=0

|⟨DαKsϕ,Ksωϕ⟩0|

≤ C ′
−2s−1∑
[α]=0

∥DαKsϕ∥s∥Ksωϕ∥−s

≤ C ′
−2s−1∑
[α]=0

∥Ksϕ∥s+[α]∥Ksωϕ∥−s

≤ C ′
1∥Ksϕ∥−s−1∥Ksωϕ∥−s

≤ C ′
1∥ϕ∥s−1∥ωϕ∥s

以上を合わせれば

∥ωϕ∥2s ≤ (c∥ω∥∞∥ϕ∥s + k′∥ϕ∥s−1)∥ωϕ∥s + C ′
1∥ϕ∥s−1∥ωϕ∥s

となり，両辺 ∥ωϕ∥s で割れば，s < 0の場合の不等式も証明できる．また，

∥ωϕ∥s ≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + c′∥ϕ∥s−1 ≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + c′∥ϕ∥s ≤ c′′∥ϕ∥s

となる．特に，ω は Hs 上の有界線形作用素となる．

10. 不等式を証明するには，Hs 内の稠密な部分集合である P に対して証明すれば十分
である．まず，⟨ωu, v⟩0 = ⟨u, ω̄v⟩0 については，L2 内積とソボレフ 0内積が P 上
で一致していることから従う．

また，ϕ, ψ ∈ P として，s < 0の場合を考える．

⟨ωϕ, ψ⟩s =⟨ωK−sKsϕ,Ksψ⟩0
=⟨K−sKsϕ, ω̄Ksψ⟩0 = ⟨Ksϕ,K−sω̄Ksψ⟩0
=⟨ϕ, ω̄ψ⟩s + ⟨Ksϕ, (K−sω̄ − ω̄K−s)Ksψ⟩0
(=⟨ϕ, ω̄ψ⟩s + ⟨(K−sω − ωK−s)Ksϕ,Ksψ⟩0)

となる．先ほどと同様にすれば，

|⟨ωϕ, ψ⟩s − ⟨ϕ, ω̄ψ⟩s| ≤ c′∥ϕ∥s∥ψ∥s−1

を得る．同様に，
|⟨ωϕ, ψ⟩s − ⟨ϕ, ω̄ψ⟩s| ≤ c′∥ϕ∥s−1∥ψ∥s

となる．よって，不等式が証明される．sが正の場合も同様なので省略．

Exercise 3.3.4. 上の証明の最後の省略した部分を証明せよ．
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3.3.2 ヒルベルト空間上の有界線形作用素の復習

ヒルベルト空間上の線形作用素 Aに対して，作用素ノルムを

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= sup
x ̸=0,∥x∥=1

∥Ax∥

と定義する．このとき，明らかに

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥

となる．

Lemma 3.3.5. 線形作用素Aが有界であるとは，任意の x ∈ H に対して，∥Ax∥ ≤M∥x∥
となる定数M が存在することである．または ∥A∥ ≤ M となることである．また，線形

作用素に対して，有界であることと連続であることは同値である．

Proof. Aが有界なら，xn → xとすれば，∥Axn−Ax∥ = ∥A(xn−x)∥ ≤M∥xn−x∥ → 0

であるので，Axn → Axとなるので連続である．逆に Aが連続として，Aが有界でない

とする．このとき ∥Axn∥ > n2∥xn∥をみたす点列 (xn)が存在する．そこで，

yn =
1

n∥xn∥
xn

とすれば，∥Ayn∥ > n となる．∥yn∥ = 1
n であるので，yn → 0 となる．A が連続とい

う仮定から，Ayn → 0 となるがこれは矛盾である．よって A は有界でなければならな

い．

有界線形作用素の定義域がH に一致しない場合を考えることがしばしばある．しかし，

次のことがわかる．Aの定義域を D(A)とする．

Proposition 3.3.6. A : D(A) → H ′ が有界線形作用素で，D(A)が H 内で稠密なら，

Aは一意的に有界線形作用素 Ã : H → H ′ へ拡張できる．

Proof. u ∈ H に対して，稠密であることから un ∈ D(A) で，un → u となるものが存

在する，そこで，Ãu = limAun として定義する．まず，この極限が存在することを見て

おく．
∥Aun −Aum∥ ≤ ∥A∥∥un − um∥

であり，un は収束するのでコーシー列であり，Aun もコーシー列である．H ′ は完備であ

るので収束する．よって，極限 limAun が存在．さらに，Ãは線形であり，有界である．

∥Ãu∥ ≤ ∥Ãu−Aun∥+ ∥Aun∥ ≤ ϵ+ ∥A∥∥un∥
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となるので，n → ∞とすれば．∥Ãu∥ ≤ ∥A∥∥u∥となる．よって．有界である．つまり
連続である．また，連続なら，上の定義で決まってしまうので，一意的である．

すでに．有界線形作用素の例としてDα を見てきた．P 上のDα はHs → Hs+l 上の有

界線形作用素に拡張された（いわゆる弱微分である）．一般の微分作用素についても同様

である．

3.3.3 差分商

ϕ ∈ P とし，h ∈ Rn だけ平行移動した ϕ(x+ h)を考える．

ϕ(x) =
∑

ϕξe
ix·ξ, ϕ(x+ h) =

∑
ϕξe

i(x+h)·ξ =
∑

eih·ξϕξe
ix·ξ

であるので，このフーリエ係数は eih·ξϕξ である．そこで，

Definition 3.3.2. 平行移動 Th : S → S を

S ∋ u = {uξ} 7→ Th(u) = {eih·ξuξ} ∈ S

と定義する．また u ∈ S の差分商 uh を，h ̸= 0に対して，

uh =
Th(u)− u

|h|
=

{(
eih·ξ − 1

|h|

)
uξ

}
∈ S

として定義する．

ϕ ∈ P の場合には，

Th(ϕ) = ϕ(x+ h), ϕh(x) =
ϕ(x+ h)− ϕ(x)

|h|

また，u ∈ Hs ならば，
∥Th(u)∥s = ∥u∥s

であるので，Th は等長変換を与える．特に，u ∈ Hs ならば各 h ̸= 0に対して uh ∈ Hs

である．また，∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣cos(h · ξ)− 1 + i sin(h · ξ)
|h|

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣cos(h · ξ)− 1

|h|

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ sin(h · ξ)
|h|

∣∣∣∣2 =
2(1− cos(h · ξ))

|h|2

=
4 sin2( 12h · ξ)

|h|2
≤ (h · ξ)2

|h|2
≤ (1 + |ξ|2)
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となるので，
∥uh∥s ≤ ∥u∥s+1

を得る．特に，u ∈ Hs+1 ならば uh はソボレフ sノルムについて hについて一様に有界

である．

逆に，任意の h ∈ Rn に対して uh が存在するなら（弱）微分可能性が一階増えそうで

ある．実際，次が成り立つ．

Lemma 3.3.7. u ∈ Hs として，定数 k > 0が存在して，∥uh∥s ≤ k（∀h ̸= 0 ∈ Rn）と

する．このとき u ∈ Hs+1 となる．

Proof. N を自然数として，uN = {(uN )ξ} ∈ Hs を

(uN )ξ =

{
uξ |ξ| < N

0 otherwise

とする．仮定のもとで ∥uN∥s+1 が N に関して一様に有界であることを示せば，
∑

ξ(1 +

|ξ|2)s+1|uξ|2 <∞となり，u ∈ Hs+1 を得る．

e1, · · · , en ∈ Rn を標準正規直交基底として，h = tei とすると，∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣eitξi − 1

t

∣∣∣∣2 → |ξi|2 t→ 0

である．仮定より，

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2
∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 ≤ ∥uh∥2s ≤ k2

また，|ξ| < N となる ξ は有限個であるので，ここで h = tei で t→ 0としても問題ない．

よって， ∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2|ξi|2 ≤ k2

となり，

∥uN∥2s+1 =
∑

|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s+1|uξ|2 =
∑

|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2|ξ|2 +
∑

|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2

≤nk2 + ∥u∥2s

となる．よって，∥uN∥s+1 は一様に有界．
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3.3.4 ソボレフの補題

u = {uξ} ∈ H−∞ に対して，フーリエ級数
∑
uξe

ix·ξ を得る．この級数がいつ収束し，

どの程度微分ができるのかを知りたい．それに答えるのが次のソボレフの補題である．

Theorem 3.3.8 (ソボレフの補題). 1. t ≥ [n/2] + 1で u ∈ Ht なら，
∑
uξe

ix·ξ は

一様収束する．つまり，uはある連続関数に対応する．

2. u ∈ Ht で t ≥ [n/2] + 1 +m ならば，Dαu =
∑
ξαuξe

ix·ξ（foraml な微分）は

[α] ≤ mで，一様に収束する．つまり，t ≥ [n/2] +m+ 1なら．u ∈ Ht に対する

フーリエ級数は Cm 級関数である．

3. t ≥ [n/2] + 1ならば，定数 c > 0が存在して，

∥ϕ∥∞ ≤ c∥ϕ∥t ∀ϕ ∈ P

また，
∥Dαϕ∥∞ ≤ c∥ϕ∥t+[α] ∀ϕ ∈ P

このように，微分可能なら弱微分可能であるので，Cs ⊂ Hs は成立するのであるが，

t ≥ [n/2] + s + 1ならば，逆の包含関係である Ht ⊂ Cs ⊂ Hs が成立するのである．微

分方程式の解を探すには，完備な空間で考えた方が見つけやすい．そして，Ht 内で解を

見つけたら，それは Cs 級関数の解であるといえるのである．

Proof. ∑
|ξ|<N

|uξ| =
∑

|ξ|<N

(1 + |ξ|2)−t/2(1 + |ξ|2)t/2|uξ|

≤

 ∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)−t

1/2 ∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)t|uξ|2
1/2

≤

 ∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)−t

1/2

∥u∥t

となる．第一項が収束するためには，

t ≥ [n/2] + 1

であればよかった．よって t ≥ [n/2] + 1であれば，関数項級数
∑
uξe

ix·ξ はある連続関

数へ一様収束する．
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また，

∥ϕ∥∞ ≤ ∥ϕ−
∑

|ξ|<N

ϕξe
ix·ξ∥∞ + ∥

∑
|ξ|<N

ϕξe
ix·ξ∥∞ ≤ ϵ+

∑
|ξ|<N

|ϕξ| ≤ ϵ+ c∥ϕ∥t

となり，N → ∞とすれば，∥ϕ∥∞ ≤ c∥ϕ∥t を得る．ϕを Dαϕに変えれば，

∥Dαϕ∥∞ ≤ c∥Dαϕ∥t ≤ c∥ϕ∥t+[α]

さて，u ∈ Ht（t ≥ [n/2] +m + 1，[α] ≤ m）のに対して，Dαu ∈ Ht−[α] であるが

t− [α] ≥ [n/2]+1であるので，すでに証明したことから，関数項級数
∑
ξαuξe

ix·ξ は，あ

る連続関数へ一様収束する．この関数は，
∑
uξe

ix·ξ を項別微分したものである．項別微

分の定理から
∑
uξe

ix·ξ は Cm 級関数となり，その微分はDα(
∑
uξe

ix·ξ) =
∑
ξαuξe

ix·ξ

となる．

Exercise 3.3.9. R2上の C∞ で周期的な関数の列 {ϕn}で，ϕn は 1 ≤ r =
√
x2 + y2 ≤

1/2において，

log log

(
1

r + 1/n

)
に一致するようなものを考える．このとき，定数 c > 0で

∥ϕn∥∞ ≤ c∥ϕn∥1, ∀n = 1, 2, · · ·

となるものは存在しないことを示せ．このことから，t ≥ [n/2] + 1でなくては，ソボレフ

の補題は成立しないことがわかる．

3.3.5 レリッヒの補題

Theorem 3.3.10 (レリッヒの補題). {ui}i をHt 内の有界列とする（∥ui∥t ≤ 1）．この

とき，s < tならば，Hs 内で収束する部分列をもつ．言い換えると，埋め込み Ht ⊂ Hs

はコンパクト作用素である．

Proof. 仮定より， ∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|uiξ|2 ≤ 1

であり．ξ を固定すれば，{(1 + |ξ|2)t/2uiξ}i は有界であるので，Cm 内で収束する部分

列をもつ．そこで，ξ ∈ Zn を番号づけして ξ1, · · · , ξk, · · · としておく．まず，{uj1,l}l
という {ui}の部分列で，{(1 + |ξ|2)t/2uj1,lξ1 }l が収束するようなものをとる．次に，この
{uj1,l}l の部分列 {uj2,l}l で，{(1 + |ξ|2)t/2uj2,lξ2 }l が収束するようなものをとる．以下，
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これを繰り返すと，部分列 {ujk,l}l で，{(1 + |ξ|2)t/2ujk,l

ξk
}l が収束するものをとることが

できる．このとき，
{uj1,l}l ⊃ {uj2,l}l ⊃ · · · ⊃ {ujk,l}l ⊃ · · ·

となることに注意する．そこで，添え字について対角成分である．{ujl,l}lという部分列を
とると，各 kに対して，l ≥ kならば，{ujk,l}l ⊃ {ujl,l}l≥kであるので，{(1+|ξ|2)t/2ujl,l

ξk
}l

は収束する．つまり，{ui}i の部分列 {ujl}l で，各 ξ ∈ Zn に対して {(1 + |ξ|2)t/2ujlξ }l
が Cm 内で収束するようにとれる．これがHs（s < t）内でコーシー列であることを示せ

ば，Hs は完備であったので収束する．

ϵ > 0を取ってくる．

∥uji − ujk∥2s =
∑

|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s−t(1 + |ξ|2)t|ujiξ − ujkξ |2

+
∑

|ξ|≥N

(1 + |ξ|2)s−t(1 + |ξ|2)t|ujiξ − ujkξ |2

第２項は
N2(s−t)

∑
|ξ|≥N

(1 + |ξ|2)t(|ujiξ |
2 + 2|ujkξ ||ujiξ |+ |ujkξ |2)

で boundされるが，これは，仮定を使えば，≤ 4N2(s−t) となる．s− t < 0であるので，

N を十分大きくとれば（それを N0 とする）ϵ/2で抑えることができる．第一項は，∑
|ξ|<N0

(1 + |ξ|2)t|ujiξ − ujkξ |2

で抑えられる（(1 + |ξ|2)s−t ≤ 1 for all |ξ| < N0）．これは有限和であり，各 ξ に対して，

(1 + |ξ|2)t/2ujiξ が収束したことから，ある定数 J > 0で，j1, j2 > J なら ϵ/2で抑えるこ

とができるものが存在する．以上から，ji, jk > J に対して，∥uji − ujk∥2s < ϵとできる

ので，コーシー列である．

3.3.6 コンパクト作用素について

本論とは関係ないが，コンパクト作用素について述べておく．

Definition 3.3.3 (コンパクト作用素). ヒルベルト空間上の線形作用素がコンパクト作

用とは，有界の点列の像が収束する部分列をもつこと．コンパクト作用素は有界作用素で

ある．

Proof. コンパクト作用素 Aが有界でないとすれば，∥xn∥ = 1かつ ∥Axn∥ → ∞となる
点列が存在する．Axn からは収束する部分列はとれないので矛盾．
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Example 3.3.11. 埋め込み i : Ht → Hs（s < t）はコンパクト作用素である．

Lemma 3.3.12. コンパクト作用素の全体は有界線形作用素全体において閉部分空間で

ある．また両側 ∗イデアルになる．

Proof. A,B がコンパクト作用素なら，A + B，kAがコンパクト作用素であることは明

らかである．例えば，xn ∈ H を有界列として Axnk
が収束するようにできる．xnk

は有

界であるので，部分列をとれば Bxn′
k
が収束させることができる．よって，A+B に対し

ても収束する部分列がとれる．これよりコンパクト作用素の全体は部分空間である．

閉集合であることを証明しよう．An をコンパクト作用素の列で A0 という有界線形作

用素に収束するとする．このとき A0 がコンパクトを証明すればよい．有界列は xk ∈ H

で ∥xk∥ ≤ 1となるものとしてよい．この有界列に対して，Anxk は収束する部分列をも

つ．そこで，先ほどと同様の対角線論法を使って，xk の部分列 x′k で，各 n に対して，

Anx
′
k が収束するようにとることができる．ϵ > 0に対して，ある自然数 N が存在して，

∥AN −A0∥ < ϵ/3

とする．また，ANx
′
k が収束するので，ある自然数 L = L(ϵ)をとって，

p, q > L⇒ ∥ANx
′
p −ANx

′
q∥ < ϵ/3

とできる．そこで，

∥A0x
′
p −A0x

′
q∥ ≤ ∥(A0 −AN )x′p∥+ ∥ANx

′
p −ANx

′
q∥+ ∥(AN −A0)x

′
q∥

≤∥(A0 −AN )∥∥x′p∥+ ∥ANx
′
p −ANx

′
q∥+ ∥(AN −A0)∥∥x′q∥ < ϵ

となる．よって A0x
′
k はコーシー列であるので収束する．つまり A0 はコンパクト作用素

である．

両側 ∗イデアルであることを証明しよう，Aをコンパクト作用素してBを有界線形作用

素とする．xn を有界列とすれば，Axn は収束する部分列をもつ，B の連続性から BAxn

も収束する部分列をもつ．次に，B が有界なので Bxn も有界である．よって ABxn は

収束する部分列をもつ．次に A∗ がコンパクトを示す．A∗ がコンパクトでないとすると，

∥xn∥ ≤ 1で，
∥A∗xn −A∗xm∥ ≥ δ > 0, n ̸= m

となる点列が存在する．∥xn∥ ≤ 1より，

δ2 ≤ ∥(A∗(xn − xm), A∗(xn − xm)∥ = |(Ayn −Aym, xn − xm)| ≤ 2∥Ayn −Aym∥

となるので，有界列 Ayn は収束する部分列をもたないので，Aがコンパクトであること

に矛盾．
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Lemma 3.3.13. ランクが有限（値域が有限次元）な線形作用素 Aはコンパクト作用素

である

Proof. xn ∈ H を有界な列とする．Axn は有限次元なベクトル空間内の有界列である．

有限次元なら {Axn}はコンパクトである．よって，収束部分列をもつ．

Proposition 3.3.14. ランクが有限な作用素の列 An の極限 An → Aはコンパクト作用

素である．

Proof. 有界線形作用素がランク有限の作用素の列で近似できたとする．退化作用素はコ

ンパクト作用素であった．またコンパクト作用素は閉集合であったので，その極限もコン

パクト作用素である．

Remark 3.3.3. 可分なヒルベルト空間 H,K に対するコンパクト作用素 A : H → K に対

しては，この逆も成立することが知られている．よって，コンパクト作用素をランク有限

な作用素で近似できる作用素としてもよい．

Example 3.3.15. 恒等写像 I はコンパクト作用素でない（ただし無限次元ヒルベルト空

間において）．実際，完全正規直交系 v1, · · · , vn, · · · をとる．∥vi∥ = 1より有界である．

しかし，Ivi = vi であるので収束する部分列はとれない．実際，収束するなら，コーシー

列となるが，
∥vk − vl∥2 = ∥vk∥2 + ∥vl∥2 = 2

であるので，コーシー列になりえない．これは，ヒルベルト空間内の単位球がコンパクト

でないということ．単位球は有界閉集合であるがコンパクトでない．

また，有界ランクの射影作用素 In(v) =
∑n

i=1(v, vi)vi はコンパクト作用素であるが，

作用素ノルムについて In ̸→ I である．実際，∥In − I∥ = 1である．では，有界線形作用

素で近似できるとは，どういったものかというと，例えば，

J(v) =
∞∑
i=1

f(i)(v, vi)vi, f(i) : N → R, lim
i→∞

f(i) = 0

である．無限大の方の寄与がなくなっている作用素である．これなら，Jn(v) =∑n
i=1 f(i)(v, vi)vi とすれば，Jn → J となる．例えば，熱作用素などがこの性質を満た

している．

さらに，熱作用素は smoothing作用素となる．つまり，勝手な関数を滑らか関数に変換

する性質を持っている（針金に適当に熱を与えたとき，少しでも時間がたてば滑らかな熱

分布をもつということを意味してる）．簡単な例で見て行こう．S1 上の熱作用素 e−t∆ を

考える．∆の完全正規直交系として vm = e2πimx（m ∈ Z）をとれる．各 v±m は固有値
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m2 の固有関数である．そして，フーリエ展開 u(x) =
∑

m∈Z⟨u, vm⟩vm が成立する．熱
作用素とは

e−t∆u =
∑

e−tm2

⟨u, vm⟩vm

と定義されるものである．先ほど見たように，e−t∆ はコンパクト作用素である．これが

smoothing作用素であることを見てみよう．我々の記号で，フーリエ係数を取り出せば

u = {uξ}ξ∈Z → e−t∆u = {e−tξ2uξ}ξ∈Z

そこで，u ∈ Hs′ に対して，|u2ξ(1 + |ξ|2)s′ | ≤ M と有界となるので，任意の sに対する

ソボレフノルムを取ると，

∥e−t∆u∥2s =
∑

|uξ|2e−tξ2(1 + |ξ|2)s <∞

となるので，ソボレフの補題から e−t∆uは滑らかな関数となる．

次の事実は，本論とは関係ないが知っておくべき．

Theorem 3.3.16 (自己共役コンパクト作用素の固有空間分解定理). K を自己共役コン

パクト作用素とする．実数列 µj と点列 ϕj ∈ H で，

|µ1| ≥ |µ2| ≥ · · · → 0, (ϕi, ϕj) = δij , Kϕj = µjϕj

となるもので，任意の ϕ ∈ H が

Kϕ =
∑

µj(ϕ, ϕj)ϕj

となるものが存在する．より正確には，µj = 0（j ≥ j0 + 1）ならば．

Kϕ =

j0∑
j=0

µj(ϕ, ϕk)ϕj

と有限ランクの作用素である．それ以外の場合には，

Kϕ =
∞∑
j=0

µj(ϕ, ϕj)ϕj

となる．

また，固有空間を E(µi)と書けば，

H = E(0)⊕
∞⊕
i=1

E(µi)

となる．注意：0は固有値になることもありえるし，固有値とならないこともある．また，

0固有空間が無限次元となることはありえる．E(µj)は有限次元．
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Example 3.3.17. 以前述べたグリーン作用素 G は G : L2(Λp(M)) → L2(Λp(M)) と

なり，ヒルベルト空間上のコンパクトな自己共役作用素である．

コンパクト作用素の別の例を与える．

Definition 3.3.4. Ω ⊂ Rn を開集合とする．Ω上の連続関数の列 {fn}を考える．

1. (fn)が一様有界とは，∃M ∈ R，∀n ∈ N, ∀x ∈ Ω，|fn(x)| ≤M．つまり任意の n

に対して，∥fn∥Ω ≤M

2. (fn)が同程度連続とは，∀ϵ > 0, ∃δ > 0, ∀n ∈ N , |x− y| < δ なる x, y ∈ Ωに対

して，|fn(x) − fn(y)| < ϵ となる．特に，同程度連続なら fn は一様連続である．

大事なことは δ が x ∈ Ωにも nにもよらずとれることである．

Theorem 3.3.18 (アスコリアルゼラの定理). Ω を有界集合とする．(fj) は一様有界，

同程度連続な関数列とする．このとき，一様収束する部分列をもつ．

Proof. x ∈ Ωに対して，{xl} ⊂ Ωかつ xl → xとなるようにとる．また，

fj(x) = lim
l→∞

fj(xl)

として fj を Ωまで拡張する．まず，この極限の存在することを確かめる．同程度連続か

ら，fj は一様連続である．そこで，ϵ > 0に対して，ある δ > 0が存在して，|x− y| < δ

なら，
|fj(x)− fj(y)| < ϵ

であった．そこで xl → xより，ある l0 が存在して，|xl − xk| < δ（∀l, k > l0）．よって，

|fj(xl)− fj(xk)| < ϵ ∀l, k > l0

である．つまり {fj(xl)}l はコーシー列なので収束する，よって極限が存在する．さらに，
これは xへ収束する点列のとり方にもよらない．（つまり，一様連続なら境界まで拡張で

きる）．また，Ω上の関数列 (fj)も一様有界かつ同程度連続である．

さて，{xk}k を Ω内で稠密な点列とする．一様有界であるので {fj(x1)}j は有界な列で
あるので収束する部分列をもつ．それを {f1,j}j とする．次に，{f1,j(x2)}j を考えると収
束する部分列をもつ．これを繰り返して，部分列 {fm,j}j を得ることができる．そこで，
fjk = fk,k とする．この関数列 {fjk}k は，任意のmに対して，k > mならば，{fm,j}j
の部分列になっている．よって，点列 {fjk(xm)}k は収束する（∀m）．
次に，任意の点 x ∈ Ωに対して，fjk が収束することを証明しよう．任意の ϵ > 0に対

して，δ > 0を x, y ∈ Ωで，|x − y| < δ なら，|fjk(x) − fjk(y)| < ϵ/3となるようにと

る．Ωはコンパクトなので，有限個の yp があって，

Ω ⊂ ∪P (δ)
p=1 Bp, Bp = {x | |x− yp| < δ/2}
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とできる．各 pに対して，|xmp − yp| < δ/2となるように xmp をとる（{xm}が稠密な
ので取れる）．fjk(x

mp)は収束するので，K を十分大きくとれば，

|fjk(xmp)− fjl(x
mp)| < ϵ/3, ∀k, l > K, p = 1, 2, · · · , P (δ)

となる．x ∈ Ωとすれば，ある pがあって，x ∈ Bp であり，|x−xmp | ≤ |x− yp|+ |yp −
xmp | < δ なので，k, l > K なら，

|fjk(x)−fjl(x)| ≤ |fjk(x)−fjk(xmp)|+ |fjk(xmp)−fjl(xmp)|+ |fjl(xmp)−fjl(x)| < ϵ

となる．よって，fjk(x)は収束する．また上の式は xによらないので，{fjk}がコーシー
一様収束であることがわかるので，ある連続関数へ一様収束する（有界閉集合上の連続関

数の空間は supノルムで完備であった）．

（上の証明を見ればわかるように，Ωが有界であることが必要である．実際，有界でな

い場合には，一様有界，同程度連続だが，一様収束する部分列をもたない関数列をつくる

ことができる）．

Definition 3.3.5. f ∈ Ck(Ω)に対して，

∥f∥Ck(Ω) :=
∑
[α]≤k

∥Dαf∥Ω, Dα = (∂x1)
α1 · · · (∂xn)αn , [α] = α1 + · · ·+ αn

とする．さらに，
Ck

b (Ω) := {f ∈ Ck(Ω)|∥f∥Ck(Ω) <∞}

とする．

Theorem 3.3.19. Ck
b (Ω)は Ck ノルムに関して完備である．

Proof. k = 1 の場合のみ証明する（k ≥ 2 でも同様）．(fn) を C1
b (Ω) 内のコーシー列

とする．このとき，(fn), (D
ifn) は ∥ · ∥Ω のノルムでコーシー列である．よって，どち

らも一様収束して，その収束先は連続関数である．fn → f , Difn → gi とする．この

とき Dif = gi となるなら，f ∈ C1
b (Ω) かつ ∥fn → f∥C1(Ω) → 0 であることがわかる

（∥f∥C1(Ω) < ∞ であることは先ほどと同様）．そこで，Dif = gi を証明する．Difn が

コーシー一様収束しているので，ϵ > 0に対して，ある N ∈ Nが存在して，

∀m,n ≥ N : sup
x∈Ω

|Difn(x)−Difm(x)| < ϵ

また，Difn → gi であるので，

∀n ≥ N : sup
x∈Ω

|Difn(x)− gi(x)| < ϵ
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となる．そこで平均値の定理から，

|fn(x)− fm(x)− (fn(z)− fm(z))| ≤ |xi − zi| sup
ξ∈Ω

|Difn(ξ)−Difm(ξ)| < |xi − zi|ϵ

となる．ここでm→ ∞とすれば，

|fn(x)− f(x)− (fn(z)− f(z))| ≤ |xi − zi|ϵ

となる．一方，Difn に対して，|xi − zi|が十分小さいなら，微分の定義から，

|fn(x)− fn(z)− (xi − zi)D
ifn(x)| ≤ ϵ|xi − zi|

が成立する．以上をあわせると，|xi − zi|が十分小さいなら，

|f(x)− f(z)− (xi − zi)gi(x)|
≤|f(x)− f(z)− fn(x) + fn(x)− fn(z) + fn(z)

− (xi − zi)D
ifn + (xi − zi)D

ifn − (xi − zi)gi(x)|
≤|f(x)− fn(x)− (f(z)− fn(z))|

+ |fn(x)− fn(z)− (xi − zi)D
ifn(x)|+ |xi − zi||Difn(x)− gi(x)|

≤3ϵ|xi − zi|

これは Dif(x) = gi(x)となることを意味する．（いわゆる項別微分のこと）．

Remark 3.3.4. Ck
0 (Ω)は完備ではない．

Corollary 3.3.20. Ωを有界とする．このとき C1
b (Ω) ⊂ C0

b (Ω)という埋め込みはコン

パクトである．

Proof. (fn) ⊂ C1
b (Ω)に対して，∥fn∥C1 ≤M とする（有界）．一様有界は明らかである．

また，一階微分が nによらず有界なので，平均値定理より

|fn(x)− fn(y)| ≤ |x− y| sup |Dnf | ≤M |x− y|

となる．よって，同程度連続．そこで，アスコリアルゼラの定理から，一様ノルムで収束

する部分列をもつ．これは埋め込みがコンパクトであることを意味する．

3.3.7 微分作用素

Definition 3.3.6. Rn 上の Cm 値な滑らかな関数に作用する「階数 lの線形微分作用素

L」とは，m×m行列 L = (Lij)で各成分が微分作用素

Lij =
l∑

[α]=0

aαijD
α
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であり，ある i, j および [α] = lとなるある αに対して，aαij ̸= 0．ここで aij は滑らかな

関数である．

また，微分作用素が周期的または P 上に作用するとは，aαij が周期関数のときである．
（以下，P 上の微分作用素といったら周期的なものを意味する）．

Lを周期的微分作用素として，ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm) ∈ P とすると，

Lϕ = (
∑

L1jϕj , · · · ,
∑

Lmjϕj)

となる．部分積分を繰り返すことにより，Lの形式的随伴作用素 L∗ を，

L∗ = (L∗
ij), L∗

ij =
∑

Dαaαji

とて定義する（転置されていることに注意）．つまり，L∗ϕの第 i成分は

(L∗ϕ)i =

m∑
j=0

l∑
[α]=0

Dα(aαjiϕj)

である．もちろん，P 上の L2 内積について

⟨Lϕ,ψ⟩ = ⟨ϕ,L∗ψ⟩

が成立する．

Remark 3.3.5. L∗ を形式的随伴作用素と呼ぶのは，L∗ はヒルベルト空間における随伴作

用素ではないからである（拡張できる可能性はあるが）．ここでは，あくまで P 上の L2

内積に関して随伴ということである．

Proposition 3.3.21. Lを階数 l の微分作用素とする．s ∈ Zとする．このとき，正の
定数 c, k, c′ で，

∥Lϕ∥s ≤ ck∥ϕ∥s+l + c′∥ϕ∥s+l−1, ∀ϕ ∈ P

となるものが存在．ただし，cは「n,m, l, sに依存」．kは「Lの最高次の係数の絶対値を

抑えるもの」．c′ は「n,m, l, s及び Lの係数およびその l階までの微分に依存」．

特に，ある定数 c′′ が存在して，

∥Lϕ∥s ≤ c′′∥ϕ∥s+l ∀ϕ ∈ P

である．よって Lは Hs+l → Hs の有界線形作用素へ拡張される（∀s）．

Proof. 第２の主張は第１の主張から従う．そこで，第一の主張を示せばよい．m = 1の

場合には．L =
∑
aαDα と書けるが，

∥Dαu∥s ≤ ∥u∥s+[α], ∥ωϕ∥s ≤ c∥ω∥∞∥ϕ∥s + c′∥ϕ∥s−1
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を使えばよい．ここで，cは sと nにのみ依存し，c′ は s, nおよび ω とその微分に依存．

一般の mについては，m = 1の場合の不等式および ∥Lϕ∥s ≤ const
∑

ij ∥Lijϕj∥s を
使えばよい．ここで constはmにのみ依存．

Remark 3.3.6. Lが l階作用素．ω を滑らかな関数とすれば．M = ωL− Lω = [ω,L]は

高々 l − 1階の微分作用素である．よって，

∥Mϕ∥s ≤ const∥ϕ∥s+l−1 ∀ϕ ∈ P

Lemma 3.3.22. ω を実数値の周期的な滑らかな関数．Lを l階微分作用素．このとき．

正の定数が存在して，

|⟨L(ω2u), Lu⟩s − ∥L(ωu)∥2s| ≤ const(∥u∥s+l∥u∥s+l−1) ∀u ∈ Hs+l

Proof.

|⟨L(ω2u), Lu⟩s − ⟨L(ωu), L(ωu)⟩s|
≤|⟨ωL(ωu), Lu⟩s − ⟨L(ωu), ωL(u)⟩s|
+ |⟨L(ωu), (ωL− Lω)u⟩s|
+ |⟨(Lω − ωL)(ωu), Lu⟩s|

さらに，ソボレフ空間の性質で述べた不等式

|⟨ωu, v⟩s − ⟨u, ω̄v⟩s| ≤ c(∥u∥s∥v∥s−1 + ∥u∥s−1∥v∥s) u, v ∈ Hs

および ∥Lu∥s ≤ c′′∥u∥s+l，∥ωu∥s ≤ c′′∥u∥s を利用すれば定理が証明される（後ろの２
項はシュワルツ不等式も利用）．

3.4 楕円型微分作用素

Definition 3.4.1. Lを l階微分作用素とする．

L = Pl(D) + · · ·+ P0(D)

とかく．ここで，Pj(D)はm×mの行列で各成分が同次 j階の微分作用素
∑

[α]=j aαD
α．

さらに，Pj(ξ)は Dα を ξα に置き換えたものとする．

Pj(ξ) =
∑
[α]=j

aαξ
α

このとき Lが点 x ∈ Rn で楕円型とは，点 xにおけるm×m行列 Pl(ξ)が任意の ξ ̸= 0

に対して非退化であること（最高次の Pl に対する条件である）．
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Lが xで楕円型であることは．任意の滑らかな Cm 値関数 uで u(x) ̸= 0となるもの及

び任意の滑らかな実数値関数 ϕ(x)で ϕ(x) = 0かつ dϕ(x) ̸= 0となるものに対して．

L(ϕlu)(x) ̸= 0

となることと同値である．

Proof.
L(ϕlu)(x) =︸︷︷︸

ϕ(x)=0

Pl(D)(ϕlu)(x) =︸︷︷︸
ϕ(x)=0

Pl(dϕ|x)(u(x))

このように解釈するには，この解釈が座標によらない定義であるためである．よって，

多様体上で楕円型作用素を定義できる．

楕円型微分作用素で重要なのは次の不等式である．elliptic estimate とか Garding

inequalityと呼ばれるものである．

Theorem 3.4.1 (Fundamental inequality). Lを P 上の階数 lの楕円型微分作用素

とする．s ∈ Zとする．このとき定数 c > 0で

∥u∥s+l ≤ c(∥Lu∥s + ∥u∥s) ∀u ∈ Hs+l

が成立する．また ∥Lu∥s ≤ c′′∥u∥s+l，∥u∥s ≤ ∥u∥s+l であったので，これが意味するこ

とは，楕円型なら ∥u∥s+l というノルムは ∥Lu∥s + ∥u∥s というノルムと同値ということ．

Proof. 稠密性から ϕ ∈ P に対して示せばよい．
まず，定数係数かつ主要項 Pl(D)のみからなる楕円型微分作用素 L0に対して証明する．

u ∈ Cm で u ̸= 0とし，ξ ∈ Rn で ξ ̸= 0とする．Pl(ξ)は非退化なので，|Pl(ξ)u|2 > 0

である．|u| = 1, |ξ| = 1とすれば球面がコンパクトであることから，|Pl(ξ)u|は球面上の
連続関数であるので，定数 c > 0で

|Pl(ξ)u|2 ≥ c, |u| = |ξ| = 1

となるものが存在．そこで，Pl(ξ)は ξ に対する次数 lの同次多項式であるので，

|Pl(ξ)u|2 ≥ c|ξ|2l|u|2 ∀u ∈ Cm, ξ ∈ Rn

となる．L0 が定数係数であることから，

∥L0ϕ∥2s =
∑
ξ

|Pl(ξ)ϕξ|2(1 + |ξ|2)s ≥ const
∑
ξ

|ξ|2l|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s
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よって，

(∥L0ϕ∥s + ∥ϕ∥s)2 ≥∥L0ϕ∥2s + ∥ϕ∥2s
≥
∑
ξ

|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s(1 + const|ξ|2l)

≥const
∑

|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s+l = const∥ϕ∥2s+l

次に一般の場合を考える．p ∈ Rn とする．pの近傍 U で「U に supportをもつすべて

の ϕ ∈ P に対して不等式が成立する」ようなものが存在することを証明する（supportが

U に入るという意味は，周期により U を平行移動したすべての Rn の開集合に入るとい

う意味）．L0 を先ほどのような作用素（定数係数，homog order l）で，Lの点 pにおけ

る主要部 Pl(D)p から決まるものとする．このとき，先ほど述べたことを使って，

∥ϕ∥s+l ≤const(∥L0ϕ∥s + ∥ϕ∥s)
≤const(∥Lϕ∥s + ∥(L0 − L)ϕ∥s + ∥ϕ∥s)

この constを k として，ϵ > 0を 0 < ϵ < 1/(2ck)となるものをとる．ここで cは以前述

べた不等式
∥Lϕ∥s ≤ ck′∥ϕ∥s+l + c′∥ϕ∥s+l−1

における c であり n,m, l, s に依存．また，k′ は主要項の係数の絶対値を抑える定数で

あった．そこで，係数は滑らかな関数であったので，点 p のまわりの十分小さな近傍 U

上で L0 − Lの主要部の係数の絶対値は ϵより小さくなるとしてよい．L̃という周期的微

分作用素で U 上では L0 − Lに一致し，Rn 上で主要部の係数の絶対値が ϵより小さくな

るものを取ってくる．このとき，

∥L̃ϕ∥s ≤︸︷︷︸
k′<ϵ

cϵ∥ϕ∥s+l + c′∥ϕ∥s+l−1 ≤︸︷︷︸
ϵ<1/(2ck)

1

2k
∥ϕ∥s+l + c′∥ϕ∥s+l−1

が成立する．そこで，ϕ ∈ P で supportが U 内にある場合には，(L − L0)ϕ = L̃ϕであ

るので，

∥ϕ∥s+l ≤k(∥Lϕ∥s + ∥L̃ϕ∥s + ∥ϕ∥s)

≤k∥Lϕ∥s +
1

2
∥ϕ∥s+l + kc′∥ϕ∥s+l−1 + k∥ϕ∥s

また，ソボレフ空間の性質で述べた不等式を思い出せば，s < s+ l − 1 < s+ lなので，

∥ϕ∥2s+l−1 ≤ δ∥ϕ∥2s+l + c(δ)∥ϕ∥2s ⇒ ∥ϕ∥s+l−1 ≤ δ1/2∥ϕ∥s+l + c(δ)1/2∥ϕ∥s

が成立．δ は任意なので十分小さくとれば，

∥ϕ∥s+l ≤ const∥Lϕ∥s +
3

4
∥ϕ∥s+l + const∥ϕ∥s
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となるので，ϕが U 内に supportを持つ場合には，

∥ϕ∥s+l ≤ c(∥Lϕ∥s + ∥ϕ∥s) (a)

となる．

Tn を Rn を Lat = {2πξ|ξ ∈ Zn} という格子で割ったトーラスとする．各点 p ∈ Rn

に対して，上で述べた U をとり，射影することで Tn のカバーがとれる．コンパクトより

有限個の部分カバー U1, · · · , Uk をとり，ω1, · · · , ωk の２乗が対応する１の分割となる関

数族とする：
k∑

i=1

ω2
i = 1

また，ωi は Rn 上の周期関数とみなせる．そこで，ϕ ∈ P として，

∥ϕ∥2s+l = ⟨ϕ, ϕ⟩s+l = ⟨
∑
i

ω2
i ϕ, ϕ⟩s+l

=
∑
i

⟨ω2
i ϕ, ϕ⟩s+l ≤

∑
i

⟨ωiϕ, ωiϕ⟩s+l + const∥ϕ∥s+l∥ϕ∥s+l−1 (b)

ここで，以前述べた次の二つの不等式を利用した．

|⟨ωu, v⟩ − ⟨u, ω̄v⟩s| ≤ c(∥u∥s∥v∥s−1 + ∥v∥s−1∥u∥s), ∥ωϕ∥s ≤ c′′∥ϕ∥s

さて，ωiϕは supportを Ui にもつ．また，

|⟨L(ω2u), Lu⟩s − ∥L(ωu)∥2s| ≤ const∥u∥s+l∥u∥s+l−1, (c)

∥ϕ∥s+l−1 ≤ δ1/2∥ϕ∥s+l + c(δ)1/2∥ϕ∥s (d)

が成立していた．そこで，

∥ϕ∥2s+l ≤
∑
i

⟨ωiϕ, ωiϕ⟩s+l + const∥ϕ∥s+l∥ϕ∥s+l−1 ∵ (b)

≤ const
∑
i

∥Lωiϕ∥2s + const∥ϕ∥2s + const∥ϕ∥s+l∥ϕ∥s+l−1 (∵ (a))

≤ const
∑
i

⟨L(ω2
i ϕ), Lϕ⟩s + const∥ϕ∥2s + const∥ϕ∥s+l∥ϕ∥s+l−1 (∵ (c))

= const∥Lϕ∥2s + const∥ϕ∥2s + ∥ϕ∥s+l(const∥ϕ∥s+l−1) (∵
∑

ω2
i ϕ = ϕ)

≤ const∥Lϕ∥2s + const∥ϕ∥2s +
1

2
∥ϕ∥2s+l + const∥ϕ∥2s+l−1 (相加相乗）

≤ const∥Lϕ∥2s + const∥ϕ∥2s +
3

4
∥ϕ∥2s+l + const∥ϕ∥2s (∵ (d))

以上から，ϕ ∈ P に対して，よって，u ∈ Hs+l に対して，

∥u∥s+l ≤ c(∥Lu∥s + ∥u∥s)

が成立する．
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Theorem 3.4.2 (周期的楕円型作用素に対する regularity). Lを周期的な l 階の楕円

型微分作用素とする．u ∈ H−∞，v ∈ Ht で，

Lu = v

を満たすなら．u ∈ Ht+l となる．このように楕円型微分方程式の解なら微分可能性が上

がるのである．

Proof. 次のように u ∈ Hs，v = Lu ∈ Hs−l+1 ならば u ∈ Hs+1 を示せば十分である．

1. s ≥ t+ lのときは，Hs ⊂ Ht+l であるので，u ∈ Hs なら u ∈ Ht+l は（微分方程

式を満たさなくても）明らかである．

2. s < t+ l（s− l < t）の場合が問題である．Lu ∈ Hs−l であるが，Lu ∈ Ht と微分

可能性が上がっていることに注意する．s− l + k = tとなる k ≥ 1を取ってくる．

u ∈ Hs，Lu ∈ Ht とする．u ∈ Hs，Lu ∈ Ht ⊂ Hs−l+1 であるので，u ∈ Hs+1

である．そこで，u ∈ Hs+1，Lu ∈ Ht ⊂ H(s+1)−l+1 であるので，u ∈ Hs+2 であ

る．これを繰り返すことにより，u ∈ Hs+k−1 であり，Lu ∈ Ht ⊂ H(s+k−1)−l+1

であるので，u ∈ Hs+k = Ht+l が成立する．

s

s− l + 1

s+ 1

s− l + 2 s− k + l = t

s+ 2
s+ k = t+ lu

Lu

L
L L L

そこで，u ∈ Hs，v = Lu ∈ Hs−l+1 ならば u ∈ Hs+1 を示そう，h ∈ Rn として h ̸= 0

とする．Lh を Lの各微分係数 aを

a(x+ h)− a(x)

|h|

と差分商を取ったものとする．u ∈ P に対して，次が成立する．

L(uh) = (Lu)h − Lh(Th(u)) (＊）
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実際，

aα(x)D
αu(x+ h)− u(x)

|h|

=
1

|h|
(aα(x)(D

αu)(x+ h)− aα(x)(D
αu)(x))

=
1

|h|
(aα(x+ h)(Dαu)(x+ h)− aα(x)(D

αu)(x)

− aα(x+ h)(Dαu)(x+ h) + aα(x)(Dαu)(x+ h))

=(Lu)h − Lh(Thu)

となる．そこで P ⊂ H−∞ は稠密であり，作用素は有界（よって連続）であったので，

（＊）は u ∈ H−∞ に対しても成立する．

そこで，Fundamental inequalityより，

∥uh∥s ≤ const∥L(uh)∥s−l + const∥uh∥s−l

≤ const∥(Lu)h∥s−l + const∥Lh(Thu)∥s−l + const∥uh∥s−l

作用素 Lの係数は周期的であるのでその差分商 Lh の係数は一様に有界である．よって，

∥Lh(Thu)∥s−l ≤ const∥Th(u)∥s

であり，この定数は hには依存しない．実際，|h| ≥ ϵなら

|a(x+ h)− a(x)

|h|
| ≤ |a(x+ h)− a(x)|1

ϵ
≤ C

であり，|h| < ϵでも
a(x+ h)− a(x)

|h|
= (Da)(x) + o(h)

であり，ϵを十分小さくとっておけば，hによらない定数で抑えることができる．

そこで，∥uh∥s ≤ ∥u∥s+1 及び ∥Th(u)∥s = ∥u∥s を使って

∥uh∥s ≤ const∥Lu∥s−l+1 + const∥u∥s

となる．ここで右辺の定数は hに依存しないことに注意する．よって，hによらず ∥uh∥s
が有界であるので，補題 3.3.7より u ∈ Hs+1 を得る．
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第 4章

Regularityの証明

4.1 準備

ホッジ理論の証明には，regularityの証明をすればよいが，多様体上で議論を展開する

必要がある．そこで，多様体上での話を，１の分割を使った局所的な話にもっていき，前

章の理論を使えるようにしたい．まずは，そのための記号などの準備を行う．

C∞ を（周期的とは限らない）滑らかなベクトル値関数とする．

C∞ := {f : Rn → Cm | f は滑らか }

また，C∞
0 は

C∞
0 := {f ∈ C∞ | f はコンパクトサポートをもつ }

また，C∞
0 (V )はそれらのうち V にコンパクトサポートをもつものとする．

C∞
0 上の L2 内積を

⟨u, v⟩ = 1

(2π)n

∫
Rn

u · v

として定義．ここで，u · v はエルミート内積を表すことに注意．
V ⊂ Rn を開集合で，V は 2π-cubeに含まれるとしておく．C∞

0 (V )は周期的に拡張す

ることにより，P の部分空間とみなす．また，C∞
0 (V )の L2 内積は，P の部分空間とみ

たときの L2 内積に一致する．また，それはソボレフ 0空間 H0 上の内積に一致したので

あった．

L を C∞ 上の階数 l の楕円型微分作用素とする．ここで，周期的とは限らないことに

注意する．L∗ を C∞
0 上の L2 内積に関する形式的随伴作用素とする．つまり，L = (Lij)

（Lij =
∑
aαijD

α）なら，L∗ = (L∗
ij)（L

∗
ij =

∑
Dαaαij）であり，L

∗ も階数 lの楕円型微

分作用素である．



122 第 4章 Regularityの証明

Lemma 4.1.1. p ∈ Rn とする．p のまわりの十分小さな近傍 V および V 上で Lに一

致する周期的な楕円型微分作用素 L̃が存在

Proof. 点 p上で Lと一致する定数係数の楕円型微分作用素を L0 とする．点 pにおいて

Lは楕円型であるので，ある定数 ϵ > 0が存在して，L0 の微分係数からのずれが ϵより

小さいような微分係数をもつ任意の微分作用素が楕円型となる（楕円型とは最高次の微分

係数（行列値 C∞ 関数）が非退化行列であることであったので）．

また，pの十分小さい近傍 U で（2π-cube Qに入り），U 上では Lと L0 の微分係数の

差が ϵより小さくなるようにとっておく．V ⊂ V̄ ⊂ U となる V をとり，C∞ 関数で，

ϕ(x) =

{
1 x ∈ V

0 x ∈ Rn \ U

となるようなものをとる（suppϕ ⊂ U）．そして，

ϕL+ (1− ϕ)L0

とすれば，Rn 上で楕円型である．実際，V 上では Lであり，U c 上では L0 である．また

U \ V 上では L0 + ϕ(L − L0) で L0 との微分係数の差は ϵ 以下となる．よって，Rn 上

で楕円型．さらに，Qの境界のところでは L0 であるので周期的作用素にすることが可能

で，周期的楕円型微分作用 L̃に拡張で V ⊂ Q上では楕円型微分作用素 Lに一致するも

のを得る

次に，Lの形式的随伴作用素L∗との関係を述べる．まず，u ∈ Hs（周期的），ϕ ∈ C∞
0 (V )

に対して，
⟨L̃u, ϕ⟩0 = ⟨u, L∗ϕ⟩0 (4.1)

となる．

Proof. Hs ノルムで ψj → u（ψj ∈ P）となるものをとり，

⟨L̃ψj , ϕ⟩0 = ⟨L̃ψj , ϕ⟩ = ⟨Lψj , ϕ⟩ = ⟨ψj , L
∗ϕ⟩ = ⟨ψj , L

∗ϕ⟩0

となるが，

|⟨L̃u, ϕ⟩0 − ⟨u, L∗ϕ⟩0| =|⟨L̃(u− ψj), ϕ⟩0 − ⟨u− ψj , L
∗ϕ⟩0|

≤∥L̃(u− ψj)∥s−l∥ϕ∥−s+l + ∥u− ψj∥s∥L∗ϕ∥−s

≤const∥u− ψj∥s∥ϕ∥−s+l + ∥u− ψj∥s∥L∗ϕ∥−s

となる．そこで j → ∞とすればよい．
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さて，u, v ∈ Hs（u, v は周期的．V は cubeに入る）として，u, v が V 上で一致する

とは
⟨u− v, ϕ⟩0 = 0 ∀ϕ ∈ C∞

0 (V )

として定義する．sがそれなりに大きい場合は連続関数とみなせ，その場合には上の定義

は，普通の意味で V 上で一致と同じである．

また，周期的微分作用素 Lが V に supportを持つとは，Lの係数が C∞
0 (V ) ⊂ P に入

ることと定義する．

Lemma 4.1.2. 周期的微分作用素 Lの supportが V に入り，u, v ∈ Hs が V 上で一致

するなら，
Lu = Lv

（in Hs−t）が成立する．

Proof.
⟨L(u− v), ϕ⟩0 = 0 ∀ϕ ∈ P

を証明すればよい．そこで，先ほどのべた ⟨L̃u, ϕ⟩0 = ⟨u, L∗ϕ⟩0 で L̃を Lとして，uを

u− v とすれば，
⟨L(u− v), ϕ⟩0 = ⟨u− v, L∗ϕ⟩0

となるが L∗ のサポートも V に入るので，L∗ϕ ∈ C∞
0 (V )であり，u, v が V 上で一致し

たので，右辺はゼロとなる．

4.2 定理 2.4.1の証明

ここで，証明すべき定理を思い出そう．

Theorem 4.2.1 (reguralrity theorem). α ∈ Ωp(M)，l を ∆ω = α の弱解とする．こ

のとき，ω ∈ Ωp(M)で，
l(β) = ⟨ω, β⟩, β ∈ Ωp(M)

を満たすものが存在する．よって，∆ω = αを満たす ω ∈ Ωp(M)が存在．

いろいろな内積を区別するため，Ωp(M)上の内積を

⟨α, β⟩′ =
∫
M

α ∧ ∗β

と表すことにする．

証明すべきことは，次である：
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(☆)：f ∈ Ωp(M)として，l′ : Ωp(M) → Rを有界線形作用素で，l′(∆∗ϕ) = ⟨f, ϕ⟩′

（∀ϕ ∈ Ωp(M)）とする．このとき，u ∈ Ωp(M)で l′(t) = ⟨u, t⟩′（∀t ∈ Ωp(M)）と

なるものが存在．� �
これがわかれば，∆u = f を得る．実際，

⟨∆u, ϕ⟩′ = ⟨u,∆∗ϕ⟩′ = l′(∆∗ϕ) = ⟨f, ϕ⟩′ ∀ϕ ∈ Ωp(M)

となる．

この定理を局所的な問題にしたい．(U, γ)をM の局所座標で γ(U) = Rn となるもの

をとる．この座標系で p-formの bundleを自明化し，Ωp(U)を Rn 上の Rm ⊂ Cm 値関

数とみなす．逆に，C∞
0 はゼロで拡張すればM 上の p-formにできる．

ラプラシアン ∆ は，γ(U) = Rn 上で２階の楕円型微分作用素 L になる（楕円型であ

ることは後で証明する）．L∗ を C∞
0 での L2 内積に関する Lの形式的随伴作用素とする

（∆∗ に一致するわけではない）．

M 上の p-form上の内積 ⟨·, ·⟩′ は自然に複素数値 p-formのエルミート内積へ拡張でき

る．つまり，

⟨u1 + iu2, v1 + iv2⟩′ = ⟨u1, v1⟩′ + ⟨u2, v2⟩′ + i(⟨u2, v1⟩′ − ⟨u1, v2⟩′)

とすればよい．そして，このエルミート内積から C∞
0 上のエルミート内積を得る．普通

の L2 内積とは異なるが，

⟨ϕ, ψ⟩′ = ⟨ϕ,Aψ⟩ ϕ, ψ ∈ C∞
0

となる C∞ な行列値関数 Aが存在する．内積はどちらも正定値であったので，Aは正定

値のエルミート行列であり，A−1 が存在して，それも正定値エルミートである．

Lの ⟨·, ·⟩′ の内積に関する形式的随伴作用素を ∆∗ とすれば，

L∗ϕ = A∆∗A−1ϕ, ϕ ∈ C∞
0

である．

Proof.

⟨L∗ϕ, ψ⟩ = ⟨ϕ,Lψ⟩ = ⟨A−1ϕ,Lψ⟩′

=⟨∆∗A−1ϕ, ψ⟩′ = ⟨A∆∗A−1ϕ, ψ⟩ ∀ψ ∈ C∞
0

となるので，L∗ϕ = A∆∗A−1ϕ．
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線形汎関数 l : Ωp(M) → R を複素数値微分形式上の複素線形汎関数に拡張しておき，
γ(U) = Rn 上の Cm 値 smooth関数（with compact support）全体 C∞

0 上の複素線形汎

関数を
l(ϕ) = l′(A−1ϕ), l : C∞

0 → C

とする．

このとき次がわかる� �
（☆☆）：p ∈ Rn とする．このとき pの近傍Wp および up ∈ P で，

l(t) = ⟨up, t⟩ ∀t ∈ C∞
0 (Wp)

となるものが存在する．� �
まず，これが成立すれば，証明すべき（☆）が成立することを見る．（☆☆）が成立

したとすると，各点 p, q ∈ Rn に対して，弱解 l の解 up, uq ∈ P をとる．このとき，
⟨up − uq, t⟩ = 0（∀t ∈ C∞

0 (Wp ∩Wq)）となる．各点 r ∈ Wp ∩Wq に対して，r の近傍

V ⊂ Wp ∩Wq にコンパクトサポートが含まれる t を任意にとれるので，up(r) = uq(r)

がわかる．つまり，up|Wp∩Wq = uq|Wp∩Wq を得る．そこで，各点 p ∈ Rn に対して，

{Wp, up}p∈Rn をとって，u ∈ C∞ を

u|Wp = up|Wp

として定める．さて，この Rn = ∪pWp に付随した１の分割を {ϕi} とすると，t ∈ C∞
0

に対して，
l(t) =

∑
i

l(ϕit) =
∑
i

⟨u, ϕit⟩ = ⟨u, t⟩

となる．

さて，ϕ ∈ Ωp(M)で座標近傍 U（γ(U) = Rn）に supportを持つものとすると，

l′(ϕ) = l(Aϕ) = ⟨u,Aϕ⟩ = ⟨u, ϕ⟩′

となる u ∈ Ω(U) が存在する．M = ∪Uλ として，各座標近傍で l′(ϕ) = ⟨uλ, ϕ⟩′

（∀ϕ ∈ Ωp
0(Uλ)）となる uλ をとる．このとき，Uλ ∩ Uµ 上で uλ = uµ となる．そこで，

u ∈ Ωp(M)を
u|Uλ

= uλ

として定める．{Uλ}に付随した１の分割 {ϕλ}をとれば，t ∈ Ωp(M)に対して，ϕλt ∈
Ωp

0(Uλ)であり，

l′(t) =
∑
λ

l′(ϕλt) =
∑
λ

⟨u, ϕλt⟩′ = ⟨u, t⟩′ ∀t ∈ Ωp(M)
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となる．このように，M 上の C∞ p-form u で，l′(t) = ⟨u, t⟩′（∀t ∈ Ωp(M)）を得る．

以上から（☆）が成立する．

（☆☆）の証明：p ∈ Rn を固定して，pを含む 2π-cube Q′ をとり，p ∈ V ⊂ V̄ ⊂ Q′

となる開集合 V をとる，そして，
l̃ = l|C∞

0 (V )

とする．このとき，l̃は C∞
0 (V )上の有界線形作用素である．

Proof. V̄ はコンパクトであるので，行列ノルム ∥A−1
x ∥は V̄ 上で最大値をもつ．そこで，

l′ が有界線形作用素という仮定を使えば，

|l̃(ϕ)| = |l(ϕ)| = |l′(A−1ϕ)| ≤ const∥A−1ϕ∥′

=const
√

⟨A−1ϕ,A−1ϕ⟩′ = const
√
⟨ϕ,A−1ϕ⟩

≤const
√

∥ϕ∥∥A−1ϕ∥ ≤ const∥ϕ∥ ∀ϕ ∈ C∞
0 (V )

さらに，

l̃(L∗ϕ) = l′(A−1L∗ϕ) = l′(∆∗A−1ϕ) = ⟨f,A−1ϕ⟩′ = ⟨f, ϕ⟩ ϕ ∈ C∞
0 (V ) (4.2)

となる．このように，l̃は Lu = f の弱解である．

l̃は C∞
0 (V )上で有界であるので，C∞

0 (V ) ⊂ P ⊂ H0 とみなして，Hahn-Banachの定

理（定理 2.4）から，l̃はヒルベルト空間 H0 上の有界線形作用素へ拡張できる．

そこで，ヒルベルト空間上ではリースの表現定理を使えるので，ũ ∈ H0 で，

l̃(t) = ⟨ũ, t⟩0 　 ∀t ∈ H0 (4.3)

となるものが存在する（H0 上の内積 ⟨·, ·⟩は C∞
0 (V )では L2 内積に一致した）．よって，

⟨ũ, L∗ϕ⟩ = l̃(L∗ϕ) = ⟨f, ϕ⟩ ϕ ∈ C∞
0 (V )

となる．このように，弱微分の視点で方程式 Lu = f は ũ ∈ H0 という解をもつ．

ここでリースの表現定理の復習をしておく．

Theorem 4.2.2 (リースの表現定理). H をヒルベルト空間とし，L : H → R（H が C
上ヒルベルトなら L : H → C）を有界線形汎関数とする．有界とは

∥L∥ := sup
x ̸=0

|Lx|
∥x∥

<∞

のこと．このとき唯一つの y ∈ H が存在して，

L(x) = (x, y), ∀x ∈ H

となる．さらに．∥L∥ = ∥y∥となる．
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Proof. N = kerLとする．N = H なら，y = 0とすればよい．N ̸= H のときを考える．

N は閉集合である．実際，xn ∈ N として，xn → xとすれば，有界と連続は同値であっ

たので，Lx = 0となる．よって，x ∈ N である．N が閉よりN⊥ も閉ベクトル空間（ヒ

ルベルト部分空間）であり，H = N ⊕N⊥ が成立する（H = N +N⊥ を示すとき，H

の完備性を用いる）．そこで，N ̸= H であるので，ある z ̸= 0で，z ∈ N⊥ が存在する．

このとき Lz ̸= 0である．さらに，x ∈ H に対して，

L(x− Lx

Lz
z) = Lx− Lx

Lz
Lz = 0

である．よって，x− Lx
Lz z ∈ N となり，

(x− Lx

Lz
z, z) = 0

となり，

(x, z) =
Lx

Lz
∥z∥2

となる．そこで，

y :=
Lz

∥z∥2
z

とすれば（xには依存してない），

(x, y) = (x,
Lz

∥z∥2
z) =

Lx

Lz
∥z∥2 Lz

∥z∥2
= Lx

となる．これがもとめる y である．また y がただ一つであることを証明する．Lx =

(x, y1) = (x, y2)とすれば，
(x, y1 − y2) = 0, ∀x

である．x = y1 − y2 とすれば，∥y1 − y2∥ = 0 であるので y1 = y2 となる．（特に，

z, z′ ∈ N⊥ のとき， Lz
∥z∥2 z =

Lz′

∥z′∥2 z
′ となるので，N⊥ は一次元ベクトル空間である）．

さて，シュワルツの不等式から，任意の x ̸= 0に対して， |(x,y)|
∥x∥ ≤ ∥y∥であるので，

∥L∥ = sup
x̸=0

|(x, y)|
∥x∥

≤ ∥y∥

となる，一方，
∥y∥2 = (y, y) = Ly ≤ ∥L∥∥y∥

をあわせれば，∥y∥ = ∥L∥となる．
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そこで，pの十分小さな近傍上で ũ ∈ H0 と一致する P の元 uの存在を言えばよい．

pの近傍 O0 で Ō0 ⊂ V となり，O0 上で Lに一致する周期的楕円型作用素 L̃が存在し

た．さらに pの近傍Oで，Ō ⊂ O0となるものをとり，pの開近傍列 {On}nで，Ō ⊂ On，

Ōn ⊂ On−1（n = 1, 2, · · ·）となるような列をとる．

p O

V

O1

O0

· · ·

各自然数 nに対して，滑らかな関数 ωn を On 上で 1で，0 ≤ ωn(x) ≤ 1かつ support

が On−1 に入るものをとる．そして，

v1 = ω1ũ ∈ H0

とすれば，
L̃v1 = L̃ω1ũ = ω1L̃ũ+M1ũ, M1 = L̃ω1 − ω1L̃

となる．ここで，周期的楕円型微分作用素に対する reguralityを適用したいので，ω1L̃ũ+

M1ũがどのソボレフ空間に入るかを知りたい．まず，

ω1L̃ũ = ω1f

が成立することを示す．これが成立すれば，右辺 ω1f は滑らかなので，ω1L̃ũ ∈ C∞
0 (O0)

となる．とくに，任意の sに対して，ω1L̃ũ ∈ Hs となる

Proof. ω1L̃ũ, ω1f に対して，ある sがあってHs に属している．これがHs 上で一致する

ためには，
⟨ω1L̃ũ− ω1f, ϕ⟩0 = 0, ∀ϕ ∈ P

が成立することを証明すればよい．そこで，

⟨ω1L̃ũ− ω1f, ϕ⟩0 =⟨ω1L̃ũ, ϕ⟩0 − ⟨ω1f, ϕ⟩0
=⟨L̃ũ, ω1ϕ⟩0 − ⟨f, ω1ϕ⟩0
=⟨ũ, L∗ω1ϕ⟩0 − l̃(L∗ω1ϕ) 第 1項 by (4.1), 第２項 by (4.2)

=l̃(L∗ω1ϕ)− l̃(L∗ω1ϕ) = 0 by (4.3)
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となる．ω1L̃ũ, ω1f は Hs の元として一致しているが，ω1f が滑らかであることから

ω1L̃ũも滑らかである．

Remark 4.2.1. 我々としては ω1L̃ũ = ω1f ではなく，L̃ũ = f が言えると嬉しいのであ

るが（regularityから ũが滑らかになるので），そこまでうまはいかない．そこで，考え

ている近傍 V より少し小さい近傍をとる必要がある．上の証明をみればわかるように，l̃

は，C∞
0 (V )上で定義しているので，ω1f をかける必要がある．そこで，ω1L̃ũ = ω1f を

得るのであるが，これだと元の式と異なってしまう．そこで，帰納的に考えて，近傍を少

しづつ縮めていくことになる．

さて，Lよって L̃は２階微分作用素であるので，M1 は一階微分作用素である．よって

M1ũ ∈ H−1 となる．そこで，ω1L̃ũ +M1ũは H−1 に入る．そこで，周期的楕円型微分

作用素 L̃に対する regularityにより，v1 ∈ H1 となる．

さて，
v2 = ω2ũ

とすると，
L̃2v2 = ω2L̃ũ+M2ũ = ω2L̃ũ+M2v1

となる．ここで，M2 = L̃ω2 − ω2L̃ としている．そして，M2 は O1 内に support をも

ち，O1 上で ũ = v1 ∈ H1 となっているので補題 4.1.2を使えば，M2ũ = M2v1 が従う．

特に，M2v1 ∈ H0 となる．先ほどと同様にして，右辺は H0 に入ることから v2 ∈ H2 と

なる．これを繰り返して，
vn = ωnũ vn ∈ Hn

という列を得る．最後に，pの近傍Wp で W̄p ⊂ O となるものをとる．ω をWp 上で 1，

0 ≤ ω(x) ≤ 1，supportが Oに入るものをとる．

ωũ = ωωnũ n = 1, 2, · · ·

となる．そこで，ωũ ∈ Hn（n = 1, 2, · · ·）．ソボレフの補題から ωũは C∞ 関数 u ∈ P
となる．

このように．l̃(t) = ⟨ũ, t⟩0 を満たす ũ ∈ H0 に対して，pの十分小さい近傍Wp および

u ∈ P が存在して，Wp 上で ũ = uとなる．

そして，t ∈ C∞
0 (Wp)なら，ωt = tであるので，

l(t) = l̃(t) = ⟨ũ, t⟩0 = ⟨ũ, ωt⟩0 = ⟨ωũ, t⟩0 = ⟨u, t⟩

となる，よって（☆☆）が証明された．

この証明から次のことがわかる．先ほど述べたように，ũ ∈ H0 は，

⟨ũ, L∗ϕ⟩ = l̃(L∗ϕ) = ⟨f, ϕ⟩ ϕ ∈ C∞
0 (V )
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を満たすのであった．普通の微分方程式のテキストでは，このような ũを Lu = f の弱解

とよぶ．上でのべたことは，f の局所的滑らかさから，弱解 ũの局所的滑らかさが従うこ

とである（楕円型微分作用素の regularity）．局所的な話であるので，M がコンパクト

でなくても完備性を仮定しておけば，楕円型微分作用素の regularityは従うことになる．

4.3 定理 2.4.2の証明

次にもうひとつの証明すべき定理を述べておく．

Theorem 4.3.1. {αn}を滑らかな p-formの列で，∥αn∥ ≤ C および ∥∆αn∥ ≤ C と有

界であるとする．このとき，{αn}は Ωp(M)内でコーシー部分列をもつ．

各点m ∈M に対して，mの近傍 Um で「任意の ϕ ∈ C∞(M)で support(ϕ) ⊂ Um に

対して，{ϕαn}がコーシー部分列をもつ」となるものが存在ことを示せばよい．

Proof. M = ∪mUm に対して，M コンパクトより有限個の開被覆をとる．{ϕi}Ni=1 を付

随した１の分割とする．任意の j = 1, · · · , N に対して，ϕjαnk
がコーシー列となるよう

な部分列 {αnk
}をとれば，

∥αnk
− αnl

∥ = ∥
N∑
j=1

ϕj(αnk
− αnl

)∥ ≤
N∑
i=1

∥ϕjαnk
− ϕjαnl

∥

となる．

さて，記号はこれまでの記号を使おう．M 上の p-form 上のノルムおよび対応する

C∞
0 (Rn)のノルムを ∥·∥′と書くことにする．C∞

0 上の通常ノルムは ∥·∥とする．m ∈M

を含む座標近傍をとり mが p ∈ Rn に移るとする．pの近傍 O0 をとり，supportが O0

に含まれるような実 C∞(Rn)関数 ϕをとる．ここで，O0 は，O0 ⊂ O0 ⊂ V ⊂ V ⊂ Q′

を満たし，∆の局所座標表示 L に対して，周期的楕円型作用素 L̃ が存在して，O0 上で

L = L̃となるもの．

そこで，「P の列 {ϕαn} が，0 ノルムでコーシー部分列 {ϕαnk
} を持つこと」を示せ

ばよい．なぜなら，C∞
0 (O0)上では，0-normと L2 ノルムは一致し，それらは C∞

0 (O0)

上では ∥ · ∥′ と同値なノルムであったからである．レリッヒの補題（定理 3.3.5）から，

{ϕαn}が 0-ノルムでコーシー部分列をもつためには，{ϕαn}が H1 で有界であることを

示せば十分である．

∆ の局所座標での表示を L，O0 で一致する周期的微分作用素を L̃ とすれば，Funda-
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mental inequality（定理 3.4.1）より

∥ϕαn∥1 ≤ const(∥L̃ϕαn∥−1 + ∥ϕαn∥−1)

= const(∥Lϕαn∥−1 + ∥ϕαn∥−1)

≤ const∥ϕLαn∥−1 + const∥(Lϕ− ϕL)αn∥−1 + const∥ϕαn∥−1

まず，右辺第一項目の評価は，

∥ϕLαn∥−1 ≤∥ϕLαn∥0 = ∥ϕLαn∥ （L2 ノルムと H0 ノルムは一致）

≤const∥ϕLαn∥′ （∥ · ∥と ∥ · ∥′ は同値なノルム）
≤const∥ϕ∆αn∥′ ≤ ∥∆αn∥′

となる．

次に，右辺第二項目の評価をする．τ ∈ C∞(Rn) で V に support をもち，O0 上で 1

で，0 ≤ τ ≤ 1となるものをとる．このとき，ϕは O0 に supportをもつので，

(Lϕ− ϕL)αn = (Lϕ− ϕL)(ταn)

となる．そこで，Lϕ− ϕLは一階微分作用素であるので（対応する周期的な作用素も同じ

記号で書く），

∥(Lϕ− ϕL)αn∥−1 = ∥(Lϕ− ϕL)(ταn)∥−1

≤const∥ταn∥0 = const∥ταn∥
≤const∥ταn∥′ ≤ const∥αn∥′

となる．

最後に，右辺第三項目の評価をする．t < sなら ∥u∥t ≤ ∥u∥s であったので，

∥ϕαn∥−1 ≤ ∥ϕαn∥0 = ∥ϕαn∥ ≤ const∥ϕαn∥′ ≤ const∥αn∥′

となる．

以上を合わせると，
∥ϕαn∥1 ≤ const(∥∆αn∥′ + ∥αn∥′)

となる．仮定より右辺は有界であるので，{ϕαn}はH1 で有界である．よって，レリッヒ

の補題から，定理が証明された．

4.4 Laplace-Beltrami作用素の楕円型性

Laplace-Beltrami作用素 ∆が楕円型であることを証明する．つまり，各座標系で楕円

型微分作用素であることを証明する．
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U, V,W を有限次元の内積が入った空間として，

U
A−→ V

B−→W

が完全系列とする．A∗ : V → U，B∗ : W → V を随伴作用素とすれば，B∗B + AA∗ :

V → V は同型写像となる．逆に，複体（つまりBA = 0）に対して，B∗B+AA∗ : V → V

が同型なら，完全系列である．

Proof. v ̸= 0 ∈ V として，(B∗B +AA∗)v ̸= 0を示そう．

⟨(B∗B +AA∗)v, v⟩ = ⟨Bv,Bv⟩+ ⟨A∗v,A∗v⟩ ≥ 0

となる．よって，Bv ̸= 0 とすれば，(B∗B + AA∗)v ̸= 0 である．Bv = 0 とすれ

ば，完全性から v ∈ Image(A) である．A∗ は Imaga(A) 上では単射である（0 =

(A∗Av, v) = (Av,Av) なら Av = 0）．そこで，v ̸= 0 より，A∗v ̸= 0 となる．よって，

(B∗B +AA∗)v ̸= 0．

次に，BA = 0かつ B∗B +AA∗ が同型写像と仮定する．BA = 0より，A∗B∗ = 0で

ある．よって，
Image(A) ⊂ ker(B), Image(B∗) ⊂ kerA∗

となる．また，
V = kerA∗ ⊕ Image(A) = kerB ⊕ Image(B∗)

である．そこで，v ∈ kerB に対して，

v = v1 + v2 ∈ kerA∗ ⊕ Image(A)

となるが，Bv2 = 0であるので，Bv1 = 0を得る．よって，v1 ∈ kerB ∩ kerA∗ となる．

(B∗B + AA∗)v1 = 0 となり，B∗B + AA∗ が同型写像なので v1 = 0 となる．よって，

v = v2 ∈ Image(A)となるので，kerB ⊂ Image(A)が成立する．

これを次の場合で考える：m ∈M を固定して，

U = Λp−1(M)m, V = Λp(M)m W = Λp+1(M)m

として，それぞれの内積をとっておく．ξ ̸= 0 ∈ T ∗
m(M)に対して，

Λp−1(M)m
ξ∧−−→ Λp(M)m

ξ∧−−→ Λp+1(M)m

を考えると，これは完全系列である．

Exercise 4.4.1. 完全系列であることを示せ．
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また，この ξ∧ : Λp(M)m → Λp+1(M)m の随伴作用素は

(−1)np ∗ ξ ∧ ∗ : Λp+1(M)m → Λp(M)m

となる．

Proof.

⟨ξ ∧ ϕ, ψ⟩vol =ξ ∧ ϕ ∧ ∗ψ,
一方 ⟨ϕ, (−1)np ∗ ξ ∧ ∗ψ⟩vol =(−1)npϕ ∧ ∗2ξ ∧ ∗ψ

=(−1)np(−1)(n−p)(n−(n−p))ϕ ∧ ξ ∧ ∗ψ

=(−1)p
2+pξ ∧ ϕ ∧ ∗ψ

そこで，

(ξ∧)∗(ξ∧) + (ξ∧)(ξ∧)∗ = (−1)np ∗ ξ ∧ ∗ξ ∧+(−1)n(p−1)ξ ∧ ∗ξ ∧ ∗

は，Λp(M)m 上で同型である．

さて，∆ が各座標系で楕円型となることを示そう．つまり，各点 m ∈ M において，

「α(m) ̸= 0となる任意の C∞ 微分形式 α」と「ϕ(m) = 0かつ dϕ(m) ̸= 0となる C∞ 関

数 ϕ」に対して
∆(ϕ2α)(m) ̸= 0

が成立することを言えばよい．

dϕ = ξ ∈ T ∗
m(M)，αを p-formとする．また，

∆ = (−1)n(p+1)+1d ∗ d ∗+(−1)np+1 ∗ d ∗ d

となる．そこで，ϕ(m) = 0を用いれば，

d ∗ d ∗ (ϕ2α)(m) = (d ∗ d(ϕ2) ∗ α)(m) = (2d ∗ ϕ(dϕ) ∗ α)(m)

=(2(dϕ) ∗ (dϕ) ∗ α)(m) = 2ξ ∧ ∗ξ ∧ ∗(α(m))

同様に
∗d ∗ d(ϕ2α)(m) = 2 ∗ ξ ∧ ∗ξ ∧ (α(m))

となるので，

∆(ϕ2α)(m) = −2{(−1)np ∗ ξ ∧ ∗ξ ∧+(−1)n(p−1)ξ ∗ ∧ξ ∗ ∧}(α(m))

となり，α(m) ̸= 0なら ∆(ϕ2α)(m) ̸= 0．よって，∆は楕円型である．
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Remark 4.4.1. Λp(M)m 上で，α(m) = v となる p-form α および ϕ(m) = 0 かつ

dϕ(m) = ξ となる C∞ 関数 ϕに対して，

σ∆(ξ)(v) :=
i2

2!
∆(ϕ2α)(m), v ∈ Λp(M)m

と定義する．この σ∆(ξ)(v) は ξ, v にのみ依存し，ϕ, α の取り方にはよらない．この

σ∆(ξ)は ∆の主表象（principal symbol）とよばれる．また，∆から導かれる Rn 上

の微分作用素 Lが楕円型であることは，σ∆(ξ)が各点m ∈ M および各 ξ ̸= 0 ∈ T ∗
m(M)

に対して，非退化であることと同値である．

同様にして dの表象 σd(ξ) = ξ∧であり，δ の表象は ξ∧の随伴写像であることがわか
る（これらは楕円型ではない）．

Exercise 4.4.2. dの表象 σd(ξ) = ξ∧であり，δ の表象は ξ∧の随伴写像となることを
示し，これらが楕円型ではないことを証明せよ．

4.5 一般の楕円型微分作用素

これまで，∆ : Ωp(M) → Ωp(M)という微分作用素に対する regularityについて証明

したが．その証明方法は，一般の楕円型微分作用素 Lでも成立する．実際，これまでの述

べたことを ∆を一般の楕円型微分作用に置き換えればよい（そのために，我々は ∆の形

式的随伴をあえて ∆∗ と書いていた），

M をコンパクト向き付多様体とする．E,F を実または複素ベクトル束として，

Γ(E),Γ(F )を滑らかな切断の空間とする．

Definition 4.5.1. 1. 線形写像 L : Γ(E) → Γ(F )が l 階の微分作用素とは，任意の

局所自明化したときに，Lが線形偏微分作用素となること：

L =
∑
[α]≤l

Lα(x)D
α

2. Lが楕円型とは，局所的に楕円型であること（このとき E,F のベクトル束として

のランクは一致する）：局所自明化したとき，

σξ(L) :=
∑
[α]=l

Lα(x)ξ
α, ξ ∈ T ∗

x (M)

とする．これはwell-definedであり，Lの主表象 σ(L) ∈ Γ(Sl(TM)⊗Hom(E,F ))

が定まる．楕円型とは ∀x ∈M，∀ξ ̸= 0，σξ(L) : Ex → Fx が同型のこと．
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Remark 4.5.1. 主表象は，ϕ(x) = 0かつ dϕ(x) = ξ となる関数に対して，

σξ(L)α =
il

l!
L(ϕα)

としてもよい．

Exercise 4.5.1. 主表象の二つの定義が一致することを証明せよ．

また，E,F には fiberに内積が入っているとして，M にリーマン計量と向きを入れて

おく．このとき，Γ(E)上の内積を

⟨ϕ, ψ⟩ =
∫
M

⟨ϕ, ψ⟩xdvol

と定義する．このとき，Lの形式的随伴作用素 L∗ : Γ(F ) → Γ(E)を

⟨Lϕ,ψ⟩ = ⟨ϕ,L∗ψ⟩ ∀ϕ ∈ Γ(E), ψ ∈ Γ(F )

として定義する．これは l 階の微分作用素となる．そして，L が楕円型なら L∗ も楕円

型である．

Exercise 4.5.2. 次を示せ．

• σξ(P +Q) = σξ(P ) + σξ(Q)．

• σξ(PQ) = σξ(P )σξ(Q)．

• σξ(P
∗) = σξ(P )

∗．

このとき，ラプラス作用素の場合と同様にして次が成立する．

Theorem 4.5.3 (reguralrity theorem). α ∈ Γ(F )として，l : Γ(E) → Rを Lω = αの

弱解とする．つまり，lは有界線形汎関数であり，

l(L∗ϕ) = ⟨α, ϕ⟩ ∀ϕ ∈ Γ(F )

とする．このとき，ω ∈ Γ(E)で l(β) = ⟨ω, β⟩（∀β ∈ Γ(E)）となるものが存在する．特

に，⟨Lω, β⟩ = ⟨ω,L∗β⟩ = l(L∗β) = ⟨α, β⟩となるので，Lω = αとなる．

同様のことが L∗ に対しても成立する．

Theorem 4.5.4. {αn}を Γ(E)の列で，∥αn∥ ≤ C および ∥Lαn∥ ≤ C と有界であると

する．このとき，{αn} は Γ(E) 内のコーシー列である．同様のことが L∗ に対しても成

立する．

Theorem 4.5.5. kerL，kerL∗ は有限次元である．
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Proof. 証明はラプラス作用素のときと同様．

Remark 4.5.2. そこで，楕円型微分作用の指数を

index(L) := dimkerL− dimkerL∗

と定義する．L を適当なソボレフ空間の間の有界線形作用素と見たとき，L はフレドホ

ルム作用素となるが，楕円型微分作用の指数はフレドホルム指数とよばれるものである．

M,E,F の計量の入れ方に依存するように見えるのだが，実は，M,E,F 及び L の主

表象（ある bundle の切断）から決まる微分位相不変量である．それを述べているのが，

Atiyah-Singer の指数定理であり，index(L) はM,E,F の特性類のM 上での積分とし

て書ける．

Theorem 4.5.6. 次の直交分解が成立する．

Γ(E) = L∗(Γ(F ))⊕ kerL, Γ(F ) = L(Γ(E))⊕ kerL∗

さらに，Lω = αが解をもつための必要十分条件は，α ∈ (kerL∗)⊥ = L(Γ(E))であり，

L∗η = β が解をもつための必要十分条件は β ∈ (kerL)⊥ = L∗(Γ(F ))である

Proof. ラプラス作用素のときと証明は同様である．

また，Lが形式的自己随伴作用素であるとき（L = L∗），次の章でのべる固有値分解も

成立する（もちろん Lが正定値とはわからないので固有値は負などもありえる）．

幾何学でよく表れる楕円型微分作用素の例を挙げておこう．

Example 4.5.7. E,F,Gをリーマン多様体上M 上の内積が入ったベクトル束として，

Γ(E)
P−→ Γ(F )

Q−→ Γ(G)

という一階微分作用素 P,Qを考える．このとき，主表象の列

Ex
σξ(P )−−−−→ Fx

σξ(Q)−−−−→ Gx

が完全系列である（∀ξ ̸= 0）ならば，２階微分作用素

L = PP ∗ +Q∗Q : Γ(F ) → Γ(F )

は楕円型である．逆に，QP = 0であり Lが楕円型ならば，主表象の列は完全系列となる．

Proof. すでに証明したように，主表象の複体

Ex
σξ(P )−−−−→ Fx

σξ(Q)−−−−→ Gx
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が完全であることと

σξ(PP
∗ +Q∗Q) = σξ(P )σξ(P )

∗ + σξ(Q)∗σξ(Q)

が同型であることは同値である．

Lが楕円型とする．Lは明らかに形式的自己共役作用素であり，

Γ(F ) = kerL⊕ L(Γ(F ))

が成立し，

Γ(F ) =kerL⊕ L(Γ(F ))

kerL⊕ PP ∗(Γ(F ))⊕Q∗Q(Γ(F ))

kerL⊕ P (Γ(E))⊕Q∗(Γ(G))

という直交直和分解が成立する．証明は，微分形式上のラプラシアンに対する場合と全く

同様にすればよい．また，
kerQ/ImageP ∼= kerL

であることも，グリーン作用素を定義することで同様にして証明

4.6 楕円複体

上の例の一般化となる楕円複体について述べておこう．M をコンパクト向きつきリー

マン多様体として，{Ei}i∈Z を内積の入ったベクトル束とする．このとき，微分作用素

の列

· · · → Γ(Ei)
Pi−→ Γ(Ei+1) → · · ·

が与えられとする．

Definition 4.6.1. ベクトル束と微分作用素の上のような列 {Ei, Pi}が楕円複体とは

1. Pi+1Pi = 0（∀i）
2. 主表象の列

· · · → (Ei)x
σξ(Pi)−−−−→ (Ei+1)x → · · ·

が任意の ξ ̸= 0に対して，完全系列．

3. 各微分作用素の階数は d > 0（幾何学で現れる楕円複体は，d = 1の場合）．
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Example 4.6.1.

0 → Γ(E0)
P−→ Γ(E1) → 0

が楕円複体であることは，P が楕円型微分作用素であることと同値．．

次の補題は，前 sectionの最後に述べた例から明らかであろう．

Lemma 4.6.2. ベクトル束と微分作用素がなす，微分複体 {Ei, Pi}i を考える．

· · · → Γ(Ei)
Pi−→ Γ(Ei+1) → · · ·

ここで，微分複体とは Pi+1Pi = 0（∀i）を満たすものである．このとき，この楕円複体
に随伴したラプラシアン（2d階微分作用素）

∆i = P ∗
i Pi + Pi−1P

∗
i−1 : Γ(Ei) → Γ(Ei)

を得る．このとき，微分複体が楕円複体であることと，∆i が各 iに対して楕円型微分作

用素であることは同値である．

長さが有限である楕円複体を考えることが多いが，このとき主表象複体が完全系列であ

ることから， ∑
rank(E2i) =

∑
rank(E2i+1)

である．

Proof. 完全系列であるので， ∑
(−1)i dimEi = 0

であることから従う．

次も明らかであろう．

Definition 4.6.2. コンパクト向きつきリーマン多様体M 上の楕円複体，

E∗ : · · · → Γ(Ei)
Pi−→ Γ(Ei+1) → · · ·

を考える．このとき，i-th コホモロジーを

Hi(M,E∗) := kerPi/Image(Pi−1)

として定める．

Theorem 4.6.3 (楕円複体に対するHodge分解). 上の状況で次が成立する．

1. Hi(M,E∗) ∼= ker∆i であり，有限次元ベクトル空間である．



4.6 楕円複体 139

2.
Γ(Ei) = ker∆i ⊕ P ∗

i (Γ(Ei+1))⊕ Pi−1(Γ(Ei−1)

であり，この分解は L2 内積について直交直和となっている．

Example 4.6.4. M をコンパクト向きつき多様体として，次の微分複体を考える．

· · · → Ωp(M)
d−→ Ωp+1(M) → · · ·

このとき，M にリーマン計量を入れ，Λp(M)にもリーマン計量を入れれば．上は楕円複

体になる．この楕円複体に対する Hodge分解が，我々が学んできたものである．そして，

Hi
DR(M) ∼= ker(dd∗ + d∗d)

が成立するのであった．

次の例は，複素多様体への応用である（複素多様体を知らない場合は，飛ばしてくだ

さい）．

Example 4.6.5. M をコンパクト複素多様体として，E を正則ベクトル束とする．この

とき

Ωi(M,E) := Γ(Λi(M)⊗C E) = ⊕p+q=iΩ
p,q(M,E). Ωp,q(M,E) = Γ(Λp,q(M)⊗C E)

とする．E が正則ベクトル束であるので，Dolbeault作用素

∂̄E : Ωp,q(M,E) → Ωp,q+1(M,E)

が定義される．つまり，局所座標で

ω =
∑

αIJdzI ∧ dz̄J , αIJ ∈ Γ(U,E)

としたときに，

∂̄Eω =
∑∑

j

∂αIJ

∂z̄j
dz̄j

 ∧ dzI ∧ dz̄J

としたものである．E が正則ベクトル束であることから，これは大域的に定義される．ま

た，局所座標系で見ればわかるように ∂̄E ∂̄E = 0である．

Exercise 4.6.6. 大域的に定義されることを証明せよ．また，∂̄E ∂̄E = 0を示せ．

そこで，

· · · → Ωp,q(M,E)
∂̄E

−−→ Ωp,q+1(M,E) → · · ·

という微分複体が得られるが，これは楕円複体であり（twisted）Dolbeault複体という

（twistedとはベクトル束 E をテンソルしているので）．
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どるぼーふくたい@Dolbeault複体

主表象の複体が完全であることを証明する必要がある．E はテンソルしただけであ

り局所的に書けばわかるように，E は自明束としてよく，∂̄ の主表象を考えればよい．

Λ0,1(M) ∼= T ∗M であること及び ∂̄ =∼ dz̄i
∂

∂z̄j
∧であることを考慮すれば．

σξ(∂̄
E) =

i

2
ξ∧

となる．よって，ドラーム複体のときと同様にして，完全であることがわかる．

さて，この複体のコホモロジーは

Hp,q

∂̄
(M,E) ∼= ker∆ = ker(∂̄E(∂̄E)∗ + (∂̄E)∗∂̄E)

となるが，右辺が有限次元となることがわかる．なお，E が自明な直線束 E =M ×Cの
場合には，Hp,q

∂̄
(M)と書く．

E に値をもつ正則 p 形式の germ の層に対して，次の fine resolution が存在するので

あった.

0 −→ Ωp(E)
i−→ A(p,0)(E)

∂̄E

−−→ A(p,1)(E)
∂̄E

−−→ · · ·A(p,n)(E)
∂̄−→ 0

ここで，A(p,q)(E)は E に値をもつ滑らかな (p, q)形式の germの層である（fineな層）．

これより Dolebeaultの定理が成立する.

Hq(M,Ωp(E)) =
ker(∂̄E : Γ(M,A(p,q)(E)) → Γ(M,A(p,q+1)(E)))

∂̄E(Γ(M,A(p,q−1)(E)))

左辺は，層 Ωp(E)に対する層の q 次コホモロジーである．この事実を合わせれば．

Hq(M,Ωp(E)) ∼= Hp,q

∂̄
(M,E) ∼= ker∆

となり，M がコンパクト複素多様体のとき，これらが有限次元であることがわかる．

さて，コンパクト向きつきリーマン多様体M 上の楕円複体，

E∗ : · · · → Γ(Ei)
Pi−→ Γ(Ei+1) → · · ·

で長さが有限であるとする．このとき，

E+ = ⊕iE2i, E− = ⊕iE2i+1

とする．rank(E+) = rank(E−)であることに注意する．また，微分作用素

D+ = P+ + P ∗
− : Γ(E+) → Γ(E−)

D− = P− + P ∗
+ : Γ(E−) → Γ(E+)
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を考える．ここで，P+ = ⊕P2i，P− = ⊕P2i+1．この作用素

D =

(
0 D−

D+ 0

)
: Γ(E+ ⊕ E−) → Γ(E− ⊕ E−)

を楕円複体 E∗ に対するディラック作用素とよぶ．

次は明らかであろう．

Proposition 4.6.7. 1. D+，D− は互いに形式的に随伴である．また，Pi の階数を

dとすれば D± は d階の楕円型微分作用素である．よって，D は d階の形式的自

己共役楕円型微分作用素．

2. ∆+ = D−D+ = ⊕∆2i．∆− = D+D− = ⊕∆2i+1 となり，形式的自己共役な楕円

型微分作用素である．

3. フレドホルム指数を

ind(D+) = dimkerD+ − dimker(D+)∗ = dimkerD+ − dimkerD−

として定めれば，

ind(D+) =
∑

(−1)i dimker∆i =
∑

(−1)i dimHi(M,E∗) = −ind(D−)

を得る．

Proof. D± が楕円型であることは，E+, E− のランクが等しく．D+D− が楕円型である

ことから従う．

Example 4.6.8. ドラーム複体の場合には，

ind(d+ d∗) =
∑

(−1)i dimHi(M) = χ(M)

となり，ディラック作用素の指数はオイラー数に一致する．

この楕円複体（または楕円型微分作用素）に対するディラック作用素の指数は，Atiyah-

Singer指数定理により，特性類のM 上の積分として書くことが可能である．楕円型微分

作用素の基礎知識はできたので，興味のある学生さんは Atiyah-Singerの指数定理に関す

る論文などを読むことをお勧めする．
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応用

5.1 固有値問題

Laplace-Beltrami作用素 ∆ : Ωp(M) → Ωp(M)の固有値問題および固有関数展開につ

いて述べよう．固有値問題はグリーン作用素が，あるヒルベルト空間上で自己共役コンパ

クト作用素であることから従うが，固有関数が滑らかであることを示す必要がある．

Definition 5.1.1 (固有値・固有関数). 実数 λが固有値とは，p-form u ̸≡ 0で∆u = λu

となるものが存在．また，この uを固有値 λに対する ∆の固有関数とよぶ．そして，固

有値 λに対する固有関数全体のベクトル空間を固有空間とよぶ．

Lemma 5.1.1. 1. ∆の固有値はゼロ以上．

2. ∆の固有空間は有限次元．

3. ∆の固有値は有限な集積値をもたない．つまり，ある有限の値に収束するような固

有値列は存在しない．特に，固有値は離散的であり 0 = λ0 ≤ λ1 ≤ · · · とすれば，
limn→∞ λn → ∞．

4. 異なる固有値に対する固有空間は互いに直交する．

Proof. ∆u = λuとすれば，

λ∥u∥2 = ⟨∆u, u⟩ = ∥du∥2 + ∥δu∥2 ≥ 0

であるので，λ ≥ 0である．

無限次元とすると，固有空間の正規直交列 {un} をとれる．∥un∥ = 1，∥∆un∥ =

λ∥un∥ = λと有界である．よってコーシー部分列をもつが，

∥un − um∥2 = 2

となるので矛盾．よって有限次元である．
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λ ̸= µとし，∆u = λu，∆v = µv とすると，

λ⟨u, v⟩ = ⟨∆u, v⟩ = ⟨u,∆v⟩ = µ⟨u, v⟩

となるので，(λ− µ)⟨u, v⟩ = 0となる．λ ̸= µより ⟨u, v⟩ = 0となる．

有限の集積点 α があると仮定．固有値と正規直交固有関数の列 {λn, un}n で λn → α

となるものが存在する．λn → αであるので，{λn}n は有界である．先ほどと同様にコー
シー部分列をもち矛盾する．同様にして，固有値は有界でないことがわかる．

さて，固有値・固有関数が存在することを見たい．特に固有関数が滑らかを示したい．

まず，ゼロが固有値であることは，非自明な調和形式が存在することは同値である．次

に，正の固有値をもつことを示そう．

∆を (Hp)⊥ に制限すれば，

∆ : (Hp)⊥ → (Hp)⊥, G = ∆−1

となる．このとき，∆のある固有値 λが存在する．また，λ ̸= 0が ∆の固有値であるこ

とは 1/λが Gの固有値であることと同値である．

Proof. Gは (Hp)⊥ 上の有界作用素であるので，

η = sup
∥ϕ∥=1,ϕ∈(Hp)⊥

∥Gϕ∥

が定まる．このとき ϕ ̸= 0なら Gϕ ̸= 0であることから η > 0である．また，supの定義

から ∥Gϕ∥ ≤ η∥ϕ∥（∀ϕ ∈ (Hp)⊥）．このとき 1/η が ∆の固有値になることを証明しよ

う．{ϕj} ⊂ (Hp)⊥ を η に対する最大化列とする．つまり ∥ϕj∥ = 1かつ ∥Gϕj∥ → η と

なるもの（supの定義から存在）．このとき，まず ∥G2ϕj − η2ϕj∥ → 0である．実際，

∥G2ϕj − η2ϕj∥2 =∥G2ϕj∥2 − 2η2⟨G2ϕj , ϕj⟩+ η4

≤η2∥Gϕj∥2 − 2η2∥Gϕj∥2 + η4 → 0

さらに，∥Gϕj − ηϕj∥ → 0である．実際，ψj = Gϕj − ηϕj とすれば，

⟨ψj , G
2ϕj − η2ϕj⟩ =⟨ψj , Gψj + ηψj⟩

=⟨ψj , Gψj⟩+ η∥ψj∥2 ≥ η∥ψj∥2

左辺は 0へ収束し η > 0であるので，ψj = Gϕj−ηϕj → 0となる．ここで，⟨ψj , Gψj⟩ ≥ 0

を用いた．これは，⟨ψj , Gψj⟩ = ⟨∆Gψj , Gψj⟩ ≥ 0から従う．また，最大化列 ϕj は有界

であるので，命題 2.4.10（Gがコンパクト作用素）より，Gϕj はコーシー部分列をもつ．

それを改めて ϕj とかく．そこで，有界線形汎関数

l : Ωp(M) ∋ β 7→ lim
j→0

η⟨Gϕj , β⟩ ∈ R
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を考える．右辺は ⟨Gϕj , β⟩がコーシー列であるので収束することから定義できる．また，
有界線形であることも明らか．さらに，

l((∆−1/η)∗β) = lim
j→0

η⟨(∆−1/η)Gϕj , β⟩ = lim
j→0

(η⟨ϕj , β⟩−⟨Gϕj , β⟩) = lim
j→0

⟨(−(G−η)ϕj , β⟩

となるが，
|⟨(G− η)ϕj , β⟩| ≤ ∥(G− η)ϕj∥∥β∥ → 0

となる．このように，有界線形作用素 lは，方程式

(∆− 1/η)u = 0

の弱解である．さらに，∆− 1/η は楕円型であるので（1/η は０階作用素の部分なので影

響なし），真の解をもつ．よって，∆u = 1/ηuをみたす u ∈ (Hp)⊥ ⊂ Ωp(M)が存在す

る．

他の固有値・固有関数の存在は，帰納法による．固有値 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn と対応す

る正規直交固有関数 u1, · · · , un ∈ (Hp)⊥ が得られたとする．Rn = span⟨u1, · · · , un⟩と
して，(Hp ⊕Rn)

⊥ を考えると，G,∆ : Rn → Rn であるので，

G,∆ : (Hp ⊕Rn)
⊥ → (Hp ⊕Rn)

⊥

であり，互いに逆作用素である．そこで，

ηn+1 = sup
∥ϕ∥=1,ϕ∈(Hp⊕Rn)⊥

∥Gϕ∥

とすれば，先ほどと同様にして λn+1 = 1/ηn+1 が∆の固有値であることがわかる．

Exercise 5.1.2. 各自，証明せよ．

さらに，

ηn+1 = sup
∥ϕ∥=1,ϕ∈(Hp⊕Rn)⊥

∥Gϕ∥ ≤ sup
∥ϕ∥=1,ϕ∈(Hp⊕Rn−1)⊥

∥Gϕ∥ = ηn

であるので，λn+1 ≥ λn となる．

このように，固有値の列 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · と対応する（正規直交）固有関数の列 u1, u2, · · ·
を得る．α ∈ Ωp(M)として，このとき，

lim
n→∞

∥α−
n∑

i=1

⟨α, ui⟩ui∥ = 0
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Proof. dimHp = k とすれば，u1, · · · , uk ∈ Hp である．このとき β ∈ (Hp)⊥ で，

Gβ = α−
∑k

i=1⟨α, ui⟩ui となるものが存在．よって，n > k に対して，

∥G(β −
n∑

i=k+1

⟨β, ui⟩ui)∥ = ∥α−
k∑

i=1

⟨α, ui⟩ui −
n∑

i=k+1

⟨1/λiβ, ui⟩ui∥

= ∥α−
k∑

i=1

⟨α, ui⟩ui −
n∑

i=k+1

⟨Gβ, ui⟩ui∥ = ∥α−
n∑

i=1

⟨α, ui⟩ui∥

となる．そこで，β −
∑n

i=k+1⟨β, ui⟩ui ∈ (Hp ⊕Rn)
⊥ であるので，λn+1 の定義から，

∥G(β −
n∑

i=k+1

⟨β, ui⟩ui)∥ ≤ 1

λn+1
∥β −

n∑
i=k+1

⟨β, ui⟩ui∥ ≤ 1

λn+1
∥β∥ → 0 (n→ ∞)

となる．よって，∥α−
∑n

i=1⟨α, ui⟩ui∥ → 0，

以上から，L2 空間内で，

α =
∞∑
i=1

⟨α, ui⟩ui

が成立する．L2 での収束なので，最後に，右辺がちゃんと一様ノルムに関して収束して

いることを述べる必要がある．これがわかれば，この等号は連続関数として（よって滑ら

かな関数として）の等号となる．Ωp(M)上の一様ノルムを

∥α∥∞ = sup
m∈M

√
⟨α, α⟩ = sup

m∈M

√
∗(α ∧ ∗α)

とする．ソボレフの補題（補題 3.3.8）から，t ≥ [n/2] + 1なら ∥ϕ∥∞ ≤ c∥ϕ∥t であった．
そこで，M がコンパクトであることから，１の分割などを利用して，つぎがわかる．ま

た，(1 + ∆)k は以前述べたKk に対応するもので (3.4)を使っていることに注意．

Lemma 5.1.3. ある十分大きい整数 k および正定数 cが存在して

∥α∥∞ ≤ c∥(1 + ∆)kα∥, ∀α ∈ Ωp(M).

さて，α ∈ Ωp(M)，Pn(α) =
∑n

i=1⟨α, ui⟩ui とする．∆Pn = Pn∆であるので，

∥α− Pn(α)∥∞ ≤ c∥(1 + ∆)k(α− Pn(α))∥ ≤= ∥ϕ− Pn(ϕ)∥ → 0 (n→ ∞)

ここで，ϕ = (1 +∆)kαとしている．このように，一様ノルムについても

α =
∞∑
i=1

⟨α, ui⟩ui

となる．以上をまとめて．
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Theorem 5.1.4 (固有関数展開). M をコンパクト向きつきリーマン多様体とし，

Laplace-Beltrami 作用素 ∆ : Ωp(M) → Ωp(M) を考える．このとき，固有値の列 0 ≤
λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → ∞および滑らかな正規直交固有関数の列 u1, u2, u3, · · · が存在して，次
をみたす．

1. 任意の α ∈ Ωp(M)に対して，

α =

∞∑
i=1

⟨α, ui⟩ui, ∥α∥2 =
∞∑
i=1

⟨α, ui⟩2

2. 固有空間は有限次元であり，異なる固有値の固有空間は直交する．

Remark 5.1.1. （若干，この remarkはいい加減に書いてます）形式的自己共役な楕円型

微分作用素でも同様の定理が成立する．自己共役でない楕円型微分作用素の場合には，固

有値が離散的にならないこともある（多様体がコンパクトでも）．次は Seeleyによる例：

M 上のラプラス作用素 ∆M を考えて，

L = −
(
e−iθ ∂

∂θ

)2

+ e−2iθ∆M

として，M × S1 上の２階微分作用素を考える．これは楕円型であることがわかる．しか

し，t =
√
λeiθ と変換すると，任意の複素数 λ ̸= 0に対して，u = exp(±i

√
λe exp iθ)が

固有値 λ の固有関数となることがわかる．このような状況を避けるには強楕円型という

概念がある．点 xにおいて，強楕円型とは，ある定数 c(x) > 0が存在して，

ℜ⟨σξ(L)v, v⟩ ≥ c∥v∥2 ∀v ∈ Ex, ∀ξ ∈ T ∗
xM (|ξ| = 1)

となることである．ここで ξ → −ξ にしても成立する必要があるので，作用素の階数は偶
数でなければならないことに注意．ラプラシアンは強楕円型である．ディラック作用素は

強楕円型ではないが，その２乗が強楕円型であるので振る舞いはよい．実際，スペクトル

は離散である．上で述べた作用素は楕円型であるが，強楕円型でない例であり，スペクト

ルが離散とならない例である．その他にも 2階微分作用素 (∂x+ i∂y)2（on R2）などが楕

円型であるが強楕円型でない例である．コンパクト多様体の強楕円型作用素に対しては，

その固有値は離散であり，集積点は無限大のみであることが知られている．また，最大値

原理も強楕円型でなければ成立するとは限らない（easy）．強楕円型の概念は，境界付き

の多様体の場合やコンパクトでない場合の微分作用素を扱うためには重要な概念である．

5.2 Peter-Weylの定理

S1 上の関数はフーリエ展開可能であった．このとき，− d2

dt2 e
imt = meimt であるので，

これはラプラス作用素に対する固有関数展開となる．S1 = U(1) と可換コンパクトリー
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群であることを考えると，一般の（非可換）コンパクトリー群 Gに対しても同様のこと

を考えることができる．つまり，コンパクトリー群 G上の関数のフーリエ展開である．

Definition 5.2.1. 集合 Gがリー群であるとは，

1. Gは群

2. Gは滑らかな多様体．

3. G×G ∋ (x, y) → xy ∈ G，G ∋ x→ x−1 ∈ Gが滑らか．

また，Gが多様体としてコンパクトのとき Gをコンパクトリー群とよぶ．

Gの左作用，右作用を

Lg : G ∋ x 7→ gx ∈ G, Rg : G ∋7→ xg ∈ G

とする．これらは微分同相写像であり，その微分写像を考えると，

dLg : TxG→ TgxG, dRg : TxG→ TxgG

という線形写像を得る．

Proposition 5.2.1. リー群上には左不変計量が存在する．つまり，

⟨v, w⟩x = ⟨dLgv, dLgw⟩gx ∀g ∈ G, ∀v, w ∈ Tx(G)

となる計量が存在する．

Proof. Te(G)上の内積 ⟨·, ·⟩を固定する．このとき，x ∈ G上の内積を

⟨v, w⟩x = ⟨dLx−1v, dLx−1w⟩e

として定義すれば，LgLx = Lgx より，dLgdLx = dLgx となるので，

⟨dLgv, dLgw⟩gx = ⟨dL−1
x dL−1

g dLgv, dL
−1
x dL−1

g dLgw⟩e = ⟨dLx−1v, dLx−1w⟩e

となるので，不変であることがわかる．

Definition 5.2.2. リー群 Gの表現とは，（有限次元）複素ベクトル空間 V と連続な準

同形 π : G → GL(V )の組のことである．V を表現空間または G加群とよぶ．また表現

を Gが V へ作用しているということもある．

Definition 5.2.3. エルミート内積 (·, ·) の入った表現空間 V を考える．この空間に G

が作用して，(π(g)v, π(g)w) = (v, w)（∀g ∈ G, ∀v, w ∈ V）が成立するとき，表現をユ

ニタリ表現とよぶ．
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Proposition 5.2.2. コンパクトリー群 Gの有限次元表現を考える．このとき，ユニタ

リ表現になるようにエルミート内積を入れることができる．

Proof. V の勝手なエルミート内積 (·, ·)を選ぶ．そして，

(v, w)inv =
1

vol(G)

∫
G

(gv, gw)dg =
1

vol(G)

∫
G

(ghv, ghw)dg = (hv, hw)inv, h ∈ G

と積分すればよい．ここで，Gがコンパクト群であるので，不変積分要素 dgが存在する．

つまり
∫
G
f(gg′)dg =

∫
G
f(g)dg =

∫
G
f(g′g)dg が成立する．

Definition 5.2.4. 表現空間 V が非自明な G不変部分空間をもつとき可約とよぶ．それ

以外の時を既約とよぶ．（部分空間 W が G 不変とは，GW ⊂ W となること．また V ,

{0}は不変部分空間であるが，これらは自明な不変部分空間とよぶ）．また表現空間が既
約表現空間の直和に分解できるとき，完全可約とよぶ．

リー環の表現の既約や可約なども同様である．

Proposition 5.2.3. コンパクトリー群 Gの表現は完全可約である．

Proof. V を Gの表現として，ユニタリ表現としておく．W ⊂ V が G不変であるとすれ

ば．W ⊕W⊥ と分解できる．ここでユニタリ表現であることからW⊥ も G不変である．

以下この作業を繰り返せばよい．

そこで，我々は主に既約表現空間を考えればよいことにする．

Remark 5.2.1. 無限次元ベクトル空間へのユニタリ表現を考えることもできる．しかし，

Gがコンパクトの場合は，任意の既約ユニタリ表現は有限次元であることがわかる．

Definition 5.2.5. G の表現 (π, V ), (π′, V ′) が同値とは，Φ : V → V ′ というベクトル

空間としての同型写像で，G の作用と可換なものが存在することをいう．（Φ(π(g)v) =

π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V） G加群として同型のことである）．また，同値でないとき

は非同値とよぶ．

Proposition 5.2.4 (シューアの補題). G の既約表現 (π, V ), (π′, V ′) を考える．Φ :

V → V ′ が G線形とする．つまり Φ(π(g)v) = π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V）が成立す

るとする．このとき，V と V ′ が非同値なら Φ = 0である．同値なら，V と V ′ を同一視

することにより，Φ = λid（λ ∈ C）となる（λ = 0もありえることに注意）．

Definition 5.2.6. 表現 (π, V ), (π′, V ′)に対して G線形写像の全体を HomG(V, V
′)と

書く．
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Corollary 5.2.5. 既約表現 (π, V ), (π′, V ′)に対して，

HomG(V, V
′) =

{
0 π ̸∼= π′

C π ∼= π′

Proof of proposition. 線形写像 Φ : V → V ′ が G線形であるので，kerΦ, ImageΦは G

不変部分空間である．そこで，Φ ̸= 0なら，既約性から kerΦ = 0および，ImageΦ = V ′

を得る．よって．Φは同型写像であり，π ∼= π′ となる．このように，π ̸∼= π′ なら Φ = 0

となる．

同値な場合には，G線形同型写像 T : V → V ′ が存在する．そこで，T−1 ◦Φ : V → V

を，新たに Φ として考えてよい．Φ の固有値の一つを λ とする．このとき Φ − λ も

G 線形写像である．ker(Φ − λ) は {0} でない G 不変部分空間であるので既約性から

ker(Φ− λ) = V となる，よって，Φ = λidとなる．

Example 5.2.6. Gのユニタリ表現 (π, V )を考える．このとき双対空間 V ∗ 上で，

(π(g)f)(v) = f(π(g−1)v), f ∈ V ∗, v ∈ V

により，V ∗ 上の表現を得ることができる（表現になることは演習問題）．これを転置表現

または双対表現とよぶ．

また，V の共役空間 V̄ を考える．つまり

V̄ := {v̄ | v ∈ V }

という集合であり，v̄+ w̄ = v + w, z · v̄ = z̄v̄によりベクトル空間の構造を入れたもので

ある．（v̄ は v の複素共役とは限らない．複素共役が定義できるには V に実構造が必要で

ある）．このとき，
π(g)v̄ = π(g)v, v ∈ V

により，V̄ はGの表現空間になる．これを共役表現という．さらにユニタリ表現なら，エ

ルミート内積を使って V ∗ ∼= V̄ という線形同型が作れるが，これは G線形になる．よっ

て，V の共役表現と双対表現は同値になることがわかる．

Example 5.2.7. 表現 (π, V ), (π′, V ′)から，表現を作ることができる．

1. V ⊕ V ′ は (π ⊕ π′)(g) := π(g)⊕ π′(g)とすれば，G加群になる．

2. V ⊗V ′は (π⊗π′)(g) := π(g)⊗π′(g)とすれば，G加群になる．（π(g)⊗π′(g)(v⊗
v′) = π(g)v ⊗ π′(g)v′ を線形に拡張）これをテンソル積表現とよぶ．

3. V の交代テンソル積 Λk(V )を考える．上と同様に G加群であることがわかる．つ

まり π(g)(v1 ∧ · · · ∧ vk) := π(g)v1 ∧ · · · ∧ π(g)vk とすればよい．
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4. V の対称テンソル積 Sk(V )を考えると，これは G加群．

5. Hom(V, V ′)は G加群．

などなど，線形代数の基本的な操作を使えば，表現をたくさんつくることができる．

G をコンパクトリー群とする．両側不変積分要素 dx を使って，G 上の連続関数全体

C(G)に内積を

(f1, f2) =

∫
G

f1(x)f2(x)dx

として導入する．Gの左正則表現 (L,C(G))を

(L(g)f)(x) = f(g−1x)

と定義する（無限次元の場合には，作用が連続の定義は G× V ∋ (g, v) → π(g)v ∈ V が

連続とする）．これは，L(g) は２乗可積分な関数全体 L2(G) 上のユニタリ作用素へ拡張

され，左正則表現 (L,L2(G))を得る．また，G×Gの表現 τ を

(τ(g, h)f)(x) = f(g−1xh)

とすれば，τ(g, h)は L2(G)上のユニタリ作用素になる．

Proof. 作用になることだけ証明しておこう．

(τ(g1, h1)τ(g2, h2)f)(x) = (τ(g2, h2)f)(g
−1
1 xh1)

=f(g−1
2 g−1

1 xh1h2) = f((g1g2)
−1xh1h2) = (τ(g1g2, h1h2)f)(x)

Exercise 5.2.8. ユニタリであることを示せ．

Definition 5.2.7. G の既約有限次元ユニタリ表現の同値類全体を Ĝ で表す．また，

γ ∈ Ĝに対して表現空間を Vγ，表現を πγ で表す（同値なものは面倒なので区別しないこ

とにする）

既約ユニタリ表現 γ ∈ Ĝに対して，双線形写像 Φγ を

Φγ : Vγ ⊗ V ∗
γ ∋ v⊗ λ 7→ Φγ(v⊗ λ) ∈ C(G) ⊂ L2(G), Φ(v⊗ λ)(g) := λ(πγ(g

−1)v)

で定義する．この写像は G×G線形写像となる．つまり，

Φγ ∈ HomG×G(Vγ ⊗ V ∗
γ , L

2(G))
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Proof. まず V ∗
γ への Gの作用は λ ∈ V ∗

γ に対して，

(πγ(k)
∗λ)(v) = λ(πγ(k

−1)v), ∀v ∈ Vγ

とし作用させるのであった．このようにすれば，

(πγ(k)
∗πγ(k

′)∗λ)(v) = (πγ(k
′)∗λ)(πγ(k

−1)v) = λ(πγ(k
′−1k−1)v) = λ(πγ((kk

′)−1)v)

= (πγ(kk
′)∗λ)(v)

となり作用になる．

さて，Φγ が G×G線形であることを証明しよう．

Φγ((k, h)(v ⊗ λ))(g) = (πγ(k)
∗λ)(πγ(g

−1)πγ(h)v) = λ(π(k−1g−1h)v)

= (τ(k, h)Φγ(v ⊗ λ))(g)

像 Φγ(Vγ ⊗ V ∗
γ )は表現 (πγ , Vγ)の行列成分で張られる空間となる．ここで，行列成分

について説明しおこう．Vγ の基底 {v1, · · · , vm}及びその双対基底 {v∗1 , · · · , v∗m}を選ん
でおく．この基底に関する表現行列を (π(g)kl)k,l とする：

π(g)(v1, · · · , vm) = (v1, · · · , vm)(π(g)kl)

である．よって，π(g)vl =
∑

k π(g)klvk であるので，行列成分は

π(g)ij = v∗i (π(g)vj)

である．基底の取り方を変えたり，同値な表現をとったりしても，その場合の行列成分

は，ここで述べた行列成分の線形結合でかけることがわかる．

Peter-Weylの定理とは，すべての表現の行列成分が張る C(G)の部分空間は，C(G)内

で稠密になることである．これまでの議論から，その部分空間は

⊕γ∈ĜΦγ(Vγ ⊗ V ∗
γ )

のことである．

Theorem 5.2.9. Gをコンパクトリー群とする．このとき，⊕γ∈ĜΦγ(Vγ ⊗ V ∗
γ )は一様

ノルムに対して，C(G)内で稠密である．つまり，g ∈ C(G)とすると，任意の ϵ > 0に

対して，f ∈ ⊕γ∈ĜΦγ(Vγ ⊗ V ∗
γ )が存在して，|f(σ)− g(σ)| < ϵ（∀σ ∈ G）．

Proof. リー群 G上のリーマン計量として，左不変計量をとる．滑らかな関数は一様ノル

ムについて連続関数空間で稠密であった．また，ラプラシアンの固有空間の直和は，一様

ノルムについて滑らかな関数全体で稠密であった，そこで，Peter-Weylの定理を証明す
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るには，∆ : C∞(G) → C∞(G)の固有関数がある表現の行列成分の線形結合であること

を証明すればよい．

Gは C∞(G)に，

(L(g))(f)(x) = f(g−1x) = (f ◦ Lg−1)(x) = (L∗
g−1f)(x)

と作用を定義した．リーマン計量は左作用で不変であるので，Lg−1 は等長変換である．

よって，ラプラシアンと可換である．実際，L∗
gd = dL∗

g であり，star作用素は正規直交

基底を使って定義されたので，Lg で不変である．よって，L∗
gδ = δL∗

g である．そこで，

∆ = δd+ dδ（今は関数上なので ∆ = δd）は Lg で不変となる．つまり，

L∗
g∆ = ∆L∗

g ∀g ∈ G

となるので，L(g)∆ = L(g)∆となる．

さて，Vλ を固有値 λの固有空間とする．これは有限次元であった，このとき Gの作用

で Vλ は不変である．実際，f ∈ Vλ とすれば，∆f = λf であり，∆L(g)f = L(g)∆f =

λL(g)f となるので L(g)f ∈ Vλ となる．このように，各固有空間は Gの有限次元表現空

間となる（既約とは限らない）．

そこで，Vλ の基底を ϕ1, · · · , ϕn とし，

ϕi(gx) = (L(g−1)ϕi)(x) =
∑
k

gji(g
−1)ϕj(x)

とかける．そして，表現がユニタリであることを使えば，

ϕi(g) = (L∗
gϕi)(e) =

∑
gji(g

−1)ϕj(e) =
∑

gij(g)ϕj(e)

となる．よって，固有関数 ϕi が有限次元表現 Vλ の行列成分 {gij(g)} の一次結合とな
る．

Remark 5.2.2. 実は，もう少し精密なことがわかる．G × G のユニタリ表現 (τ, L2(G))

は ⊕γ∈ĜVγ ⊗ V ∗
γ（直交直和）と同値である．つまり，Φ̃γ :=

√
dimVγΦγ とすれば，

⊕γ∈ĜΦ̃γ : ⊕γ∈ĜVγ ⊗ V ∗
γ → L2(G)

は G × Gのユニタリ表現の同値写像を与える．この写像は内積を保つので，ユニタリ同

型である．また，異なる既約表現の行列成分は直交する（Schurの直交関係）．このよう

に，既約成分の行列成分で正規直交系となるものがとれ，G上の関数は行列成分で展開可

能である．これがフーリエ展開の一般化である．

Remark 5.2.3. 各既約成分 Vγ ⊗ V ∗
γ はある固有空間またはその部分空間になる．そこで，

各既約成分にラプラス作用素がどう作用するかを見ることにより固有値を調べることが可

能である．実際，ラプラス作用素はいわゆるカシミール作用素となり具体的に固有値を求

めることができるのである．
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5.3 Overdetermined elliptic，Underdetermined elliptic

せっかく楕円型微分作用素を学んだので，微分幾何学でよく利用する事実を証明してお

く．（Besse [4]を参照）．

M をコンパクト向きつきリーマン多様体として，E,F を計量が入ったベクトル束とす

る．Lを楕円型微分作用素 L : Γ(E) → Γ(F )としたとき，

Γ(F ) = L(Γ(E))⊕ kerL∗, Γ(E) = L∗(Γ(F ))⊕ kerL

が成立した．また，Lω = αが解をもつための必要十分条件は，α ∈ (kerL∗)⊥ = L(Γ(E))

であり，L∗η = β が解をもつための必要十分条件は β ∈ (kerL)⊥ = L∗(Γ(F ))であった．

Definition 5.3.1. P : Γ(E) → Γ(F )を微分作用素とする．

• P が underdetermined ellipticとは，主表象 σξ(P ) : Ex → Fx が全射（∀x ∈
M，∀ξ ∈ T ∗

x (M)）．よって，このとき PP ∗ : Γ(F ) → Γ(F )は楕円型微分作用素

となる．例えば，

Γ(TM) ∋ X 7→ div(X) = −
∑

∇iX
i ∈ C∞(M)

は underdetermined ellipticである．

• P が overdetermined ellitpicとは，主表象 σξ(P ) : Ex → Fxが単射（∀x ∈M，

∀ξ ∈ T ∗
x (M)）．よって，このとき P ∗P : Γ(E) → Γ(E) は楕円型微分作用素とな

る．例えば，
C∞(M) ∋ f 7→ grad(f) ∈ Γ(TM)

は overdetermined ellpticである．

M がコンパクトであるので，

Pf = 0 ⇐⇒ P ∗Pf = 0

が成立する．実際，
0 = ⟨P ∗Pf, f⟩ = ⟨Pf, Pf⟩ = ∥Pf∥2

から従う．同様に，P ∗f = 0 ⇐⇒ PP ∗f = 0．

さて，微分幾何学でよく利用する定理は次である．

Theorem 5.3.1. • P が underdetermined ellipticなら，kerP ∗は有限次元であり，

Γ(F ) = P (Γ(E))⊕ kerP ∗
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• P が overdetermined ellipticなら，

Γ(F ) = P (Γ(E))⊕ (kerP ∗ ∩ Γ(F ))

Proof. P が underdetermined ellipticとする．PP ∗ は楕円型であるので，

Γ(F ) = PP ∗(Γ(F ))⊕ kerPP ∗ = PP ∗(Γ(F ))⊕ kerP ∗

となる．PP ∗(Γ(E)) = P (Γ(E))を証明すればよい．PP ∗(Γ(E)) ⊂ P (Γ(E))は明らか．

また，Pϕ ∈ P (Γ(E)), ψ ∈ kerP ∗ に対して，

⟨Pϕ, ψ⟩ = ⟨ϕ, P ∗ψ⟩ = 0

となるので，L2 内積に関して，

P (Γ(E)) ⊥ kerP ∗

となる．そこで，Pϕ ∈ P (Γ(E)) ⊂ Γ(F )とすれば，Γ(F ) = PP ∗(Γ(F ))⊕ kerP ∗ であ

るので，
Pϕ = PP ∗ϕ1 + ϕ2

と分解されるが，
0 = ⟨Pϕ, ϕ2⟩ = ⟨ϕ2, ϕ2⟩

であるので，ϕ2 = 0であり，
Pϕ = PP ∗ϕ1

となる．よって，PP ∗(Γ(E)) ⊃ P (Γ(E))となる．以上から，

Γ(F ) = PP ∗(Γ(E))⊕ kerP ∗ = P (Γ(E))⊕ kerP ∗

を得る．また，ヒルベルト空間 L2(F )内で kerP ∗ は（滑らかな切断からなる）有限次元

な閉部分空間である．よって，

L2(F ) = (kerP ∗)⊥ ⊕ kerP ∗, (kerP ∗)⊥ = PP ∗(Γ(F )) = P (Γ(E))

次に P が overdetermined elliptic とする．P ∗ は underdetremined elliptic であるの

で，上で述べたことから

Γ(E) = P ∗P (Γ(E))⊕ kerP ∗P = P ∗(Γ(F ))⊕ kerP

が成立する．また，L2(E)において，

Image(P ∗) = (kerP )⊥
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も同様に成立する．さて，f ∈ Γ(F )とすれば，P ∗f ∈ P ∗(Γ(F )) = P ∗P (Γ(E))であり，

P ∗P が楕円型であることから，
P ∗Pu = P ∗f

を満たす滑らかな解 u ∈ Γ(E)が存在する．よって，P ∗(Pu− f) = 0であるので，

Pu− f ∈ kerP ∗ ∩ Γ(F )

となる（ここで P ∗ は楕円型かわからないので，kerP ∗ は滑らかな切断からなるとは限ら

ないし，無限次元かもしれないことに注意しよう）．また，Ψ ∈ kerP ∗ とすれば，

(Pu,Ψ) = (u, P ∗Ψ) = 0

であるので，Pu ∈ (kerP ∗)⊥ ∩ Γ(F )である．以上を合わせれば次がわかる．f ∈ Γ(F )

として，u ∈ Γ(E)を P ∗Pu = P ∗f の解とすれば，

Pu− f = 0 ⇐⇒ f ∈ (kerP ∗)⊥ ∩ Γ(F )

特に，(kerP ∗)⊥ ∩ Γ(F ) = P (Γ(E))が成立する．そこで，

f = −(Pu− f) + Pu ∈ kerP ∗ ∩ Γ(F )⊕ P (Γ(E))

となり，
Γ(F ) = kerP ∗ ∩ Γ(F )⊕ P (Γ(E))

が従う．

応用例を一つ述べるが，リーマン計量の汎関数の話などに繋がるものである（共変微分

などを知らない場合は飛ばしてください）．

Example 5.3.2. (M, g)を向きつきコンパクトリーマン多様体とする．また，Sp(M) :=

Γ(Sp(T ∗M)) を T ∗M の p 次対称テンソル積の切断の空間とする．このとき，レビチビ

タ接続から導かれる共変微分を ∇として，symを対称化作用素とする．

∇ : Sp(M) → Ω1(M)⊗ Sp(M), sym : Ω1(M)⊗ Sp(M) → Sp+1(M)

symは次で定義される．

sym(α, ω)(X0, · · · , Xp) :=
1

p+ 1

p∑
i=0

α(Xi)ω(X0, · · · , X̂i, · · · , Xp)

このとき，
δ∗ := sym ◦ ∇ : Sp(M) → Sp+1(M)
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とする．さらに，δ∗ の formal adojointを δ と書き，divergenceとよぶ．

δ : Sp+1(M) → Sp(M), (δT )i1···ip = −
∑
p

∇pTpi1···ip

さて，S2(M) を考えてみる．このとき，δ∗ : S1(M) = Ω1(M) → S2(M) は overde-

termined ellipticであり，S2(M)に対して次の直交直和分解が成立する．

S2(M) = Image(δ∗)⊕ ker δ

ここで，ker δ = {ϕ ∈ S2(M) | δϕ = 0}．この分解はリーマン汎関数などを述べる際に重
要となってくる分解である．実際，S2(M)はM 上のリーマン計量全体の接空間と見なせ

る．詳しいことは Besseの本などを参照してほしい．

Proof. 主表象が単射であることをしめせばよい．α ∈ S2(M) として，ei を正規直交フ

レームとすれば，
δ∗α =

∑
i

ei ⊙∇eiα

である（⊙が対称テンソル積）．つまり，局所的には∑
i

ei ⊙∇eiα =
∑
i

ei ⊙
∂α

∂xi

であるので，ξ ∈ T ∗
x (M)に対して，

σξ(δ
∗)α = α⊗ ξ + ξ ⊗ α

となる．そこで，

∥α⊗ ξ + ξ ⊗ α∥ = 2g(α, α)g(ξ, ξ) + 2g(α, ξ)2 = 2∥α∥2∥ξ∥2 + 2|g(α, ξ)∥2

となる．よって，α⊗ ξ + ξ ⊗ α = 0ならば（ξ ̸= 0），α = 0を得る．よって単射となる．

これは，δ の主表象が全射を証明してもよい．

(δϕ)i = −
∑

∇pϕpi

であったので，
σξ(δ)ϕ = −

∑
ξpϕpi

であるので，明らかに全射である．
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