
スピン幾何入門その２
幾何構造とスピン群，古典群の表現

本間 泰史 ∗

「スピン幾何入門２」では．「スピン幾何入門１」に続いて，スピン群に関する
話である．まず，スピンｃ群を学ぶ．次に，ユークリッド空間に幾何構造が入っ
た場合を考える．それはエルミート構造や四元数エルミート構造などである．こ
れらは大域的にはケーラー構造や四元数ケーラー構造などと対応することになる．
幾何構造が入った場合には，その幾何構造に付随したリー群（SO(n)のある部分
群）を得る．このリー群とスピン群，スピンｃ群との関係，そしてスピノール表
現との関係について議論する．
また，古典群の表現論について述べる．特に，幾何学を行う際，重要となるで
あろう表現論におけるいくつかの事実を論じる．
予備知識としては大島・小林「リー群とリー環」[8]などを必要とする．表現論
に詳しくない場合は，ある程度の結果は認めてしまって幾何での表現論の使用方
法の習得を目的したほうがよい．
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1 表現論の練習
表現論の基本的な結果を述べ，SU(2), SU(3)の表現論で練習をする．
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1.1 基本的な事柄

Definition 1.1. リー群Gの表現とは，複素ベクトル空間 V と（C∞な）準同形
π : G → GL(V )の組のことである．V を表現空間またはG加群とよぶ．また表現
をGが V へ作用しているということもある．
リー環 gの表現とは，複素ベクトル空間 V と環準同形 π : g → End(V )の組の
こと．

Definition 1.2. エルミート内積 (·, ·)の入った表現空間 V を考える．この空間に
Gが作用して，(π(g)v, π(g)w) = (v, w)（∀g ∈ G, ∀v, w ∈ V）が成立するとき，表
現をユニタリ表現とよぶ．
リー環の場合には，(π(X)v, w) + (v, π(X)w) = 0（∀X ∈ g, ∀v, w ∈ V）が成立
するときにユニタリ表現とよぶ．

Remark 1.1. リー環はリー群の無限小表示であるので，(π(exp tX)v, π(exp tX)w) =

(v, w)を微分すれば，(π(X)v, w) + (v, π(X)w) = 0を得る．

Proposition 1.1. コンパクトリー群Gの有限次元表現を考える．このとき，ユニ
タリ表現になるようにエルミート内積を入れることができる．

Proof. V の勝手なエルミート内積 (·, ·)を選ぶ．そして，

(v, w)inv =
1

vol(G)

∫

G

(gv, gw)dg

と積分すればよい．ここで，Gがコンパクトだから積分可能． ¥

我々が扱うのはコンパクト群の表現なので，最初から表現はユニタリ表現と仮
定する．

Definition 1.3. 表現空間 V が非自明な G不変部分空間をもつとき可約とよぶ．
それ以外の時を既約とよぶ．（部分空間W がG不変とは，GW ⊂ W となること．
また V , {0}は不変部分空間であるが，これらは自明な不変部分空間とよぶ）．ま
た表現空間が既約表現空間の直和に分解できるとき，完全可約とよぶ．
リー環の表現の既約や可約なども同様である．

Proposition 1.2. コンパクトリー群Gの表現は完全可約である．

Proof. V をGの表現として，ユニタリ表現としておく．W ⊂ V がG不変である
とすれば．W ⊕W⊥と分解できる．ここでユニタリ表現であることからW⊥もG

不変である．以下この作業を繰り返せばよい． ¥

そこで，我々は主に既約表現空間を考えることにする．
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Definition 1.4. G の表現 (π, V ), (π′, V ′) が同値とは，Φ : V → V ′ というベ
クトル空間としての同型写像で，Gの作用と可換なものが存在することをいう．
（Φ(π(g)v) = π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V））．また，同値でないときは非同値と
よぶ．

Proposition 1.3 (シューアの補題). Gの既約表現 (π, V ), (π′, V ′)を考える．Φ :

V → V ′がG線形とする．つまり Φ(π(g)v) = π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V）が成
立するとする．このとき，V と V ′が非同値なら Φ = 0である．同値なら，V と
V ′を同一視することにより，Φ = λid（λ ∈ C）となる（λ = 0もありえることに
注意）．

Definition 1.5. 表現 (π, V ), (π′, V ′)に対してG線形写像の全体をHomG(V, V ′)と
書く．

Corollary 1.4. 既約表現 (π, V ), (π′, V ′)に対して，

HomG(V, V ′) =

{
0 π 6' π′

C π ' π′

Proof of proposition. 線形写像 Φ : V → V ′がG線形であるので，ker Φ, ImageΦ

は G不変部分空間である．そこで，Φ 6= 0なら，既約性から ker Φ = 0および，
ImageΦ = V ′を得る．よって．Φは同型写像であり，π ' π′となる．このように，
π 6' π′ならΦ = 0となる．
同値な場合には，G線形同型写像 T : V → V ′が存在する．そこで，T−1 ◦ Φ :

V → V を，新たにΦとして考えてよい．Φの固有値の一つを λとする．このとき
Φ− λもG線形写像である．ker(Φ− λ)は {0}でないG不変部分空間であるので
既約性から ker(Φ− λ) = V となる，よって，Φ = λidとなる． ¥

Example 1.1. Gのユニタリ表現 (π, V )を考える．このとき双対空間 V ∗上で，

(π(g)f)(v) = f(π(g−1)v), f ∈ V ∗, v ∈ V

により，V ∗上の表現を得ることができる（表現になることは演習問題）．これを
転置表現または双対表現とよぶ．
また，V の共役空間 V̄ を考える．つまり

V̄ := {v̄ | v ∈ V }

という集合であり，v̄ + w̄ = v + w, z · v̄ = z̄v̄によりベクトル空間の構造を入れた
ものである．（v̄は vの複素共役とは限らない．複素共役が定義できるには V に実
構造が必要である）．このとき，

π(g)v̄ = π(g)v, v ∈ V
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により，V̄ はGの表現空間になる．これを共役表現という．さらにユニタリ表現
なら，エルミート内積を使って V ∗ ' V̄ という線形同型が作れるが，これはG線
形になる．よって，V の共役表現と双対表現は同値になることがわかる．

Example 1.2. 表現 (π, V ), (π′, V ′)から，表現を作ることができる．

1. V ⊗ V ′は (π ⊗ π′)(g) := π(g)⊗ π′(g)とすれば，G加群になる．これをテン
ソル積表現とよぶ．

2. V の交代テンソル積Λk(V )を考える．上と同様にG加群であることがわかる．

3. V の対称テンソル積Sk(V )を考えると，これはG加群．

4. Hom(V, V ′)はG加群．

などなど，線形代数の基本的な操作を使えば，表現をたくさんつくることができる．

Definition 1.6. （実）リー環 gの複素化 gC = g⊗ Cは自然にC上のリー環にな
る．これをリー環の複素化とよぶ．逆に，gを gCの実形とよぶ．

Example 1.3. gl(n,R), u(n), u(p, q)（p + q = n）の複素化は gl(n,C)である．

Definition 1.7. リー群Gと部分群H に対して，gと hが複素化と実形の関係に
あるとき，複素リー群GをHに複素化といい，Hを複素リー群Gの実形とよぶ．

Example 1.4. GL(n,R), U(n), U(p, q)の複素化はGL(n,C)である．

我々が考えるのはコンパクト群であるが，その場合には次が成立する．

Proposition 1.5. 連結コンパクト群に対して，同型を除いて複素化がただひとつ
存在する．

証明は，小林・大島「Lie群と Lie環」を見よ（easy）．またコンパクト群でな
い場合には，複素化が存在しないリー群や複素化が存在しても一つとは限らない
例がある．

Proposition 1.6 (Weylのユニタリトリック). GCを連結かつ単連結な複素リー群
として，Gをその実形とする．また V をC上の有限次元ベクトル空間とする．こ
のとき次は自然に一対一対応する．

1. リー環 gの V 上の表現．

2. 複素リー環 gCの V 上の（複素）表現．

3. リー群Gの V 上の表現．

4. 複素リー群GCの V 上の正則表現．（正則は holomorphicの意味）
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Proof. リー環 gの表現から複素リー環 gCの表現をつくるには，π(X +
√−1Y ) =

π(X) +
√−1π(Y )とすればよい．複素リー環 gCから複素リー群の表現を作るに

は，GCを単連結としているので，次を可換にするGC → GL(V )が唯一つ存在す
ることからわかる．

GC
π−−−→ GL(V )

exp

x
xexp

gC
π−−−→ End(V )

複素リー群から実形への表現を得るには，実形Gへ制限すればよい．そして，実
リー群からリー環 gの表現は微分写像を考えればよい． ¥

そこでリー群の有限次元表現は複素リー環の有限次元表現に帰着する．
リー群から表現論を扱うには，指標の理論を展開する．表現 (π, V )の指標とは

χ(g) = trV π(g)

のことである．χ(gtg−1) = χ(t)であるので，指標は極大トーラス上の関数である．
例えば，U(n)の既約表現の指標はシューア関数と呼ばれるものが対応する．（詳細
は小林・大島「Lie群と Lie環」）．
一方，複素リー環の有限次元表現を扱うには，weight分解の視点から議論を展
開する．これは指標の無限小版だと思えばよい．どちらから攻めてもよいが，こ
のノートではリー環から議論することが多い．

1.2 可換群の表現

可換群 S1 = U(1)及びそのリー環 u(1) =
√−1Rの表現を見ていく．ここで指数

写像は
exp :

√−1R 3 t 7→ e2πit ∈ U(1)

としておく．
U(1)の既約表現空間 V を考える．g ∈ U(1)として，π(g) : V → V を考えると，

U(1)は可換群であるので，π(g)はU(1)線形であり，シューアの補題からπ(g) = λg

（λg ∈ C）となる．このように任意の元はスカラーで作用するので，可換群の既約
表現は 1次元となる．そこで一次元既約表現空間を考えればよい．よって，U(1)

から U(1) ⊂ GL(1,C)への準同形写像 π : U(1) → U(1)を考えればよい．
この πの無限小表現を考えると，リー環

√−1Rから
√−1Rへの線形写像とな

る．つまり，π :
√−1R → √−1Rは π(t) = αt（α ∈ R）とかけるので，表現

π : U(1) → U(1)は，π(e2πit) = eα2πitとなる．そして，well-definedとなるには，
α ∈ Zでなければならない．つまり，m ∈ Zが存在して既約表現 πは πm : U(1) 3
g → gm ∈ U(1)とかけるのである．m 6= nなら πmと πnは同値でないことは明ら
かである．
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Proposition 1.7. U(1)の既約表現はすべて 1次元であり，整数全体 Zにより分
類できる．つまり，

πm : U(1) 3 g → gm ∈ U(1) ⊂ GL(1,C)

が既約表現を与える．そして，任意の表現は，これら既約表現の直和として表さ
れる．

任意の α ∈ Rに対して，
√−1R 3 t 7→ αt ∈ √−1R ⊂ gl(1,C)

とすれば，これはリー環の既約ユニタリ表現である．α ∈ Zとなる条件は integral

条件と呼ばれるもので，リー群の表現となるための必要十分条件なのである．
トーラス群 T l = S1× · · · ×S1を考えても，可換群であるので，上と同様の議論
ができる．

Proposition 1.8. トーラス群 T lの既約表現はすべて 1次元表現であり，Zlで分
類される．つまり，既約表現は

πm1,··· ,ml
(t1, · · · , tl) = tm1

1 · · · tml
l

で与えられる．一般の表現はこれらの直和である．つまり T lが可換群であること
から表現空間は一次元に同時固有空間に分解されるのである．

V = ⊕m∈ZlE(m1, · · · ,ml)

固有空間E(m1, · · · ,ml)の (t1, · · · , tl) ∈ T lに関する固有値は tm1
1 · · · tml

l となる．

1.3 SU(2)の表現論

面倒なので，表現を表す記号 πは省くこともある．つまり π(g)vを gvと書く．
リー群 SU(2)を考える．このリー群の部分群として，

T = {
(

eit 0

0 e−it

)
| 0 ≤ t ≤ 2π} ' S1

を考える．これは極大トーラス群と呼ばれるものであり，極大な可換閉部分群で
ある．

Proof. 極大であることを証明する．T ⊂ T ′なる可換群T ′が存在したとする．g ∈ T ′,
g /∈ T なる元を選ぶ．このとき T の任意の元と可換でなければならないので，直
接計算により，g ∈ T であることがわかる．よって，T = T ′である． ¥
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リー環 su(2)の基底として，パウリ行列を選んでおく．

σ1 =

(
i 0

0 −i

)
, σ2 =

(
0 1

−1 0

)
, σ3 =

(
0 i

i 0

)

このとき，t = {tσ1|t ∈ R}は su(2)の極大可換環であり，カルタン部分環とよばれ
る．そして，exp t = T となる（演習問題）．また，複素化したリー環 su(2)⊗C =

sl(2,C)の基底として，

H =

(
1 0

0 −1

)
, X =

1

2
(σ2 − iσ3) =

(
0 1

0 0

)
, Y =

1

2
(−σ2 + iσ3) =

(
0 0

1 0

)

を考える．これは

[H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y, [X,Y ] = H

を満たす．
さて，SU(2)の V = C2への自然表現を考える．つまり，

SU(2) 3 g 7→ g ∈ SU(2) ⊂ GL(C2)

のこと．この表現を可換群 T へ制限すると同時固有分解され，

C2 = E(1)⊕ E(−1) = C⊕ C
となる．ここでE(±1)のユニタリ基底を v±1としておく．複素化したリー環の作
用は，

Hv+ = v+, Xv+ = 0, Y v+ = v−, Hv− = −v−, Xv− = v+, Y v− = 0

となることがわかる．
k次対称テンソル積空間 Sk(V )を考える．これは k + 1次元空間であり，基底は

{wk−2i := vk−i
+ ¯ vi

− | i = 0, · · · , k}
で与えられる（ここで¯は対称テンソル積をあらわす）．この基底はHに関して
Sk(V )を分解したときの同時固有ベクトルになっていて，固有値は k− i + (−i) =

k − 2iとなる．つまり，

Sk(V ) = ⊕iE(k − 2i) = ⊕iC(wk−2i), Hwk−2i = (k − 2i)wk−2i

となる．リー環の作用を考えると

Hwk−2i = (k − 2i)wk−2i, Xwk−2i = iwk−2i+2, Y wk−2i = (k − i)wk−2i−2

となる．このように，Xは

E(−k)
X−→ E(−k + 2)

X−→ · · · X−→ E(k − 2)
X−→ E(k)

X−→ {0}
と固有値を上げる作用であり，逆に Y は固有値を下げる作用である．

{0} Y←− E(−k)
Y←− E(−k + 2)

Y←− · · · Y←− E(k − 2)
Y←− E(k)
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Lemma 1.9. Sk(V )は既約表現である．

Proof. 不変部分空間W ⊂ Sk(V )が存在したとする．v 6= 0なる元 v ∈ W を勝手
に取ってくる．v =

∑
aiwk−2iとかけるので，この vにXを何度もかけていけば，

いつか必ず零になる．つまり，X lv 6= 0, X(X lv) = 0なる元X lvが存在するが，こ
れはX lv = cwkであることを意味する．そして Y を作用させていけば，wk−2iを
作れる．よって，W = V となるので既約である． ¥

Lemma 1.10. SU(2)の任意の既約表現は Sk(V )（∃k）と同値である．

Proof. 既約表現をWとする．これをTに関して同時固有分解する．W = ⊕E(i)と
なる．ここでE(i)のHに対する固有値を iとしている．トーラス T の分解である
ので，i ∈ Zとなることに注意する．さて，有限次元表現を考えているので最大固有
値を kとしておく．v ∈ E(k)に対して，[H, X] = 2Xより，H(Xv) = (k+2)Xvを
得る．つまりXv 6= 0なら固有値が最大であることに反するので，Xv = 0を得る．
つぎに，[H, Y ] = −2Y を使えば，固有値を下げることができ，HY v = (k− 2)Y v

であり，X(Y v) = Y Xv + Hv = kv

XY 2v = [X,Y ]Y v + Y XY v = HY v + kY v = (k − 2)Y v + kY v

などとなる．これを繰り返せば，

XY lv = l(k − l + 1)Y l−1v

さて，{v, Y v, Y 2v, · · · , }は不変部分空間であるのでW = {v, Y v, Y 2v, · · · , }とな
る．そこで，Y nv = 0かつ Y n−1v 6= 0とすれば，

0 = XY nv = n(k − n + 1)Y n−1v

となり，k−n+1 = 0が成立する．よって，W = {v, Y v, · · · , Y kv}となる．X,Y,H

の作用の仕方からW = Sk(V )となることは明らかである． ¥

以上のことから，SU(2)の表現の仕組みが理解できたと思う．定式化してみよう．
SU(2)の既約表現Wを考える．ユニタリ表現であることから 〈Zv, w〉+〈v, Zw〉 = 0

（Z ∈ su(2)）であるので，
√−1ZはW 上ではエルミート行列であり，固有空間分

解でき，固有値は実数である．カルタン部分環 tに対して，tR =
√−1tとする．可

換であることから，この tRに対して同時固有分解を行い，W = ⊕E(i)とする．こ
れをweight分解とよぶ．また，固有値をweight，固有ベクトルをweight vector

とよぶ．weightは実数であるが，極大トーラスに関する分解にもなっているので，
weightは整数である．

weight vector vで，Xv = 0となるものを highest weight vectorとよび，そ
のweightをhighest weightとよぶ．この highest weightはW のweightでもっと
も大きいものである．
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Example 1.5. Sk(V )を spin-k/2表現とよぶ．Sk(V )の固有分解 ⊕iE(k − 2i)が
weight分解である．固有値 k− 2iがweight．また kがhighest weightである．

Theorem 1.11. SU(2)の有限次元既約表現はZ≥0によって分類される．各k ∈ Z≥0

に対して，自然表現の k次対称テンソル積 Vk := Sk(V )が対応する．また，kは表
現の highest weightである．

Example 1.6. SU(2)のリー環 sl(2,C)への随伴表現を考える．

sl(2,C) = E(2)⊕ E(0)⊕ E(−2) = C(X)⊕ C(H)⊕ C(Y )

となる．リー環に対する weight分解をルート分解とよび，各 weightをルートと
よぶ．

Example 1.7. SU(2)の自然表現を考える．このとき

J;C2 3 (α, β) 7→ (−β̄, ᾱ) ∈ C2

という写像を考える．これは複素歪線形であり，J2 = −1であるので，四元数構造
である．さらに，J(g(α, β)) = gJ(α, β)であるので，SU(2)の作用と可換である．
このように，SU(2)の自然表現空間には，作用と可換な四元数構造がはりる．同
様に，J⊗k : (C2)⊗kには，kが偶数なら実構造がはいり，kが奇数なら四元数構造
がはいる．よって Sk(V )には，kが偶数なら実構造がはいり，kが奇数なら四元数
構造がはいる．
別の見方をすれば，四元数構造とエルミート内積から，複素シンプレクティック
構造Ω((α, β), (α′, β′)) = αβ′−α′βが自然に定まるが，これが作用で不変であると
言ってもよい．そこで，kが偶数なら複素対称形式がはいり，kが奇数なら複素交
代形式がはいる．

1.4 クレブッシュ-ゴルダン定理

次に既約表現 (πk, Vk)と (πl, Vl)のテンソル積表現を考えてみる．上で構成した
ような基底をそれぞれ {wk, wk−2, · · · , w−k}, {vl, vl−2, · · · , v−l}としておく．

H(wk ⊗ vl) = (Hwk)⊗ vl + wk ⊗Hvl = (k + l)wk ⊗ vl, X(wk ⊗ vl) = 0

であるので，wk ⊗ vlは highest weight vectorである．そしてwk ⊗ vlに Y を作用
させていけば Vk+lを作れる．よって，Vk+l ⊂ Vk ⊗ Vlとなることがわかる．
同様に，

X(wk ⊗ vl−2 − wk−2 ⊗ vl) = wk ⊗ vl − wk ⊗ vl = 0

H(wk ⊗ vl−2 − wk−2 ⊗ vl) = (k + l − 2)(wk ⊗ vl−2 − wk−2 ⊗ vl)
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となるので，Vk+l−2 ⊂ Vk ⊗ Vlを得る．一般に，

X{
s∑

i=0

(
s

i

)
(−1)iwk−2i ⊗ vl−2(s−i)}

=
s∑

i=1

(
s

i

)
(−1)iiwk−2(i−1) ⊗ vl−2(s−i) +

s−1∑
i=0

(
s

i

)
(s− i)(−1)iwk−2i ⊗ vl−2(s−i−1)

=
s−1∑
j=0

(
s

j

)
(s− j)(−1)j+1wk−2j ⊗ vl−2(s−j−1) +

s−1∑
j=0

(
s

i

)
(s− i)(−1)iwk−2i ⊗ vl−2(s−i−1)

=0

H{
s∑

i=0

(
s

i

)
(−1)iwk−2i ⊗ vl−2(s−i)} = (k + l − 2s){

s∑
i=0

(
s

i

)
(−1)iwk−2i ⊗ vl−2(s−i)}

となるので，Vk+l−2s ⊂ Vk⊗Vl（s = 0, 1, · · · , min{k, l}）となる．さらに，dim Vk+l−2s =

k + l− 2s + 1, dim Vk ⊗ Vl = (k + 1)(l + 1)となることを考えれば，これらで既約
成分は尽きることがわかる．

Theorem 1.12. 既約表現 (πk, Vk)と (πl, Vl)のテンソル積表現を既約分解すると
次のようになる．

Vk ⊗ Vl = Vk+l ⊕ Vk+l−2 ⊕ Vk+l−4 ⊕ · · · ⊕ V|k−l|

これをクレブッシュ-ゴルダンの定理という．

1.5 SO(3)の表現

次にSO(3)の表現について考えていこう．SO(3)の二重被覆群Spin(3) = SU(2) →
SO(3)は普遍被覆であることに注意する．SO(3)の既約表現を考えると，SU(2)

の表現へと必ずリフトさせることが可能である．既約性なども保たれる．
逆に SU(2)の表現が SO(3)の表現へ落ちるかどうかを考える．実は，SU(2)の
表現は SO(3)の表現に落ちるとは限らない．Sk(V )の kが偶数の場合のみ SO(3)

の表現となるのである．
SU(2)の su(2) ' R3への随伴表現を考えると，Ad : SU(2) → SO(3)という二重
被覆を与えるのであった．そこで，SU(2)の極大トーラス群 T に対応して，SO(3)

の極大トーラス群として，

T ′ = Ad(T ) = {




cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1


 | 0 ≤ t < 2π} ' S1 = SO(2)
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をとる．ここでもAd : T → Ad(T )は U(1) = S1の二重被覆になっている．この
カルタン部分環は

t′ = spanR{H ′ =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


}

となる．SO(3)の既約表現W を考えて，これを極大トーラス群Ad(T )に対して，
固有空間分解する（または

√−1t′に関するweight分解）．

W = ⊕iE(i), w.r.t Ad(T )

となる．これをSU(2)の表現へ liftした場合のTに対する固有空間分解と考えると，

W = ⊕iE(2i) w.r.t T

となる．よって，SO(3)の既約表現を SU(2)へ liftしたら，S2k(V )である．また，
S2k+1(V )は SO(3)の表現には落ちないのである．

Proposition 1.13. SO(3)の既約表現は Z≥0で分類される．各 k ∈ Z≥0に対応す
る既約表現は S2k(V )である．

リー環レベルでは su(2) ' so(3)であるので，S2k+1(V )はリー環 so(3)の既約有
限次元表現にはなる．しかし，su(2) ' so(3)において，H ′ = 1

2
Hであるので，既

約表現 V = C2を考えると，

H ′v+ =
1

2
Hv+ =

1

2
v+, H ′v− = −1

2
v−

となり，so(3)に関してweight分解させたときには，weightは半整数である．
そこで次のように述べることも可能である．

Proposition 1.14. so(3)の表現は，非負整数および非負半整数で分類される．k/2

に対して，Sk(V )が対応する表現空間である（spin-k/2表現）．また整数の場合に
は，SO(3)の表現になり，liftさせれば Spin(3) = SU(2)の表現になる．半整数の
場合には，Spin(3) = SU(2)の表現になるが SO(3)の表現にはならない．Sk(V )

の（so(3)に関する）highest weightは k/2である．

一般の特殊直交群のリー環 so(n)の場合にも同様で，weightは整数か半整数で
ある．そして半整数の場合には，Spin(n)の表現となるが，SO(n)の表現にはなら
ない．このことをweightの integral条件，half-integral条件とよぶ．
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1.6 SU(3)の表現

SU(3)の表現を考える．極大トーラス群は，

T = {




ei2πa1 0 0

0 ei2πa2 0

0 0 ei2πa3


 | a1 + a2 + a3 = 0} ' S1 × S1

であり，対応するカルタン部分環（極大可換環）は，

h =
√−1{




a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3


 | a1 + a2 + a3 = 0}

となる．さらに，

hR := {




a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3


 | a1 + a2 + a3 = 0}

とする．
表現空間 V を hRに関して同時固有空間分解（weight分解）したときに，その
同時固有値（weight）は h∗Rの元とみなせる．つまり，

V = ⊕E(α), α ∈ h∗R

ここで，H ∈ hR，v ∈ E(α)に対して，Hv = α(H)v．この α ∈ h∗Rがweightであ
る．またその重複度をweightの重複度とよぶ．そこで，

h∗R = R{L1, L2, L3}/{L1 + L2 + L3 = 0}, Li







a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3





 = ai

と書けば，表現のweightは

m1L1 + m2L2 + m3L3, m1,m2,m3 ∈ Z

の形をしている（係数が整数であることは極大トーラス群 T に関する分解になっ
ている必要があるので．integral条件）．

SU(3)のリー環を複素化した sl(3,C)への随伴表現を考えてみよう．weight分解
すれば，

sl(3,C) = hC ⊕
⊕

1≤i<j≤3

C(Eij)⊕
⊕

1≤i<j≤3

C(Eji)
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ここで Eij は (i, j)成分が 1で他が零の行列である．この weight分解をルート分
解とよび，固有値（weight）をルートとよぶ．各ルートを計算すると，

[Ekk, Eij] = δkiEkj − δjkEik = δkiEij − δjkEij = (Li − Lj)(Ekk)Eij

となるので，Eijのルート（weight）は Li − Ljとなることがわかる．

sl(3,C) = g0 ⊕
⊕
i<j

gLi−Lj
⊕

⊕
i<j

gLj−Li

L1 − L2, L2 − L3, L1 − L3を正ルートとよび，L2 − L1, L3 − L2, L1 − L3を負ルー
トとよぶ．負ルートは正ルートのマイナス倍となる．sl(3,C)の行列表示したとき，
対角成分が極大可換環で，上三角の部分が正ルートに，下三角が負ルートに対応
している．
有限次元既約表現 V を考えて，weight分解する．V = ⊕E(α)．このとき v ∈

E(α)，X ∈ gβとすれば，

HX(v) = XHv + [H,X]v = (α + β)Xv

となる．Xv 6= 0なら，Xvもweight vectorであり，weightはα+βで与えられる．
よって，既約表現V = ⊕E(α)において，weight αとweight α′の差は {Li−Lj}i6=j

の整数線形結合で与えれる．また，あるベクトルに E12, E23, E13を適当にかけて
いけば，weightは上がっていくが，V が有限次元であることから，いつか必ず消
える．よって，V 内のweightベクトル vでE12v = E23v = E13v = 0となるものが
存在する．これを highest weight vectorとよび，weightを highest weightとよ
ぶ．つまり，正ルート空間の任意の元に対して消える vectorを highest weight

vectorと定義するのである．
また SU(2)の場合と同様にして，highest weight vector vに E21, E31, E3,2を何
度もかけていけば，V を復元できる．
さて，[Eij, Eji] = Eii − Ejj（1 ≤ i < j ≤ 3）であり，

[Eii − Ejj, Eij] = 2Eij, [Eii − Ejj, Eji] = −2Eji

となるので，Eij → X, Eji → Y , Eii − Ejj → H とすれば，Eij, Eji, Eii − Ejj

（1 ≤ i < j ≤ 3）で張られる部分環 pは sl(2,C)と同型である．そこで，この部分環
へ表現を制限すれば，highest weight vector vはEijv = 0であるので，pに対して
もhighest vectorとなる．よって，ある非負の整数 kが存在して，(Eii−Ejj)v = kv

となる．
そこで，highet weightは，

(m1L1 + m2L2 + m3L3)(Eii − Ejj) ≥ 0, 1 ≤ i < j ≤ 3
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という条件を満たす．つまりm1 ≥ m2 ≥ m3である．これを dominant条件とよ
ぶ．またweightは整数であるので，

m1 ≥ m2 ≥ m3, mi ∈ Z

を dominant integral 条件とよぶ．
逆に dominant integral条件を満たす (m1,m2,m3)が与えられたとする．このと
き一次元空間 C(v)を考えて，vへの作用を E12v = E23v = E13v = 0かつHv =

(m1L1 + m2L2 + m3L3)(H)v（H ∈ hR）と定める．さらに

Z(m1,m2,m3) := spanC{Ek
21E

l
32E

m
31v|k, l,m ∈ Z≥0}

というベクトル空間を考える．この空間はリー環の関係式を使って，自然に sl(3,C)

の表現空間になる．そして極大不変部分空間 Y (m1,m2,m3)で割ったZ/Y を考え
ると，これは既約表現空間で highest weightがm1L1 + m2L2 + m3L3であること
がわかる．
以上から，

Theorem 1.15. SU(3)の有限次元既約表現は dominant integral weightである

(m1,m2,m3) ∈ Z3 mod Z(1, 1, 1), m1 ≥ m2 ≥ m3

で分類される．つまりこの dominant integral weightを highest weightにもつ既約
表現が同値なものを除いて唯一つ存在する．

Remark 1.2. ここで mod Z(1, 1, 1)となるのは，h∗R = R{L1, L2, L3}/{L1 + L2 +

L3 = 0}であるから．
Example 1.8. SU(3)の自然表現空間 V = C3を考える．

V = E(L1)⊕ E(L2)⊕ E(L3)

となる．E(L1) = C{(1, 0, 0)}であるが，これが highest weight vectorの空間に
なる．

一般の半単純コンパクト群の表現論も上と同様にすればよい．リー環を gとす
る．このときカルタン部分環（極大可換環）hを勝手に取りhRに対して，gCをルー
ト分解する．ルートや weightがいる空間 h∗R ' Rlに向きを入れる．つまり h∗Rを
超平面で切って，一方を正，もう一方を負と定めるのである．ただし，超平面は
weightが張る格子とは交わらないようにする．

Example 1.9. sl(3,C)の場合に，

l(a1L1 + a2L2 + a3L3) = aa1 + ba2 + ca3, a + b + c = 0, a > b > c
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として l : h∗R → Rを定めて，l(α) > 0のときを α > 0, l(β) < 0のときを β < 0と
する．また α > βとは l(α− β) > 0のことである．すると，

l(L1 − L2) = a− b > 0, l(L2 − L3) = b− c > 0, l(L1 − L3) = a− c > 0

となるので，L1 − L2 > 0, L2 − L3 > 0, L1 − L3 > 0となる．
L2 − L3

L1 − L3

L1 − L2

L3 − L2

L3 − L1

L2 − L1
L2

L1

L3

sl(3,C)の場合には L1 + L2 + L3 = 0という条件があるのでわかりずらいが，
h∗R ' Rlとしたときに，α = (α1, · · · , αl)に対して，辞書式順序をいれたものと思
えばよい．
そこで，ルートに対して正負が定まるので，リー環 gCは極大可換環，正ルート
空間，負ルート空間の直和に分解できる．

gC = g0 ⊕
⊕

α

gα ⊕
⊕

α

g−α, g0 = hC, α ∈ h∗R

となる．このとき，各ルートの重複度は 1であり，αがルートとすれば，−αもルー
トになる．またルートが張る格子のランクはdimR h∗Rとなる．またgα, g−α, [gα, g−α]

が張る空間は sl(2,C)と同型な部分環になる．
既約表現W を考えて weight分解する．W = ⊕βE(β)（β ∈ h∗R）．このとき

X ∈ gα（αは任意の正ルート）に対して，Xv = 0なるweight vectorが存在する．
これをhighest weight vectorとよぶ．highest weightの重複度は 1である．つ
まり highest weight vectorのweight空間は 1次元である（そうでないと既約性に
反する）．SU(3)の場合と同様に，gα, g−α, [gα, g−α]が張る部分環は sl(2,C)と同
型であることから，dominant条件を考えることができる．またリー群 Gの表現
へ liftするには integral条件（場合によっては，half-integral条件のような一般化
した条件になる．Gの基本群に関係する）を満たす．つまり，highest weightは
dominat integral条件を満たす．逆に，dominant integral条件を満たすものに対
して，それを highest weightにもつ既約表現空間が定まる．以上から，既約表現は
dominant integral weightで分類されるのである．
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また (π, V ), (π′, V ′)を既約表現として，それぞれのhighest weightをρ, ρ′，highest

weight vectorを vρ, vρ′とする．このときV ⊗V ′というテンソル表現を考えたとき，
vρ ⊗ vρ′ は highest weight vectorになり，highest weightは ρ + ρ′であることが容
易にわかる．つまり，V ⊗ V ′内に既約成分として highest weight ρ + ρ′をもつも
のが存在する．もちろん，他の既約成分を求めることは，かなり大変な作業であ
る（SU(2)の場合はクレブッシュゴルダン定理でもとまる．一般には，それなり
に公式が知られているが，実際に実行するのは面倒な作業である）．
このようにテンソル積表現を使って，一つの表現から，様々な既約表現を構成
することができる．例えば，Spin(n)の任意の既約表現は，スピノール表現と自然
表現を何回もテンソル積した空間に実現できる．

2 スピンｃ群
向きつき４次元リーマン多様体はスピン構造が入るとは限らない（スピン構造
については「スピン幾何入門３」で詳しく述べる）．しかし，スピンｃ構造は必ず
入る．これをつかってサイバーグウィッテン理論は議論される．また，実 2n次元
概エルミート多様体にもスピン構造は入るとは限らないが，スピンｃ構造は存在
する．これらの利点は，スピン構造がなくてもスピンｃ構造があれば（複素）ス
ピノール束が定義でき，ディラック作用素も定義できることにある．
そこでスピンｃ構造の構造群であるスピンｃ群について議論していこう．

2.1 スピンｃ群

スピンｃ群 Spinc(n)を定義しよう.

Definition 2.1. ±1 ∈ Spin(n), ±1 ∈ U(1)であることに注意して,

Spinc(n) := (Spin(n)× U(1))/{±1}

としてリー群が定義できるこれをスピンｃ群という.

スピン群は実クリフォード代数の中で実現できた．スピンｃ群の場合は複素ク
リフォード代数内で実現する．

Spin(n) ⊂ ClnであったがU(1)部分をCln = Cln ⊗Cの 1⊗Cの方に埋め込む．
つまり

Spinc(n) 3 [g, z] 7→ g ⊗ z ∈ Cln ⊗ C
という写像はwell-definedである．実際g⊗z = 1とするとg = z−1でありSpin(n)∩
C = {±1}なので g = z−1 = ±1となる．つまり (g, z) = (1, 1) or (g, z) = (−1,−1)

となるのでwell-definedである．このようにして複素クリフォード代数内にSpinc(n)
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が実現できた．この意味で Spinc(n) := Spin(n) ⊗ U(1)と書いたりもする．また
C ⊂ Clnとして，Spinc(n) ∩ C = U(1)である．
次のようにリー環から定義してもよい．

spinc(n) := spin(n)⊕√−1R ⊂ Cln

として，
Spinc(n) := exp spinc(n) ⊂ Cln

とすればよい（これが上の定義と一致することを確かめよ．「スピン幾何入門１」
を参照せよ）

Spinc(n)に対するいくつかの事実を述べる.まず次のリー群の間の準同型が作
れる.

Ad : Spin(n) 3 g 7→ Ad(g) ∈ SO(n),

Ad : Spinc(n) 3 [g, z] 7→ Ad(g) ∈ SO(n),

i : Spin(n) 3 g → [g, 1] ∈ Spinc(n),

j : U(1) 3 z 7→ [1, z] ∈ Spinc(n),

l : Spinc(n) 3 [g, z] 7→ z2 ∈ U(1),

p = Ad× l : Spinc(n) 3 [g, z] 7→ (Ad(g), z2) ∈ SO(n)× U(1).

（これらがwell-definedな準同形であることを確かめよ）．pは２重被覆であること
に注意．
このとき, 次は完全系列

1 −→ Spin(n)
i−→ Spinc(n)

l−→ U(1) −→ 1

1 −→ U(1)
j−→ Spinc(n)

Ad−→ SO(n) −→ 1

ここで２番目の式は Spin(n)が SO(n)の２重被覆であったように, Spinc(n)が
SO(n)のU(1)ファイバー束（U(1)拡大）であることを言っている.この完全系列
から次が成立

Lemma 2.1. n ≥ 3として,

1. π1(Spinc(n)) = Zであり, l∗ : π1(Spinc(n)) ' π1(U(1)) = Z

2. α ∈ π1(Spinc(n)) = Z, β = −1 ∈ π1(SO(n)) = Z2, γ ∈ π1(U(1)) = Z
をそれぞれ生成元で,かつ l∗(α) = γ とする.このとき p∗ : π1(Spinc(n)) →
π1(SO(n))× π1(U(1))は p∗(α) = β + γで与えられる.

Proof. ホモトピー完全系列を使えばよい．

→ π1(Spin(n)) → π1(Spinc(n)) → π1(U(1)) → π0(Spin(n)) →
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となるので，最初の主張がいえる．つぎにα ∈ π1(Spinc(n)) = Z, β ∈ π1(SO(n)) =

Z2, γ ∈ π1(U(1)) = Zをそれぞれ生成元で,かつ l∗(α) = γとする．Ad∗(α) = βで
あることを証明すればよい．π1(SO(n)) = Z2であるのでAd∗(α) = 0（∈ Z2）と
して矛盾を導こう．ホモトピー完全系列

→ π1(U(1))
j∗−→ π1(Spinc(n))

Ad∗−−→ π1(SO(n)) → π0(U(1)) →

を考えれば完全性から，ある δ ∈ π1(U(1))が存在して，j∗(δ) = αとなる．そこで

γ = l∗(α) = l∗j∗(δ) = 2δ in π1(U(1))

となる．これは γが生成元であることに反するので矛盾． ¥

上の補題は，U(m)をスピンｃ群に埋め込むときに用いる．
さて，後で議論するスピンｃ構造のために，スピンｃ群をより高い次元のスピ
ン群に埋め込もう．

Rn 3 ei 7→ ei ∈ Rn+2

を拡張して Cln ⊂ Cln+2 及び Spin(n) ⊂ Spin(n + 2)を得る. spin(n + 2)の元
en+1en+2をとり，exp en+1en+2tをU(1)と見なす．つまり (en+1en+2)

2 = −1で eiej

（1 ≤ i < j ≤ nとは可換なので en+1en+2 を
√−1と見なすのである.もちろん

U(1) ⊂ Spin(n+2)である．よって (Spin(n)×U(1))/{±1} ⊂ Spin(n+2)を得る.

Lemma 2.2. このとき次の可換図式が成立.

Spinc(n)
f−−−→ Spin(n + 2)

p

y
yAd

SO(n)× U(1) = SO(n)× SO(2)
i−−−→ SO(n + 2)

(2.1)

ここで f は単射であることに注意.

Proof. 練習問題 ¥

2.2 スピノール表現

Definition 2.2. Clnの表現から Spinc(n)の表現∆nをつくることができる.つま
りスピノール空間W2m+1またはW±

2m上に

Spinc(n)×W 3 ([g, z], φ) 7→ ∆([g, z])φ = z∆(g)φ = zgφ ∈ W (2.2)

として作用させる（well-definedを確かめよ）.これをスピンｃ群のスピノール表
現という.
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さて Spin(n)のスピノール表現はユニタリ表現であったので，∆n : Spin(n) →
U(Wn)となるが実はこの像は SU(Wn)に入ることがわかる（n ≥ 3）.

Proof. detをとれば,準同型 Spin(n) → U(1)を得るが, Spin(n)が単連結より準同
型 Spin(n) → Rへ持ちあがり, Spin(n)コンパクトなので像はコンパクトなRの
部分群になるがこれは 0のみ.よって det = 1である. ¥

そこでスピンｃ群の場合には

det(∆2m+1([g, z])) = z2m

det(∆±
2m([g, z])) = z2m−1

となる.このように Spinc(n)のスピノール表現の det表現は U(1)の部分にのみ依
存する．また z ∈ U(1)であるので，Spinc(n)のスピノール表現はユニタリ表現で
あることがわかる．

Remark 2.1. スピノール表現にはスピン群の作用と可換な実構造や四元数構造が
入ったが,スピンｃ群の場合にはスピンｃ群の作用と可換な構造は入らない.これ
は U(1)の作用が z倍で作用しているので, 実構造，または四元数構造 Jがあった
とき J([g, z] · v) = [g, z̄] · J(v)となってしまうからである．

Remark 2.2. スピノール空間上には次のようにしても表現を定義することができ
る．l = 2k + 1（k ∈ Z）として，

Spinc(n)×W 3 ([g, z], φ) 7→ ∆l([g, z])φ = zl∆(g)φ = zlgφ ∈ W

ここで，lは奇数でないと駄目．偶数の場合には，Spin(n)×U(1)の表現にはなる
が，Spinc(n) = Spin(n)× U(1)/±1の表現に落ちない．（気持ちは，スピノール表
現が SO(n)の表現にならないことと同じこと）．

3 幾何構造とスピン群
今まではユークリッド空間からクリフォード代数を構成し，スピノール表現な
どを構成していった．このユークリッド空間にさらに幾何構造が入った場合には，
その幾何構造はクリフォード代数やスピノール空間に反映する．特に考えるべき
は，リーマン多様体のホロノミー群に対応してでてくる幾何構造である．単連結
かつリーマン多様体として既約で対称空間でない場合のリーマンホロノミー群は
SO(n), U(n), SU(n), Sp(n), Sp(n)Sp(1), G2, Spin(7)のいずれかである．（単連結
の仮定がない場合には制限ホロノミー群Hol0(M, g) ⊂ Hol(M, g)が，上のような
ホロノミー群をもつ．つまり局所的にはホロノミー群は上のいずれかである）．
この章では G2, Spin(7)以外の場合の幾何構造とクリフォード代数について議
論していこう．（G2, Spin(7)は特殊なので，別の機会（スピン幾何発展編？）で述
べる）．
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3.1 基本的な補題

次の被覆群の基本的な補題をよく使うので準備しておく．

Lemma 3.1 (リフトが存在するための必要十分条件). G,Hはリー群で G̃をGの
被覆群とする．またHは連結と仮定する．ここで π : G̃ → Gが被覆．準同形写像
f : H → Gが次の可換図式をみたす準同形F : H → G̃へリフトするための必要十
分条件は f∗(π1(H, eH)) ⊂ π∗(π1(G̃, eG̃))となることである．

G̃

F↗ ↓ π

H
f−→ G

さらに，リフトは唯一つである．

Proof. 可換図式をみたすリフトが存在したら f∗(π1(H, eH)) ⊂ π∗(π1(G̃, eG̃))をみ
たすことはあきらか．逆を証明する．h ∈ Hを単位元 eHから道ωでむすぶ．f(ω)

は eGと f(h)をむすぶ道である．π : G̃ → Gは被覆なので，このリフトであり eG̃

を始点とするものが唯一つ存在し，それを ω̃とする．そしてその終点をF (h)と定
める（ここで被覆であることからリフトは唯一つなのである）．
これが道のとり方によらないことを言えばよい．ω′を同様な道とする．f(ω′)と

f(ω−1)を結べば，ループ γが定まる．つまり f∗(π1(H, eH))の元 [γ]が定まる．そ
こで仮定からあるループ γ̃が存在して，π∗[γ̃] = [γ]とかける．適当に動かせば，γ̃

が γのリフトとなるが，リフトは唯一つなので γ̃は ω̃と ω̃′を結んだものでなけれ
ばならない．よってそれらの終点は一致するので定義した F は道のとり方よらな
い．F が唯一つであることもあきらか．あとは，群の準同形になることや写像の
連続性を調べればよい．（詳しくは，位相幾何の本や，横田一郎「群と位相」など
をみよ）． ¥

Remark 3.1. Hが単連結なら，必ずリフトが存在する．またHが連結でない場合
には，リフトは一つとは限らない．例えば，H = G̃ = Z2 = {±1}, G = {1}の場
合に，f(±1) = 1とする．このとき f のリフト F としては，F (±1) = ±1の場合
と F (±1) = 1の場合が考えられる．

この補題は次のように使う．スピン構造については，後述．

Proposition 3.2 ([6]). (M, g) をリーマン多様体とする．このホロノミー群を
Hol(M) ⊂ SO(n)とする．さらに次の図式が可換となるような F が存在したと
する（F が存在するかの判別が前補題）．

Spin(n)

F↗ ↓ Ad

G = Hol(M, g)
i−→ SO(n)
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このときM はスピン構造をもつ．さらにM を連結としたとき，リフトが異なる
ならば，そのスピン構造も異なる．

Proof. スピン構造をもつことのみを証明しよう．gij(x) ∈ Gをフレーム束の推移
関数とする．このとき fij = F (gij) ∈ Spin(n)であり fijfjkfkl = F (gijgjkgkl) = id

であるので fij は主 Spin(n)束の推移関数で，Adで落とせば直交フレーム束の推
移関数である．よってスピン構造は存在する．
一般には gij ∈ SO(n)に対して，g̃ij ∈ Spin(n)のとり方は二つある．g̃ij g̃jkg̃ki =

zijk ∈ Z2となってしまい，[zijk] = w2(M)である．命題のような可換図式ががあ
れば，g̃ij のとり方は標準的なものが一つとれて，g̃ij g̃jkg̃ki = id ∈ Z2となるので
ある．
リフトが異なるときスピン構造も異なることについては省略（難しくないので
練習問題．答えは [6]をみよ） ¥

Hol(M)が連結で上の可換図式が存在するなら，その幾何構造を保つスピン構
造はただ一つである（幾何構造を保たないようなスピン構造が他にあってもかま
わない）．もちろんホロノミー群が連結とならない多様体はたくさん存在する．
またHol(M)が連結かつ単連結なら必ず（幾何構造と可換な）スピン構造が唯
一つ入る．

Example 3.1. SU(n)構造をもつ多様体（カラビヤウ多様体）に対して，π1(SU(n)) =

1から，SU(n)構造をもつ多様体には自然なスピン構造が唯一つ存在する．
G2，Spin(7)多様体の場合には π1(G2) = 1, π1(Spin(7)) = 1であることを用い

て自然な埋め込みG2 → Spin(7), Spin(7) → Spin(8)が存在する．つまりG2多様
体，Spin(7)多様体には自然なスピン構造が存在する．

Example 3.2. スピンｃ構造についても同様である．例えば，U(n)構造を持つ多様
体（ケーラー多様体）には，自然なスピンｃ構造が存在する（後で詳しく述べる）．

3.2 エルミート構造とU(n)

ユニタリ群とその表現論について考える．リー群U(n)の定義は詳しく述べてい
るが，多様体上の幾何構造を議論する際に必要となるためである．

3.2.1 ユニタリ群

ユークリッド空間にエルミート構造が入っている場合を考える．エルミート構
造とは複素構造 I で内積と compatibleになるものである．すなわち実線形同型
写像 Iで，

I2 = −1, 〈Iv, Iw〉 = 〈v, w〉, for v, w ∈ R2n

このエルミート構造を不変にする自己同型全体の群がユニタリ群 U(n) ⊂ SO(2n)

である．
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Definition 3.1.

U(n) = {A ∈ SO(2n) | AI = AI} = {A ∈ GL(2n,R)|〈Au,Av〉 = 〈u, v〉, AI = IA}
(3.1)

である．また
GL(n,C) = {A ∈ GL(2n,R) | AI = AI}

である．ここで Iによりユークリッド空間に自然に向きが入ることに注意．

別の見方をする．V = (R2n, I)に対して，その複素化 V ⊗ Cを考える．これは
複素線形で拡張した I に関して±√−1固有空間分解する．つまり (1, 0), (0, 1)部
分へ分解する，V ⊗C = V 1,0 ⊕ V 0,1．さらに複素共役を考えれば，V 0,1 = V 1,0で
ある．
内積 〈·, ·〉を V ⊗ C上へ複素線形で複素内積として拡張しておく．このとき

h(u, v) := 〈u, v̄〉

とすれば，V ⊗ Cにはエルミート内積が入り V 1,0 ⊥h V 0,1となる．

Proof. u ∈ V 1,0, v ∈ V 0,1として v̄ ∈ V 1,0であるので，

h(u, v) = 〈u, v̄〉 = 〈Iu, Iv̄〉 =
√−1

2〈u, v̄〉 = −h(u, v) = 0

となるので． ¥

そこで，このエルミート内積をV 1,0, V 0,1へ制限することができ，(V 1,0, h), (V 0,1, h)

というエルミート内積が入った複素ベクトル空間を得る．また，このエルミート
内積は正定値である．

Proof. v ∈ V 1,0として h(v, v) = 0とする．よって 〈v, v̄〉 = 0である．

〈v + v̄, v + v̄〉 = 〈v, v〉+ 2〈v, v̄〉+ 〈v̄, v̄〉 = 〈v, v〉+ 〈v̄, v̄〉 = 0

となる．ここで複素内積に対して 〈v, v〉 = 〈Iv, Iv〉 = −〈v, v〉 = 0であることを用
いた．v + v̄ ∈ V であり 〈·, ·〉は V 上では正定値．よって上の式は v + v̄ = 0つまり
v = 0 = v̄となる． ¥

この複素ベクトル空間 (V 1,0, h)の自己同型全体でエルミート内積をたもつもの
として U(n) ⊂ GL(n,C)を定義することができる．

Definition 3.2.

U(n) := {A ∈ GL(V 1,0) | h(Au, Av) = h(u, v)} (3.2)

この定義 3.2による U(n)と先ほどの定義 3.1の U(n)とは同型になる．
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Proof. A ∈ GL(V 1,0)とする．v ∈ V 1,0とすれば v + v̄ ∈ V である．そこでA · (v +

v̄) = Av+Avと定義すれば，A ∈ GL(2n,R)とみなせる．実際，Av + Av = Av+Av

であるので V の実線形変換を与える．そして

A · (I(v + v̄)) = A · (√−1v +
√−1v) =

√−1Av + A
√−1v =

√−1Av −√−1 Av

= IA · (v + v̄)

となり I の作用と可換である．よってGL(V 1,0) = GL(n,C)はGL(2n,R)内で I

と可換な行列とみなせる．さらに内積を考えると，

〈Av + Av, Aw + Aw〉 = 2〈Av, Aw〉 = 2h(Av, Aw)

となることから，U(n)の定義 (3.1)と (3.2)は一致する． ¥

Remark 3.2. 抽象的でわからりずらいという場合には,上の対応は

GL(n,C) 3 A + iB 7→
(

A −B

B A

)
∈ GL(2n,R)

である．ただし複素構造は

I =

(
0 −id

id 0

)

としている．

さてΛ1,0 := (V 1,0)∗, Λ0,1 := (V 0,1)∗とする．エルミート内積によって

V 1,0 3 v 7→ h(·, v̄) = 〈·, v〉 ∈ Λ0,1

は複素ベクトル空間として同型になる．同様に V 0,1 ' Λ1,0である．

Remark 3.3. (1, 0)と (0, 1)が入れ替わることに注意せよ．また，これらの同型は
U(n)の表現空間としての同型でもある．

V の正規直交基底として e1, e2 = Je1, · · · , e2n−1, e2n = Je2n−1となるものをと
る．このとき

a†i :=

√−1

2
(e2i−1 −

√−1Je2i−1), ai :=

√−1

2
(e2i−1 +

√−1Je2i−1)

とすれば，Ja†i =
√−1a†i，Jai = −√−1aiであるので

V 1,0 = C{a†i | 1 ≤ i ≤ n}, V 0,1 = C{ai | 1 ≤ i ≤ n}
となる．複素共役は

a†i = −ai, ai = −a†i

であり，エルミート内積は

h(a†i , a
†
j) = δij/2, h(ai, aj) = δij/2, h(a†i , aj) = 0

となる．
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Remark 3.4. ここで a†i を
1
2
(e2i−1 −

√−1Je2i−1)としないのは，クリフォード関係
式として a†iaj + aja

†
i = δijを採用したいだけの理由であり，深い意味はない．

また，同型 V 1,0 ' Λ0,1を考えれば

Λ0,1 = C{a†i | 1 ≤ i ≤ n}, Λ1,0 = C{ai | 1 ≤ i ≤ n}

となる．

Remark 3.5. ユニタリ基底は
√

2a†iである．
√

2a†i ∈ V 1,0の双対基底はh(·, ¯√
2a†i ) =

−√2h(·, ai)であるので−√2ai ∈ V 0,1 = Λ1,0である．これはちょっと気持ち悪い
が，仕方がない．マイナス倍が嫌な場合には a†i として

1
2
(e2i−1 −

√−1Je2i−1)を採
用すればよい．

3.2.2 U(n)のリー環と表現論

Definition 3.3. V 1,0 ⊗ Λ1,0 = V 1,0 ⊗ V 0,1 ' gl(n,C)である．まず V 1,0のユニタ
リ基底を εiとする．つまり

εi :=
1√
2
(e2i−1 −

√−1Je2i−1) = −√−1
√

2a†i

その共役を

ε̄i :=
1√
2
(e2i−1 +

√−1Je2i−1) = −√−1
√

2ai

これは V 1,0 ' Λ0,1 ' V 0,1により εiの双対基底であることに注意する．

そこでリー環 gl(n,C)の基底として

εi ⊗ ε̄j = εi ⊗ (εj)
∗ = −2a†i ⊗ aj 1 ≤ i, j ≤ n

をとることができる．これが行列Eij に対応している．そこで V 1,0への作用は定
義から

εi ⊗ ε̄j(εk) = δkjεi

となる．そしてリー環の積は

[εi ⊗ ε̄j, εk ⊗ ε̄l] = ε̄j(εk)εi ⊗ ε̄j − ε̄l(εi)εk ⊗ ε̄j = δjkεi ⊗ ε̄j − δilεk ⊗ ε̄j

([Eij, Ekl] = δjkEij − δilEkj)

Remark 3.6. 物理の記号でかけば |i〉〈j|k〉 = δjk|i〉などと書く．行列の積は |i〉〈j|k〉〈l| =
δjk|i〉〈l|となる．
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また u(n)は gl(n,C)の実部であるが，このときの実構造は
∑

zijεi ⊗ ε̄j 7→ −
∑

zijεj ⊗ ε̄i

である．よって u(n)の基底としては
√−1εi⊗ ε̄i, 1 ≤ i ≤ n,

√−1(εi⊗ ε̄j +εj⊗ ε̄i), εi⊗ ε̄j−εj⊗ ε̄i, 1 ≤ i < j ≤ n.

さらに u(n)のカルタン部分環（極大可換環）として，R{√−1εi ⊗ ε̄i}iをとるこ
とが出来る．そこで

hR := R{εi ⊗ ε̄i | 1 ≤ i ≤ n} ⊂ gl(n,C)

を考える．
U(n)の有限次元ユニタリ表現があったときに，この hRに対して表現空間を同
時固有空間に分解する．これをweight空間分解とよぶ．そのときの同時固有値
λ = (λ1, · · · , λn)をweightとよぶ．ここで λiが εi ⊗ ε̄iの固有値である（λi ∈ Z
となる）．特に既約表現を考えた場合には，この weightを辞書式順序でならべ
たら highest weight ρが唯一つ定まる．この既約表現の highest weightは次の
dominant integral条件をみたす．

ρ = (ρ1, · · · , ρn) ∈ Zn, ρ1 ≥ ρ2 · · · ≥ ρn

逆に，この条件を満たすhighest weightをもつ既約表現空間が同値なものを除い
て唯一つ作れる（詳しくは大島・小林「リー群とリー環」をみよ）．またU(n)の
複素化GL(n,C)を考えると，U(n)のユニタリ表現とGL(n,C)の正則表現とが一
対一に対応する（Weylのユニタリトリック）．
そこで，highest weightが ρとなる既約表現を (πρ, Vρ)と書くことにする．πρ

が表現で，Vρが表現空間のこと．
ルート分解も書いておこう．

gl(n,C) =hC ⊕
⊕
i<j

C(εi ⊗ ε̄j)⊕
⊕
i<j

C(εj ⊗ ε̄i)

=
⊕

i

C(Eii)⊕
⊕
i<j

C(Eij)⊕
⊕
i<j

C(Eji)

となる．

3.2.3 表現の具体例

Definition 3.4. weight λ = (λ1, · · · , λn)を書くときに，kが j個並んだものを kj

と書くことにする．例えば，

(0i−1, 1, 0n−i) = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

)
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Example 3.3 (自然表現). V 1,0 への自然表現を考える.表現空間は spanC{a†i |i =

1, · · · , n} = spanC{εi|i = 1, · · · , n}である．a†1（または ε1）がhighest weight vector

であり highest weightは (1, 0n−1)である．実際，

εi ⊗ ε̄i(ε1) = δi1εi

であるので，εi ⊗ ε̄iに対する固有値は i = 1なら 1で，i 6= 1なら零である．よっ
て，weightは (1, 0, · · · , 0)となる．また，

εi ⊗ ε̄j(ε1) = δ1jεi = 0, 1 ≤ i < j ≤ n

であるので，正ルート空間の作用に対して消える．以上から ε1は highest weight

vectorである．同様に a†i の weightは (0i−1, 1, 0n−i)である. そこで，weightsを辞
書式順序で並べたら．

(1, 0, · · · , 0) > (0, 1, 0, · · · , 0) > · · · > (0, · · · , 0, 1)

となるので，highest weightは (1, 0n−1)となる．また lowest weightは (0n−1, 1)で
ある.

Example 3.4 (自然表現の共役表現). 自然表現の共役表現を考える.表現空間は
spanC{ai|i = 1, · · · , n}である. aiのweightは (0i−1,−1, 0n−i)である.よってhighest

weightは (0n−1,−1)であり highest weight vectorは anとなる.

Example 3.5 ((0, p)-form). 表現空間 ΛpV (1,0) = Λ0,p を考えテンソル積表現で作
用させる．実は，これは既約になることがわかる．このときの highest weightは
(1p, 0n−p)であり,その highest weight vectorは a†1 ∧ · · · ∧ a†pである.

Example 3.6 (det表現). 上の例からわかるように det表現 (det, Λ0,n)の highest

weightは (1n)である.また detk表現の highest weightは (kn)である.

Example 3.7 ((p, 0)-form). 表現空間 ΛpV (0,1) = Λp,0の場合を考える. これも既約
表現である．highest weightは (0n−p, (−1)p)である.さらにΛp,0 ⊗Λ0,nという表現
空間を考えると．この表現の highest weightは

(0n−p, (−1)p) + (1n) = (1n−p, 0p)

となり，Λp,0 ⊗ Λ0,n ' Λ0,n−pという表現空間の間の同型が成立する.

Example 3.8 (対称テンソル積表現). 自然表現の対称 k回テンソル積の場合を考え
る.これも既約表現. highest weightは (k, 0n−1)でweight vector ¯ka†1である.

Example 3.9 (随伴表現). U(n)の gl(n,C)への adjiont表現を考える. これは既約
表現ではない.まず gl(n,C)の恒等写像が張る１次元ベクトル空間C{I}上に自明
に作用する.のこりの部分は既約であり highest weightは (1, 0n−2,−1)である.よっ
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て gl(n,C)は V(0n) ⊕ V(1,0n−2,−1) と既約分解される.つまり gl(n,C) = sl(n,C) ⊕
tracepartとなっている.

別の見方をしてみる．gl(n,C) = V (1,0) ⊗Λ1,0 = Λ0,1 ⊗Λ1,0 = Λ1,1である．この
Λ1,1の中には次のような U(n)の作用で不変な二次形式が存在する．

Ω = 2
√−1

∑
a†i ∧ ai = −√−1

∑
εi ∧ ε̄i =

n∑
i=1

e2i−1 ∧ e2i

である．これは Ω = Ωであるので実 (1, 1)形式であり，いわゆるケーラー形式で
ある．これが自明表現の基底である．つまり

Λ1,1 = Λ1,1
0 ⊕ ΩΛ0,0

ここで Λ1,1
0 は primitive (1, 1)形式といい highest weight(1, 0n−2,−1)をもつ既約

表現空間である．
より一般に

Λp,q = Λp,0 ⊗ Λ0,q

としたとき，この表現空間を既約分解するときにもΩをつかえばよい．Ω∗Ωとい
う作用素を考えるとこれはΛp,qに作用する．さらにU(n)不変な元である．よって，
Λp,qを既約分解したときに，既約成分へは定数で作用する（シューアの補題）．い
わゆるカシミール作用素であるので既約分解に定数で作用するのである．このカ
シミール作用素に対する固有空間分解が既約分解になる．例えば，小林昭七「複
素幾何１，２」を見よ．

Remark 3.7. 表現W が既約かどうかを判定する方法：まず，highest weight vector

を見つける．その highest weightを ρとすれば，Vρ ⊂ W である．Vρの次元はワイ
ルの次元公式から計算できる．そこで dim Vρ = dim W であるなら，Vρ = W であ
り，W は既約表現であることがわかる．

Remark 3.8. 上であげた例からわかるように,既約表現 (πρ, Vρ)が与えられたとき,

その共役表現（conjugate representation）or転置表現（contragradient representa-

tion）のweightの集合はもとのweight集合の (−1)倍である.とくにhighest weight

はもとの表現の lowest weightの (−1)倍である．さて highest weightへのワイル
群の作用により lowest weightへ移すことができる（weight diagramを考えよ.ま
た,この元は postive rootの集合を negative rootの集合に移すただ一つのものであ
る）．今回の場合はワイル群が対称群であるので, highest weightの順序を逆にし
たものが lowest weightである.よって，

Proposition 3.3. highest weight ρ = (ρ1, · · · , ρn)をもつ既約表現 (πρ, Vρ)の共役
表現の highest weightは

(−ρn,−ρn−1, · · · ,−ρ1)　

である.
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Remark 3.9. 既約表現 (πρ, Vρ)にdet表現をテンソルすることによりhighest weight

が ρ + k(1n)の既約表現空間を得ることができる．SU(n)へ制限すれば (1n)は自
明表現である，そこで

{ρ mod Z(1n) | ρは dominant integral条件をみたす }

という集合で SU(n)の既約表現は分類される．このようにして SU(n)の表現と
U(n)の表現の対応がわかる．
大島小林「リー群とリー環」（第二巻３７５ページ）の方法なら．

ρ̂i = ρi − 1

n

n∑
j=1

ρj

として，

ρ̂1 ≥ ρ̂2 ≥ · · · ≥ ρ̂n

ρ̂i − ρ̂j ∈ Z
ρ̂1 + ρ̂2 + · · ·+ ρ̂n = 0

となるもので既約表現は parametrizeされる．

3.2.4 スピン群と U(n)

さて，次のようなことを考える．下の可換図式をみたすFは存在するであろうか？

Spin(2n)

F↗ ↓ Ad

U(n)
i−→ SO(2n)

このようなリフトは実は存在しないことがわかる．以下でそれを証明する．

Lemma 3.4. π1(SO(n)) = Z2（n ≥ 3）, π1(SO(2)) = Zであったが，この基本群
の生成元として，次の形のものが取れる．

γ(t) =




cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 I


 , 0 ≤ t ≤ 2π

Proof. n = 2のときは，明らかであろう．n ≥ 3のときを考える．

1 → Z2 → Spin(n) → SO(n) → 1

という完全系列からホモトピー完全系列をえる．

→ 0 → π1(Spin(n)) = 0 → π1(SO(n))
∂−→ π0(Z2) → 0 →
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を得る．この ∂という写像は γ ∈ π1(SO(n))を Spin(n)へリフトして，その終点
（これはZ2の±1のいずれか）を対応させる写像である．そこで今の場合には γ(t)

のリフトは γ̃(t) = cos t/2 + e1e2 sin t/2であるので，終点は−1である．そこで上
の完全系列を考えれば γ(t)が π1(SO(n)) ' Z2の生成元を与える． ¥

さてGを群としてNを正規部分群，Hを部分群とする．G = NH, N ∩H = {e}
のときGはN とHの半直積であるという（集合としてはN ×Hであるけど，積
は直積群としいれたものではない．正規部分群とは gNg−1 ⊂ N であった．積は
(nh)(n′h′) = (nhn′h−1)(hh′)として入るのである）．ユニタリ群は次のように半直
積で書ける．

Lemma 3.5. U(n) = SU(n)U(1)と半直積の形にかける．特に位相空間として
U(n) ' U(1)× SU(n)であるので π1(U(n)) = Zである．この生成元は次である

γ(t) =

(
eit 0

0 I

)
, 0 ≤ t ≤ 2π

Proof. SU(n)は U(n)の正規部分群である．また U(1)を

(
a 0

0 I

)
として U(n)の

部分群とみなす．このとき SU(n) ∩ U(1) = {e}である．つまり，

U(n) 3 A 7→ A

(
det A−1 0

0 I

)(
det A 0

0 I

)
∈ SU(n)U(1)

とすればよい． ¥
Proposition 3.6. 下の可換図式をみたす，リフト F は存在しない

Spin(2n)

F↗ ↓ Ad

U(n)
i−→ SO(2n)

Proof. π1(U(n))の生成元をとり U(n) ⊂ SO(2n)を考えると，

γ(t) =




cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 I


 , 0 ≤ t ≤ 2π

となる．つまり i∗(π1(U(n)) = Z2 となる．一方 Ad∗(π1(Spin(2n))) = 0である．
よって補題 3.1からリフトは存在しない． ¥

次の系の証明はスピン構造の議論をした後にする．

Corollary 3.7. 一般に概エルミート多様体にはスピン構造は存在するとは限ら
ない．

概エルミート多様体には一般にスピン構造は存在しないことがわかったが，実
はスピンｃ構造は必ず存在する．それをみるには，U(n)から Spinc(2n)へのリフ
トがあればよいのである．以下でそれを議論しよう．
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3.2.5 スピンｃ群と U(n)

スピンｃ群はスピン群のU(1)拡大であり，被覆群ではないので，実はリフトは
存在するけど一つとは限らない．実際，リフトのとり方はいろいろある．我々は
標準的なリフトをつくるため次の図式を考えることにする．

Spinc(2n)

↓ p = Ad× l

U(n) 3 A
i×det−−−→ (A, det A) ∈ SO(2n)× U(1)

ここで Spinc(2n)は SO(n)× U(1)の被覆群であることに注意．

Proposition 3.8. 下の可換図式をみたすリフト F が唯一つ存在する．

Spinc(2n)

F↗ ↓ p = Ad× l

U(n)
f=i×det−−−−−→ SO(2n)× U(1)

さらに F は単射である．つまり U(n) ⊂ Spinc(2n)である．

Proof. δをπ1(U(n))の生成元とし，α, β, γをπ1(Spinc(2n)), π1(SO(2n)), π1(U(1))

の生成元で l∗(α) = γとする，このとき以前示したようにp∗(α) = β+γである．一方
で f∗(δ) = β+γであることもすぐわかる．よって f∗(π1(U(n))) ⊂ p∗(π1(Spinc(2n))

であるので上の図式を可換にするリフトは唯一つ存在する．
F が単射であることをしめそう．f = p ◦F であるので，f = i× detが単射なら
よい．そこで iは単射なので f も単射．よって F は単射． ¥

Remark 3.10. この命題から概エルミート多様体には必ずスピンｃ構造が存在する
ことがわかる．詳しくは後で．

より一般には

fk : U(n) 3 A 7→ (A, (det A)2k+1) ∈ SO(2n)× U(1), k ∈ Z

を考えると，fk
∗ (δ) = β+(2k+1)γ = (2k+1)β+(2k+1)γであるので，fk

∗ (π1(U(n))) ⊂
p∗(π1(Spinc(2n))となり各 k ∈ Zに対して下の可換図式をみたすリフトが存在す
ることがわかる．

Spinc(2n)

F k↗ ↓ p = Ad× l

U(n)
fk−→ SO(2n)× U(1)

この意味で U(n)から Spinc(2n)へのリフトは一つとは限らない．
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3.2.6 スピン群と SU(n)

さて，SU(n)の場合も考えてみよう．SU(n)の場合には標準的にSpin(2n)へ埋
め込める．（SU(n)構造に対応する幾何は，カラビヤウ or リッチフラットケーラー
などである）．

Proposition 3.9. 下の可換図式をみたす，リフト F は存在する．

Spin(2n)

F↗ ↓ Ad

SU(n)
i−→ SO(2n)

また Spin(2n) → Spinc(2n)により SU(n)は自然に Spinc(2n)へも埋め込める．

3.2.7 スピンｃ群と U(n)：具体的に

さて以下では，クリフォード代数を使って，具体的にU(n)から Spinc(2n)への
埋め込みを与えよう．まず u(n)のR上基底としては
√−1εi⊗ ε̄i, 1 ≤ i ≤ n,

√−1(εi⊗ ε̄j + εj⊗ ε̄i), εi⊗ ε̄j− εj⊗ ε̄i, 1 ≤ i < j ≤ n

がとれた．これをクリフォード代数に埋め込むには，そのままテンソル積のとこ
ろをクリフォード積に変えればよい．つまり

√−1εi ⊗ ε̄i 7→
√−1a†iai =

1

2
e2i−1e2i +

1

2

√−1 ∈ Cl2n

√−1(εi ⊗ ε̄j + εj ⊗ ε̄i) 7→
√−1(a†iaj + a†jai) ∈ Cl2n

εi ⊗ ε̄j − εj ⊗ ε̄i 7→ a†iaj − a†jai ∈ Cl2n

ここで注意すべきは
√−1a†iai = 1

2
e2i−1e2i + 1

2

√−1であるので u(n)は複素クリ
フォード代数の中で実現されることである．

Remark 3.11. a†i ⊗ aiを a†iaiに対応させてもよいが，自然表現を考えたときに定数
倍ずれてしまうので，上のようたな対応のさせ方をしている．どちらにしろ，リー
環として同型であるので問題ない．

複素化を考えれば u(n)⊗C ' gl(n,C)も複素クリフォード代数内に埋め込める．
つまり

εi ⊗ ε̄j 7→ a†iaj.　

とする．

Lemma 3.10. 上で定義したものはリー環の同型写像になる．もちろんクリフォー
ド代数内でのリー括弧は [a, b] = ab− baでいれる．よって u(n) ⊂ Cl2nとみなす．

Proof. 演習問題 ¥
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さて，上の埋め込みで u(n) ⊂ Cl2nとみなしたとき

G := exp u(n) ⊂ Spinc(2n)

を考える．

Proposition 3.11. このときG ' U(n)である．つまりU(n)から Spinc(2n)への
埋め込こみを与える．さらに，これは Propostion 3.8の意味で標準的な埋め込み
となる．

Proof. まず V 1,0 ⊂ Cl2nとみなして随伴作用を考える．

[a†iaj, a
†
k] = a†iaja

†
k − a†ka

†
iaj = δjka

†
i

などにより，
Cl2n ⊃ G

Ad−−−→ U(n)

exp

x
xexp

Cl2n ⊃ u(n)
ad−−−→ u(n)

という図式をえる．ここで adは同型写像である．また Ad(exp X) = exp ad(X)

が成立する．adは明らかに同型でる．またU(n)は連結コンパクト群であるので，
∀g′ ∈ U(n)は g′ = exp X ′（∃X ′ ∈ u(n)）とかけるので，Adは全射である．よっ
てリー環が同型なので Adはある被覆を与える．これが単射であることを証明し
よう．

Ad(exp X) = idつまり (exp X)a†k(exp(−X)) = a†kがすべての kについて成り立
つとする．また exp X = exp Y exp it ∈ G ⊂ Spinc(2n) = Spin(2n)⊗ U(1)の形に
しおく．

Ad(exp X)a†k = (exp Y exp it)a†k(exp−it exp−Y ) = (exp Y )a†k(exp−Y ) = a†k

となる．(exp Y )a†k(exp−Y ) = a†kにおいて複素共役をとれば，(exp Y )ak(exp−Y ) =

ak をえるので，exp Y ∈ Spin(2n)はクリフォード代数の中心元である．そして
Spin(2n)に入るので exp Y = ±1である．よってAd(exp X) = idなら

exp X = 1⊗ exp it = 1⊗ λ ∈ Spin(2n)⊗ U(1)

の形と仮定してよい．
そこで，証明すべきことは，
さて，一般にコンパクトリー群において極大可換環を tとするとT = exp tが極大
トーラスになり，G = ∪g∈GAd(g)T となる．我々は極大可換環としてR{√−1a†iai}i

がとれるので，これを expしたものを極大トーラスT とする．そこでλ = exp X =

gtg−1（t ∈ T）とすると，λはすべての元と可換なので，t = λである．よって，
t = λ ∈ T であるので

t = (cos θ1 + sin θ1e1e2) · · · (cos θn + sin θne2n−1e2n)e
√−1(θ1+···+θn)
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となる．これがスカラーになるためには，θ1 = m1π, θ2 = m2π, . . . , θn = mnπと
なる必要がある．そのとき，

t = (−1)m1+···+mne
√−1(m1+···+mn)π = (−1)2(m1+···+mn) = 1

となる．よって λ = 1となる．すなわちAd(exp X) = idなら exp X = idとなるの
で，単射である．
次に，標準的な写像であることを見てみよう．つまりG = U(n) → Spinc(2n) →

SO(2n) × U(1)が i × det : U(n) → SO(2n) × U(1)という写像を与えることを証
明すればよい．U(n)のAd作用をリー環レベルでみると

[a†iaj, a
†
k] = a†iaja

†
k − a†ka

†
iaj = δjka

†
i

であるので，i : U(n) → SO(2n)を与えている．detについて考える（det exp X =

exp trXを思い出せ）．
√−1εi ⊗ ε̄i ∈ u(n)のトレースは

√−1εi ⊗ ε̄i(a
†
k) =

√−1δika
†
i

であるので
√−1である．さて一方，

u(n) 3 √−1εi ⊗ ε̄i 7→
√−1a†iai 7→ 1

2
e2i−1e2i +

√−1

2

z→z2−−−→ √−1 ∈ u(1)

となる．よってU(n) → Spinc(2n) → SO(2n)×U(1)が i×det : U(n) → SO(2n)×
U(1)と一致する．またこのようなものは一つしかないのであった．よって標準的
な写像である． ¥

Remark 3.12. u(n) ⊂ spin(2n)とすることができる．つまり
√−1εi⊗ε̄iに

√−1a†iai−√−1/2 = 1
2
e2i−1e2iを対応させるのである．このようにした場合には，上の証明の

途中まではうまく行く（全射まではわかる）が，最後のところで t = ±1となる．
実際−1 ∈ exp u(n)となる．つまりAd : G → U(n)はU(n)の二重被覆を与えるこ
とになる．実際，この対応で考えると

exp ta†1a1 = cos t/2 + e1e2 sin t/2
Ad−→

(
eit 0

0 I

)

であるので二周してしまう．我々が考えるのはU(n) ⊂ SO(2n)を導くようなもの
でなければならないのであった．標準的な写像では，

exp ta†1a1 = (cos t/2 + e1e2 sin t/2)et
√−1/2 Ad−→

(
eit 0

0 I

)

となる．

Remark 3.13. より一般の F k : U(n) → Spinc(2n)をあたえるには
√−1εi ⊗ ε̄iに対

して，1
2
e2i−1e2i + (2k + 1)

√−1/2を対応させればよい．
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3.2.8 SU(n)と Spin(2n)：具体的に

SU(n)の Spin(2n)への埋め込みも同様にすればよい．まず su(n)のR上基底と
しては

√−1(εi⊗ε̄i−εn⊗ε̄n), 1 ≤ i ≤ n−1,
√−1(εi⊗ε̄j+εj⊗ε̄i), εi⊗ε̄j−εj⊗ε̄i, 1 ≤ i < j ≤ n

がとれる．そこで，これをクリフォード代数に埋め込むには，

√−1
√−1(εi ⊗ ε̄i − εn ⊗ ε̄n) 7→ √−1(a†iai − a†nan) =

1

2
e2i−1e2i − 1

2
e2n−1e2n

√−1(εi ⊗ ε̄j + εj ⊗ ε̄i) 7→
√−1(a†iaj + a†jai)

εi ⊗ ε̄j − εj ⊗ ε̄i 7→ a†iaj − a†jai

とすればよい．注意すべきは su(n)は実クリフォード代数の中で実現されること
である．つまり exp su(n) ⊂ Spin(2n)となる．前と同様の議論をすれば SU(n) =

exp su(n)となる．

3.2.9 スピノール表現

Spinc(2n)のスピノール表現をU(n)へ制限したときにどうなるかについて議論
しよう．まずスピノール表現のフォック空間表示を思い出す．

a†k1
a†k2

· · · a†kj
|vac〉, 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kj ≤ n, j = 0, 1, · · · , n

が基底であった．今の場合には，このスピノール表現をSpinc(2n)の表現とみなす
ことにする．これが，U(n)の表現と見たとき⊕Λ0,pと表現空間として同値である
ことを見たい．すでに U(n)を Cl2nへ埋め込んでいるので，リー環レベルでみれ
ば十分であろう．
これを分解するには数作用素またはケーラー形式を使うのがよい．数作用素と

は粒子の数を数えるものであった．

N =
∑

a†iai

Remark 3.14. ケーラー形式を使う場合は注意が必要．Ω = 2
√−1

∑
a†i ∧ aiであっ

た．これをクリフォード代数内で書くなら．

Ω =
∑

i

e2i−1e2i = 2
√−1

∑
i

(a†iai − 1/2) = 2
√−1(N − n/2)

としなければ実クリフォード代数に入らない．スピノール表現へもこの形で作用
させる．

35



数作用素N は u(n)と可換である．つまり

[u(n), Ω] = 0

つまりカシミール元と呼ばれる不変元であり，これは既約成分へ定数で作用する
（シューアの補題）．そのため既約分解に使える．言い換えるとカシミール元に対
する固有値分解が表現の不変部分空間への分解になっている．スピノール表現の
場合には粒子が p個あればN = pで作用する．よって

W p := C{a†k1
a†k2

· · · a†kp
|vac〉, | 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kp ≤ n}

とすれば，これは u(n)の作用に関して不変部分空間である．このwightをもとめ
よう．a†iaiの作用をみればよい．これは粒子 a†i が入っていれば 1で作用し，ない
なら零で作用する．よってwightは

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1 . . .)

の形である．つまり 1を p個，0を n − p個ならべたものである．そこで highest

weightは
(1p, 0n−p) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)

であり highest weight vectorは a†1a
†
2 · · · a†p|vac〉である．また次元を勘定すれば，こ

れが既約表現空間Λ0,pと等しいことがわかる．以上から

Proposition 3.12. スピノール空間は U(n)の表現空間とみなしたとき⊕n
p=0Λ

0,p

と既約分解される．

Remark 3.15. 数作用素 N は第一カシミール元 c1という．一般の highest weight

ρ = (ρ1, · · · , ρn)をもつ既約表現に対しては，πρ(c1) =
∑

i ρ
iという定数で作用す

る．上では
∑p

i=0 1 = pで作用している．

具体的には次のようにする．スピノール空間W とΛ0,pを次のようにして同一視
する.

a†i1 · · · a†il|vac〉 7→ 2
l
2 a†i1∧ · · · ∧a†il

これは内積も保つこともわかる（
√

2の項があるのはh(a†i , a
†
j) = δij/2のため）．W

上に作用するクリフォード積をΛ0,p上に作用させてみよう.

a†i 7→
√

2a†i∧,

ai 7→
√

2i(a†i )

とすれば⊕Λ0,pにクリフォード代数が作用する．ここで i(a†i )の定義は

i(a†i )(a
†
i1∧ · · · ∧a†il) =

∑
(−1)k−1h(a†ik , a

†
i )a

†
i1∧ · · · â†ik · · · ∧a†il

注意すべきは
√−1ai 7→

√−1
√

2i(a†i )となること.これは i(·)は複素歪線形である
が, ai 7→ a†i も複素歪線形であるので,合わせて複素線形になるからである.以上か
らクリフォード代数の表現空間としてW と⊕Λ0,pは同型である.
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Remark 3.16. 以上の作用はつぎのように書き直せる.

ei· 7→ −
√

2
√−1(a†i∧ + i(a†i ))

Jei· 7→
√

2(a†i − i(a†i ))

Remark 3.17. この分解はドルボーディラック作用素のときに用いるものである．

3.2.10 スピノール表現２

かなり無理やりなことを行ってみる．リー群としては U(n) ⊂ Spin(2n)にはな
らないが，リー環レベルでみれば u(n) ⊂ spin(2n)とできるのであった．つまり

√−1εi ⊗ ε̄i 7→
√−1a†iai −

√−1/2

と対応させる．これをスピノール表現に作用させることによりリー環 u(n)の表現
を得ることができる．このとき

W p := C{a†k1
a†k2

· · · a†kp
|vac〉, | 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kp ≤ n}

は既約表現空間となるが，highest weightは

((1/2)p, (−1/2)n−p)

である．つまり dominant integral条件の dominant条件は満たすが，integral条件
はみたさない．

Remark 3.18. integral条件はU(n)の場合には u(n)の表現がU(n)表現へと持ち上
がるための条件である．もちろん上のような highest weightをもつ表現はU(n)の
表現とはならない．

Remark 3.19. 半単純リー環の有限次元既約 highest weight表現は integral条件を
満たすことが知られているが u(n)は半単純でないので，上のような表現を考える
ことができる．

さらに，次のような u(n)の表現を考える．一次元複素ベクトル空間C上で

εi ⊗ ε̄i 7→ 1

2
id i = 1, · · · , n

として他の元は零で対応させる．これも u(n) の表現になり，highest weight は
((1/2)n)である．つまり，ある意味で (det)1/2表現を考えていると思えばよい．ま
たは

√
Λ0,n =

√
Λn,0

−1
空間への表現とみなす．そこでテンソル積W p⊗

√
Λn,0

−1
を

考えると highest weightが (1p, 0n−p)の既約表現空間となりΛ0,pと同型になる．
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Proposition 3.13. u(n)の表現空間として次の同型が成立する．

W p ' Λ0,p ⊗
√

Λn,0, W ' ⊕n
p=0(Λ

0,p ⊗
√

Λn,0)

また次の同型も成立する．
W p ' W n−p

Proof. ２番目の主張を証明しよう．W pとはW pの共役表現または双対表現のこと
である．

W p = Λ0,p ⊗
√

Λn,0 = Λp,0 ⊗ Λ0,n ⊗
√

Λn,0 = Λ0,n−p ⊗
√

Λn,0 = W n−p

¥

Remark 3.20. ケーラースピン多様体上でスピン構造からくるスピノール束を作っ
た場合，スピノール束 Sは次のように分解される．

S = ⊕Sp = ⊕(Λ0,p(M)⊗
√

K)

ここでK は標準直線束というもので Λn,0(M)のことである．この分解の fiberご
とでみたものが上の命題である．そして Sp = Sn−pとなる．

SU(n)の表現Λn,0およびΛ0,nは自明表現と同値である．そこで

Proposition 3.14. SU(n)の表現空間として次の同型が成立する．

W p ' Λ0,p, Λ0,p = Λp,0 = Λ0,n−p

Proof. 二番目の主張は今までの議論から明らかであるが，証明しておこう．その
ためには U(n)の表現から SU(n)の表現への作り方を思い出せばよい．Λ0,n−pの
U(n)の表現としての highest weightは (1n−p, 0p)であった．そこで SU(n)の表現
空間としての highest weightは (1n−p, 0p) mod Z(1n)である．一方Λp,0のU(n)の
表現としての highest weightは (0n−p, (−1)p)である．(0n−p, (−1)p) + (1n)を考え
ば SU(n)の表現としての highest weightが (1n−p, 0p−1) mod Z(1n)となることが
わかる． ¥

3.3 四元数エルミート構造とSp(n)

前 subsectionではエルミート構造が入っている場合について述べた．この sub-

sectionではエルミート構造にさらに四元数構造を課した場合を考える．

38



3.3.1 シンプレクティック群 Sp(n)

(R4n, 〈·, ·〉, I, J,K)を四元数エルミート構造をもつベクトル空間とする．つまり
4n次元実ベクトル空間で正定値内積 〈·, ·〉および内積と compatibleな実線形写像
I, J,K で I2 = J2 = −1, IJ = −JI = K をみたすものが入っているものである．
このとき

Sp(n) := {A ∈ SO(4n,R)|AI = IA, AJ = JA, AK = KA} ⊂ U(2n) ⊂ SO(4n)

とする．これをシンプレクティック群とよぶ（シンプレクティック幾何でのSp(n,R)

のことではない．どちらも Sp(n,C)に実形であるが）．

Remark 3.21. 四元数構造を定義するには I2 = J2 = −1, IJ = −JIだけあれば十分
である．KはK = IJとすればよい．以下で見るように (R4n, I)を複素ベクトル空
間とみなしたときJは四元数構造に対応する．つまりJは歪複素線形（JI = −JI）
かつ J2 = −1をみたすもの．

このリー群を表示するには四元数ベクトル空間を用いたり，複素ベクトル空間を
もちいたりする．我々はもっとも便利と思われる，複素ベクトル空間を用いたSp(n)

の表示を考えよう．(V = R4n, 〈·, ·〉, I, J,K)を複素化し V ⊗Cとして，I, J,Kおよ
び内積をすべて複素線形に拡張する．複素構造 Iについてこれを分解しV 1,0⊕V 0,1

とする．V 1,0, V 0,1にはエルミート内積 hが入るのであった．JI = −IJ であるの
で J : V 1,0 → V 0,1, J : V 0,1 → V 1,0である．また V 0,1 = V 1,0であった．そこで

J : V 1,0 3 u 7→ J(ū) ∈ V 1,0

とすれば，歪複素線形であり，J2 = −1, h(Ju, Jv) = h(v, u)をみたす．

Proof. 歪複素線形は明らかである．Jは複素線形に拡張したのでu = v⊗z ∈ V ⊗C
とすればJ(v⊗z) = (Jv)⊗z．よってJ(u) = J(ū)となる．そこでJ2(u) = J(J(ū)) =

J2(u) = −uとなる．つまり J2 = −1である．
つぎに

h(Ju, Jv) = 〈J(ū), J(v̄)〉 = 〈J(ū), J(v)〉 = 〈ū, v〉 = 〈v, ū〉 = h(v, u)

が成立する．
¥

このように (V 1,0, h)にはエルミート内積と compatibleな四元数構造 Jが入る．
さらに

σ(u, v) := −h(u, Jv)

とすれば，これは V 1,0上の複素シンプレクティック形式である．そして

σ(u, v) = σ(Ju, Jv), σ(v, Jv) > 0 ∀v 6= 0 (3.3)
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Proof. まず定義から複素線形であることはよい．さらに σ(u, v) = −h(u, Jv) =

−h(JJv, Ju) = h(v, Ju) = −σ(v, u)であるので交代形式である．また

σ(Ju, Jv) = h(Ju, v) = h(v, Ju) = −σ(v, u) = σ(u, v)

さらに,

σ(v, Jv) = −h(v, JJv) = h(v, v) > 0, ∀v 6= 0

である．またこのとこから非退化もわかる． ¥

Remark 3.22. 四元数エルミート構造とは複素ベクトル空間に四元数構造 Jと上の
(3.3)をみたす複素シンプレクティック構造が入ってるものと定義してもよい．実
際，このときに h(u, v) := σ(u, Jv)とすれば，エルミート内積で Jと compatible

なものが定まる．同様にして σ, J, hのうち二つ（compatibleとして）が定まれば，
もう一つが定まる．

V 1,0のエルミート内積により Λ0,1が同型になった．一方，シンプレクティック
形式により V 1,0とΛ1,0は同型になる．これらをつかって

V 1,0 ' V 0,1 ' Λ1,0 ' Λ0,1

となる（これらの同型は Sp(n)の表現空間としての同型でもある）．
さてシンプレクティック群を定義しよう．

Sp(n) : = {A ∈ GL(2n,C) | JA = AJ, h(Au,Av) = h(u, v)}
= {A ∈ GL(2n,C) | JA = AJ, σ(Au,Av) = σ(u, v)}
= {A ∈ GL(2n,C) | h(Au,Av) = h(u, v), σ(Au,Av) = σ(u, v)}

Sp(n,C) = {A ∈ GL(2n,C) | σ(Au,Av) = σ(u, v)}

とする．特に Sp(n,C) ∩ U(2n) = Sp(n)である．
(V 1,0, J, h)を以下ではEと書く．この複素ベクトル空間Eにはシンプレクティッ
クユニタリ基底がとれる．つまりシンプレクティック基底かつユニタリ基底であ
る．我々はその基底を

εα, α = −n,−(n− 1), · · · ,−1, 1, 2, · · ·n

とすれば
σ(εα, εβ) = sign(α)δα,−β, h(εα, εβ) = δα,β

をみたすものである．このとき J(εα) = sign(α)ε−αとなることに注意．
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3.3.2 Sp(n)の表現論

Eを 2n次元複素ベクトル空間で四元数構造と compatibleなエルミート内積が
入っているものとする．またシンプレクティックユニタリ基底を {εα}αとする．
複素シンプレクティックリー環の基底を書いてみよう．

xαβ := εα ⊗ ε∗β − sign(αβ)ε−β ⊗ ε∗−α ∈ E ⊗ E∗, α + β ≥ 0 (3.4)

を考えると，これは複素シンプレクティック構造 σをたもち，次元は 2n2 + nであ
るので，sp(n,C)の基底である．つまり

sp(n,C) = C{xαβ | α + β ≥ 0, α, β = ±1, · · · ,±n}.

このときのリー環の積は，gl(n,C)の時と同様にして

[xαβ, xµν ] = δβµxαν − δανxµβ + sign(αβ)(δ−βνxµ−α − δ−αµx−βν).

またEへの作用は
xαβεγ = δβγεα − sign(αβ)δ−αγε−β

となる．xαβの定義を α + β ≥ 0に限らず，すべての α, βに対して (3.4)のように
定義すれば

xαβ = −sign(αβ)x−β−α

をみたす．
またΛ1,0 ' V 1,0の対応は ε∗α = Ω(·, εα) 7→ −sign(α)ε−αであるので，

xαβ = εα⊗ε∗β−sign(αβ)ε−β⊗ε∗−α = −sign(β)εα⊗ε−β−sign(β)ε−β⊗εα = −sign(β)εα¯ε−β

となる．つまり sp(n,C)は２次対称テンソル積空間と同一視できる．

sp(n,C) = S2(E).

このように表示したときのEへの作用は

εα ¯ εβ(εγ) = σ(εα, εγ)εβ + σ(εβ, εγ)εα

である．
次に sp(n)の基底を書いてみよう．E には四元数構造 Jが入っていた．そこで

S2(E) ⊂ E ⊗ E には実構造 J ⊗ Jが入る．この実構造で不変なものが sp(n) ⊂
sp(n,C) = S2(E)となる．J ⊗ J(εα ¯ εβ) = sign(αβ)ε−α ¯ ε−β であるので，実構
造に関して不変のものは

{
εα ¯ εβ + sign(αβ)ε−α ¯ ε−β√−1(εα ¯ εβ − sign(αβ)ε−α ¯ ε−β)
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である．または sp(n) = sp(n,C) ∩ u(2n)を考慮すれば
{

xαβ − xβα√−1(xαβ + xβα)

となる．
よって

sp(n) = R{xαβ−xβα |α+β ≥ 0, α > β}∪R{√−1(xαβ +xβα) |α+β ≥ 0, α ≥ β}
となる．

sp(n)のカルタン部分環として
√−1hR := R{√−1xαα | α ≥ 0}

をとることができるので，

hR := R{xii | i = 1, · · · , n}
とする．
以下では Sp(n)の表現論の概略を述べよう．表現のweight分解をするには，こ
の hRに関して同時固有分解をすればよい．(V, π)を Sp(n)の有限次元ユニタリ表
現とする．これを hRに関して同時固有分解する，V = ⊕V (λ)．その同時固有値を
λ = (λ1, · · · , λn)と書きweightとよぶ．ここで λiは xiiの固有値である．既約表現
を考えたとき辞書式順序でweightを並べて，もっとも大きいweight ρが唯一つ定
まりそれを highest weightとよぶ．この highest weightは

ρ = (ρ1, · · · , ρn) ∈ Zn, ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ρ1 ≥ 0

という dominant integral条件をみたす．逆に，この条件をみたす ρに対して，
それをhighest weightにもつ既約ユニタリ表現を構成できる．そこで我々はhighest

weight ρをもつ既約表現空間を Vρと書き表現を πρと書く．
ルート分解を書いておこう．

[xii, xαβ] = (δα,i + δ−β,i − δβ,i − δ−α,i)xαβ

であるので，正ルートに対応するものは，

{xk,−l | 1 ≤ k ≤ l ≤ n} ∪ {xk,l | 1 ≤ k < l ≤ n}
となる．xk,−lのルートは

(0, · · · , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, · · · , 0, 1︸︷︷︸
l

, 0, · · · , 0) (1 ≤ k ≤ l ≤ n)

であり，xk,lのルート

(0, · · · , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, · · · , 0, −1︸︷︷︸
l

, 0, · · · , 0) (1 ≤ k < l ≤ n)
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Example 3.10. 自然表現Eは (1, 0n−1)という highest weightをもつ．ε±iのweight

は (0i−1,±1, 0n−i)である．
ε1が highest weight vectorであることを確かめる．

xk,−l(ε1) = δ−l,1εk + δ−k,1εl = 0, (1 ≤ k ≤ l ≤ n)

xkl(ε1) = δl1εk − δ−k,1ε−l = 0 (1 ≤ k < l ≤ n)

xii(ε1) = δi1εi − δ−i,1ε−i = δi1ε1

となるので highest weight vectorである．

Example 3.11. Λ2(E)は既約ではなくΛ2
0(E) ⊕ Cと分解される．Λ2

0(E)の highest

weight は (12, 0n−2)である．また Cの基底は E上の複素シンプレクティック形式
σである．実際これは不変元であり

σ =
1

2

∑
α

sign(α)εα ∧ ε−α

とかける．

Proof.

σ(εβ, εγ) = −1

2

∑
α

sign(α)(ε∗−α ∧ ε∗α)(εβ, εγ)

=− 1

2

∑
α

sign(α)(δ−αβδγα − δγ−αδαβ)

=sign(β)δ−γβ

¥

Example 3.12. S2(E) = sp(n,C)は既約であり highest weightは (2, 0n−1)である．

Example 3.13. Λp(E)（0 ≤ p ≤ n）を考える．これは既約ではない．これを分解
するのにも σを用いる．実際次のように既約分解することができる．

Λp(E) = ⊕[p/2]
k=0 σkΛp−2k

0 (E), Λp
0(E) = ker σ∗

また既約成分Λp
0(E)の highest weightは (1p, 0n−p)である．この既約分解について

は後で詳しく見る．

Remark 3.23. この分解は U(n)のときの Λp,qに対するケーラー形式を使った既約
分解と全く同様の方法で分解される．

Example 3.14. Λk
0(E)⊗Λl

0(E)（k ≤ l）を既約分解してhighest weightたちを辞書式
で並べたときもっとも大きいhighest weightをもつ既約成分をΛk,l

0 (E)と書く．この
highest weightは (2k, 1l−k.0n−1)である．（Λk

0(E)と Λl
0(E)の highest weight vector

を vk, vlとしたとき vk ⊗ vlの weightは (2k, 1l−k.0n−1) = (1k, 0n−k) + (1l, 0n−l)で
ある）．
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3.3.3 Sp(n)の表現空間上の幾何構造

ここでは Sp(n)の既約表現空間には実構造または四元数構造が入ることを証明
する．表現論を詳しくない場合は下の命題だけ認めて先へ進んで欲しい．（詳しく
は [3]を参照）

Sp(n)の既約表現 (πρ, Vρ)を考える．この表現の双対表現を考えると，weightは
πρのweightをすべてマイナス倍したものであり，lowest weightは−ρである．
さて Sp(n)のワイル群は置換群および各成分の符号を変える群（' Zn

2）との半直
積である．そこで双対表現の lowest weight−ρはワイル群の作用により，その表現
の weight ρへ移すことが出来る．これは双対表現の highest weightになる（明ら
か）．つまり (πρ, Vρ)の双対表現を考えると同じ highest weight ρをもつ既約表現
である．このように Sp(n)の任意の既約表現と双対表現は同型である．

(πρ, Vρ) ' (π∗ρ, V
∗
ρ )

一方で，(πρ, Vρ)の Sp(n)不変エルミート内積を使えば，この共役表現と双対表
現は同型である．よって

Vρ ' V ∗
ρ ' Vρ ' V ∗

ρ

Example 3.15. 自然表現Eは複素シンプレクティック形式によりE ' E∗となりエ
ルミート内積によりE∗ ' Eとなる．

上の表現空間の同型に対して別の見方をしてみよう．Sp(n)不変な Vρ上の二次
形式の空間はHomSp(n)(Vρ, V

∗
ρ )（Sp(n)不変な Vρから V ∗

ρ への準同形全体の空間）
である．Vρ ' V ∗

ρ から HomSp(n)(Vρ, V
∗
ρ ) = HomSp(n)(Vρ, Vρ) = Cとなる（最後は

シューアの補題）．つまり既約表現空間には必ず Sp(n)不変な二次形式Ωが入る．
さらに，この二次形式は非退化であり交代または対称のどちらかである．

Proof. Sp(n)不変な二次形式Ωの radicalつまり

ker Ω = {φ | Ω(φ, ψ) = 0, ∀ψ ∈ Vρ}

を考える．Sp(n)不変性から，これは Vρの不変部分空間になるが Vρは既約なので
零となる．よってΩは非退化である．
次に

Ω±(φ, ψ) := Ω(φ, ψ)± Ω(ψ, φ)

とする．これはSp(n)不変な二次形式でありΩ+は対称，Ω−は交代である．しかし
Sp(n)不変な二次形式は 1次元であったので，どちらかは零である．よってΩ = Ω±
が成立する． ¥

Sp(n)不変な二次形式Ω±およびVρ ' Vρ ' V ∗
ρ を考えれば．Vρ上にΩ+が入ると

きにはVρにはSp(n)不変な実構造Jがはいり，Ω−が入るときにはSp(n)不変な四元
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数構造Jが入ることになる．またこのとき適当に正規化すればh(Jφ, Jψ) = h(ψ, φ)

（∀ψ, φ ∈ Vρ）をみたすこともわかる．
より具体的に見ていこう．Sp(n)の任意の既約表現はE ⊗ · · · ⊗Eのある既約不
変部分空間として実現される．E上の四元数構造 Jを用いれば⊗evenEには実構造
がはいり，⊗oddEのときには四元数構造がはいる．そこで

Proposition 3.15. Sp(n)の既約表現 (πρ, Vρ)を考える．このとき
∑

ρi ≡ 0 mod 2

ならSp(n)不変な実構造Jおよび複素内積構造が入り，
∑

ρi ≡ 1 mod 2ならSp(n)

不変な四元数構造 Jおよび複素シンプレクティック構造入る．さらに，Vρ上のエ
ルミート内積 hに関して，h(Jφ, Jψ) = h(ψ, φ)をみたす（つまりエルミート構造
と compatibleなものが入るということ）．

3.3.4 Sp(n)と Spin(4n)

Sp(n) ⊂ SU(2n)であるので次はあきらか．

Proposition 3.16. 下の可換図式をみたす，リフト F は存在する．

Spin(4n)

F↗ ↓ Ad

Sp(n)
i−→ SO(4n)

また Spin(4n) → Spinc(4n)により Sp(n)は自然に Spinc(4n)へも埋め込める．

そこでシンプレクティック群をクリフォード代数内に埋め込もう．複素シンプレ
クティックリー環 sp(n,C)を複素クリフォード代数Cl4nに埋め込むには，

xαβ = εα ⊗ ε∗β − sign(αβ)ε−β ⊗ ε∗−α 7→ a†αaβ − sign(αβ)a†−βa−α ∈ Cl4n

とすればよい．同様にして sp(n)も埋め込める

3.3.5 スピノール表現

スピノール表現を考える．まずスピノール空間W は SU(2n)に関して

W = ⊕2n
p=0Λ

0,p

と分解されるのであった．Sp(n) ⊂ SU(2n)であるので，この SU(2n)に関する既
約分解はSp(n)に関する不変部分空間としての分解にはなっている．そこでΛ0,p =

Λp(E)をさらに分解することになる．
そのために複素シンプレクティック形式 σに対応した作用素として，

σ =
1

2

∑
sign(α)a†αa†−α

45



および，その双対作用素

σ∗ = −1

2

∑
sign(α)aαa−α

をスピノール空間に作用させることを考える（σと定数倍の違いはあるが，定数倍
の違いは重要ではない）．このとき次の式が成立することに注意しよう．

[σ, σ∗] = N − n, [N − n, σ] = 2σ, [N − n, σ∗] = −2σ∗

そこで，X := σ, Y := σ∗, H := N − n = [X, Y ]とすれば sl(2,C)を生成する．

Proof.

[σ, aβ] =
1

2

∑
sign(α)(a†αa†−αaβ − aβa†αa†−α)

=
1

2

∑
sign(α)(a†α(δβ−α − aβa†−α)− (δβα − a†αaβ)a†−α)

= sign(β)a†−β

よって

[σ, σ∗] = −1

2

∑
sign(β)([σ, aβ]a−β + aβ[σ, a−β])

=− 1

2

∑
sign(β)(−sign(β)a†−βa−β + sign(β)aβa†β) = N − n

¥

スピノール空間を実際に分解してみよう．考える空間は Λ(E) := ⊕pΛ
p(E)で

あった．まず sl(2,C)によって分解する．このとき ker σ∗が lowest vectorの集ま
りであり，ここに σを何回か当てていけば全体であるΛ(E)が復元できることにな
る．つまり

Λ(E) = ⊕n
l=0σ

l ker σ∗

となる．また σをかけることは ker σ（highest weight vectorの集まり）以外では
単射である．この sl(2,C)作用は Sp(n)の作用と可換であるので，

Λ(E) = ⊕2n
p=0 ⊕n

l=0 (σl ker σ∗ ∩ Λp(E))

とスピノール空間は分解される．
以下 p ≤ nとする．Λp

0(E) := ker σ∗ ∩ Λp(E)とすれば Λp(E)は次のように分解
できる，

Λp(E) = ⊕[p/2]
k=0 σkΛp−2k

0 (E)

σをかけることは単射であるので帰納法によってΛp
0(E)の次元がわかり，

(
2n

p

)
−

(
2n

p− 2

)
=

(
2n + 1

p

)
2n− 2p + 2

2n− p + 2
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となる．さらに a†1a
†
2 · · · a†p|vac〉を考えると，これは σ∗の作用で消えるのでΛp

0(E)

に含まれる．一方，これは Sp(n)に関して highest weight vectorでありweightは
(1p, 0n−p)であることがわかる．Λp

0(E)は不変部分空間であるのでV(1p,0n−p) ⊂ Λp
0(E)

となるがWeylの次元公式により，dim V(1p,0n−p)を計算すれば，V(1p,0n−p) = Λp
0(E)

となる．このように上の分解は既約分解である．

Remark 3.24. このWeyl次元公式を使った既約性の証明はよく用いる方法である
ので覚えておくと便利．Weylの次元公式は [8]を見よ．

さて φ ∈ Λp−2k
0 (E)と仮定する．σ∗φ = 0であり (N − n)φ = (p − 2k − n)φ =

−((n − p) + 2k)φである．この φは sl(2,C)表現の lowest weight vectorであるの
で，σによりweightを上げることで (n − p + 2k)というweightをもつ sl(2,C)表
現の highest weight vectorに達する（weightは σの作用で２ずつあがる）．つまり

φ
σ−→ σφ

σ−→ σ2φ
σ−→ · · · σ−→ σn−p+2kφ = σn−p+kσkφ

σ−→ 0

となる．そこで σn−pΛp(E) ⊂ Λ2n−p(E)となるが，各 Sp(n)に対する既約成分
σkΛp−2k

0 (E)上で σn−p は単射である．そして dim Λp(E) = dim Λ2n−p(E)である
ので σn−pΛp(E) = Λ2n−p(E)となる．つまり

Λ2n−p(E) = ⊕[p/2]
k=0 σn−p+kΛp−2k

0 (E)

となり次数が高い交代テンソル積のほうも分解できた．よって

Proposition 3.17. Sp(n)の表現空間Λ∗(E)は次のように既約分解される．

Λp(E) = ⊕[p/2]
k=0 σkΛp−2k

0 (E), Λ2n−p(E) = ⊕[p/2]
k=0 σn−p+kΛp−2k

0 (E)

Remark 3.25. Λp(E) ' Λ2n−p(E)の表現空間としての同型は σn を使ってもでき
る．つまり φ ∈ Λp(E), ψ ∈ Λ2n−p(E)とする．φ∧ ψ = 〈φ, ψ〉σnによってΛp(E) '
(Λ2n−p(E))∗ ' Λ2n−p(E)となる．

さてΛp
0(E)（p = 0, · · · , n）を考えたとき

⊕n−p
k=0σ

kΛp
0(E)

は sl(2,C)のhighest weight n− pの表現の dim Λp
0(E)個の直和である．つまり，

⊕n−p
k=0σ

kΛp
0(E) = Sn−p⊗̂Λp

0(E)

である．ここで Sn−pは sl(2,C)の highest weightが n− pとなる n− p + 1次元既
約表現を意味する．よって

Proposition 3.18. スピノール空間W = Λ(E)を sl(2,C) ⊕ sp(n)の表現空間と
してみたときに

W = ⊕n
p=0S

n−p⊗̂Λp
0(E)

と既約分解される．
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3.4 再びスピン群の表現

特殊直交群 SO(n)またはスピン群 Spin(n)の表現論について論じる．

3.4.1 スピン群の表現論

g = spin(n)として，gCをその複素化とする．これらのリー環をクリフォード代
数内に埋め込んでおく．以前みたように，表現論をやるときは基底として [ek, el]

ではなく，つぎのようなものがよい．（スピン幾何入門１を参照）．

1. n = 2mのとき，gCの基底は

{ωk = a†kak − 1/2}m
k=1 ∪ {a†kal}k<l ∪ {aka

†
l}k<l

∪{akal}k<l ∪ {a†ka†l}k<l

となる．{a†kal}k<l, {a†ka†l}k<lが正ルートの空間に対応する．

2. n = 2m + 1のとき，gCの基底は

{ωk = a†kak − 1/2}m
k=1 ∪ {a†kal}k<l ∪ {akal}k<l ∪ {aka

†
l}k<l

∪{a†ka†l}k<l ∪ {akb}m
k=1 ∪ {a†kb}m

k=1

{a†kal}k<l, {a†ka†l}k<l, {a†kb}kが正ルートの空間に対応する．

gの基底を書くには，これらの実制限を考えればよい．実構造は単純に複素共役を
とったものである（a†k = −ak, ak = −a†k）．例えば a†kal + aka

†
l，
√−1(a†kal− aka

†
l )

は gに入る．
カルタン部分環 hの

√−1倍である，

hR :=
√−1h = spanR{ω1, · · · , ωm}

を考える．
gの有限次元ユニタリ表現 (π, V )があるとき，それを hに制限する．ユニタリ
性から π(h)は歪エルミート行列であり，虚数の固有値を持つ固有空間に分解でき
る．さらに hは可換なので同時固有分解ができる．hRで考えれば，実の固有値を
もつので, 各同時固有空間 V (λ)に対して, 同時固有値 λ ∈ (hR)

∗が定まる．これを
weightという．これらを λ = (λ1, · · · , λm)と書く．ここで λiが ωiに対する固有
値である．

weight λが正であるとは，λ1 = λ2 = · · · = λk = 0, λk+1 > 0となる kが存在す
ること．またweight λ, λ′に対して，λ > λ′を λ− λ′ > 0で定義．この順序が辞書
式順序である．
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有限次元既約ユニタリ表現を考えたときに，weight分解をすれば highest weight

ρ が唯一つ定まる．さらに ρは次の dominant integral 条件を満たす：

ρ = (ρ1, · · · , ρm) in Zm or (Z+ 1/2)m

かつ

ρ1 ≥ · · · ρm−1 ≥ |ρm| for n = 2m,

ρ1 ≥ · · · ρm−1 ≥ ρm ≥ 0 for n = 2m + 1.

またこのような条件をみたす ρに対して, highest weightを ρにもつ，gの有限次元
既約ユニタリ表現が（同値なものを除いて）唯一つ定まる．そこで (πρ, Vρ)によっ
て highest weightを ρにもつ有限次元既約ユニタリ表現を表すことにする．

Remark 3.26. ρ ∈ (Z + 1/2)mであるので，integralという言い方はおかしいと思
うかもしれないが，integral条件の正確な定義は rootを使って定義するので仕方が
ない．例えばスピノール表現は ρ ∈ (Z+ 1/2)mをみたし gの表現である．リー群
でみるとSO(n)の表現を考えるときには，必ず ρ ∈ Zmとなるので integral条件と
いってよいであろう．スピン群の表現を考えるときには ρ ∈ Zmと ρ ∈ (Z+ 1/2)m

のどちらも考えられる．そのときには integral or half-integral条件などという．
つまり ρ ∈ Zmのときは gの表現は SO(n)の表現であり，これをスピン群の表
現とみるときには，Ad : Spin(n) → SO(n)と合成すればよい．ρ ∈ (Z+ 1/2)mの
ときはスピン群の表現へとなるがAdを通すことができず，SO(n)の表現とはなり
えない．

3.4.2 具体的な表現

既約表現のいくつかの例をあげる．

Example 3.16. （SO(n)の自然表現）Spin(n)の随伴表現 (πAd,Rn ⊗C)を考える．
これは SO(n)の（複素）自然表現である. リー環の表現として定義は

πAd([ei, ej])a = [[ei, ej], a]. (3.5)

である．我々はCnの基底として {ak}k ∪{a†k}k（for n = 2m），{ak}k ∪{a†k}k ∪{b}
（for n = 2m + 1）を選ぶ. この基底は自然なエルミート内積に対して直交して
いる．n = 2mの場合のみ調べる. [ωk, ai] = −δkiai，[ωk, a

†
i ] = δkia

†
i であるので

ai，a†i はweight vectorであり，weightはそれぞれ (0i−1,−1, 0m−i)，(0i−1, 1, 0m−i)

となる. また各weightの重複度は 1となる．そして順序づけすると highest weight

vectorは a†1であり highest weightは (1, 0m−1)である．

Example 3.17. 対称テンソル積空間は既約とはならない．q次対称テンソル積空間
は q次多項式 Sqと同一視できる．この既約成分の一つはラプラス作用素で零とな
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る調和多項式空間である．また
∑

x2
i とラプラシアンを使ってSqを分解できる（こ

れもケーラー形式を使ったΛp,qの分解と同じようにすればよい）．
Hq を Rn上次数 qの（複素）調和多項式の空間とする．spin(n)の作用は次の
よう：

spin(n)×Hq 3 ([ek, el], f(x)) 7→ −4xk
∂f

∂xl

+ 4xl
∂f

∂xk

∈ Hq. (3.6)

これは既約表現で highest weight vectorは z̄q
1 = x1 −

√−1x2

q
で highest weightは

(q, 0m−1)となる．また

dim Hq =
(n + q − 3)!

q!(n− 2)!
(n + 2q − 2).

Example 3.18. （クリフォード代数または外積代数への表現，n = 2mの時）Λpを
複素ベクトル空間Λp := Λp(R2m)⊗ Cとする．つまり p次の外テンソル積の空間．∑

Λp = Cl2mであるので，spin(2m)の作用を ad([ek, el])(φ) = [[ek, el], φ] for φ in

Λpにより定義する．0 ≤ p ≤ m−1に対してΛpはΛ2m−pとホッジ作用（体積要素）
により同値である．そしてΛpは

(
2m
p

)
次元の既約表現空間になる．highest weight

vectorは a†1 ∧ · · · ∧ a†pであり highest weightは (1p, 0m−p)である．p = mのときは
Λmは既約表現空間Λm

+ とΛm
− の直和に分解される．ここで次元はそれぞれ

1
2
( 2m

m )

である．またΛm
+（resp. Λm

−）の highest weight vectorは a†1∧ · · ·∧ a†mでありhighest

weightは (1m)（resp. a†1 ∧ · · · a†m−1 ∧ am with weight (1m−1,−1)）である．この分
解を説明しよう．

∑
Λp ' Cl2m上で体積要素 ωは spin(2m)の作用と可換である．

そして ω2 = 1かつ ekω = −ωekであり ω : Λp → Λ2m−pとなる．とくに ωはΛmを
±1固有空間へ分解する．ω(a†1 ∧ · · · ∧ a†m) = a†1 ∧ · · · ∧ a†mであるのでΛm

± はそれぞ
れ ωに対して固有値±1となる．

Remark 3.27. n = 4のとき，Λ2 = Λ2
+⊕Λ2

−は良く知られた自己双対と反自己双対
空間への分解．

Remark 3.28. Λp ⊕ Λ2m−pは同値な表現空間の直和である．ここに ωを作用させ
たとき，それぞれは ωに対して不変ではない．ω2 = 1であるので，Λp ⊕Λ2m−pは
V (1)⊕ V (−1)という別の分解を得る．もちろん V (1), V (−1)は既約表現空間であ
る．これは同値な表現の直和を考えたとき分解の仕方は幾らでもあるということ
を意味している．

Remark 3.29. n = 2m = 4k + 2の場合にはΛm = Λm
+ ⊕Λm

− の分解は複素化して初
めてできる分解である（詳しくは後で）．

Example 3.19.（外積代数への表現，n = 2m+1のとき）ΛpをΛp(R2m+1)⊗Cとす
る．次元は

(
2m+1

p

)
である．spin(2m+1)の作用はn = 2mのときと同様．0 ≤ p ≤ m

に対して，Λpは Λ2m+1−pと同値であり，highest weight vectorが a†1 ∧ · · · ∧ a†pで
highest weight (1p, 0m−p)の既約表現になる．
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3.4.3 表現空間上の幾何的な構造

SO(n)のΛp = Λp(Rn)⊗Cへの表現は明らかに実構造をもつ，その実部はΛp(Rn)

である．またRn ' (Rn)∗であるので，Λp ' (Λp)∗である．Sp(n)の場合と同様に
して，これは Λpに SO(n)不変な非退化対称形式が入ることと同値である．今の
場合には，Λp(Rn)上の SO(n)不変内積を複素線形で拡張したものを使えばよい．

n = 2mの場合にΛmを考えてみる．これを分解する際の体積要素 ωは複素体積
要素であったので実構造をたもつとは限らない．そこで実構造を保つHodge作用
素を考える∗ : Λp(Rn) → Λn−p(Rn)であり∗2 = (−1)p(n−p)をみたすものである．特
にn = 2mで ∗Λm(R2m) → Λm(R2m)は ∗2 = (−1)mをみたす．そこでn = 2m = 4l

の場合には ∗2 = 1であり，n = 2m = 4l + 2の場合は ∗2 = −1である．
このように n = 4lの場合にはΛ2l(R4l)は実のまま固有分解することができ，複

素化したΛ2l
±に実構造が入り，Λ2l

± = (Λ2l
±)∗となる．しかし n = 4l + 2の場合には

Λ2l+1(R4l+2)は複素化しないと既約分解できないのである．つまり自然な実構造を
いれることができない．実際，次に行うスピノールの議論と同様にして Λ2l+1

± と
(Λ2l+1

± )∗は表現空間として同型でなく，Λ2l+1
± には SO(n)不変な実構造または四元

数構造は入らないことがわかる．しかし Λ2l+1
± ' (Λ2l+1

∓ )∗はいえる．つまり Λ2l+1

には自然な不変実構造がはいるのであるが，それはΛ2l+1
± を入れ替えてしまうので

ある．
次にスピノール空間に適当な場合にはSpin(n)不変な実構造または四元数構造が
入ることを見ていこう．これについては「スピン幾何入門１」において少し述べ
た．より詳しく見てみる．
まずスピノール表現とその双対表現が同値になるかを考える．手法は Sp(n)の
ときと同様である．
まず n = 2m + 1の場合を考える．スピノール表現∆2m+1の highest weightは

((1/2)m)である．またweightは±1/2をならべたものである．双対表現を考える
と weightはすべてマイナス倍されるが，その highest weightは ((1/2)m)である．
よって∆2m+1 ' (∆2m+1)

∗が成立する．
次にn = 2mの場合を考える．スピノール表現∆±

2mのhighest weightは ((1/2)m−1,±1/2)

である．またweightは 1/2, −1/2を適当にならべたものである．双対表現を考え
るとweightはすべてマイナス倍される，このとき次のような場合分けが必要

1. n = 4lとする．∆±
4lのweightは 1/2, −1/2を適当に 2l個ならべたものである

が∆+
4lの各weightの 1/2の個数は偶数個で−1/2の個数も偶数個である．そ

の双対表現を考えると，各weightをマイナス倍すればよいので各weightの
1/2の個数は偶数個で−1/2の個数も偶数個ある．特に highest weightとし
て ((1/2)2l)をもつ．よって∆+

4l ' (∆+
4l)

∗となる．同様にして∆−
4lの各weight

の 1/2の個数は奇数個で−1/2の個数も奇数個ある．よって∆−
4l ' (∆−

4l)
∗と

なる．
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2. n = 4l + 2とする．∆+
4l+2の各weightの 1/2の個数は奇数で−1/2の個数は

偶数である（特に highest weightは 1/2を 2l + 1個ならべたもの）．そして
その双対表現を考えると，各 weightをマイナス倍すればよいので各 weight

の 1/2の個数は偶数で−1/2の個数は奇数個ある．よって highest weightと
して ((1/2)2l,−1/2)をもつ．以上から (∆±

4l+2)
∗ ' ∆∓

4l+2である．特に∆±
4l+2

それ自身には四元数構造や実構造は入らない．

Remark 3.30. 双対表現の highest weightを見つけるには，Sp(n)のときと同様に
ワイル群の作用を使ってもよい．SO(n)のワイル群は次のようになる．

1. n = 2mのとき．ワイル群W は，置換及び偶数個の符号の入れ替えである．
|W | = m!2m−1．

2. n = 2m+1のとき．ワイル群W は，置換及び符号の入れ替えである．|W | =
m!2m．

Proposition 3.19. スピン群の表現空間として次の同型が成立する．

1. n = 2m + 1のとき．∆2m+1 ' ∆∗
2m+1．

2. n = 2mのとき，∆2m ' ∆∗
2m．さらに

(a) n = 4lのとき∆±
4l ' (∆±

4l)
∗.

(b) n = 4l + 2のとき∆±
4l+2 ' (∆∓

4l+2)
∗.

そこで，実構造または四元数構造のどちらが入るかについて議論していこう．
実クリフォード代数Cln = Cln,0は次のように実現できた．

Cl1 = C, Cl2 = H, Cl3 = H⊕H, Cl4 = H(2)

Cl5 = C(4) Cl6 = R(8) Cl7 = R(8)⊕ R(8) Cl8 = R(16)

そこでこれらを複素化すれば次のことがわかる．

1. n = 8k + 2のとき，∆8k+2には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な四元数構造が入る．しかしこの四元数構造は既約成分
を入れ替える．つまり J : ∆±

8k+2 → ∆∓
8k+2となってしまう．

2. n = 8k + 3のとき．∆8k+3には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

3. n = 8k + 4のとき．∆8k+4には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な四元数構造が入る．さらに n = 8k + 3の時を考慮す
れば∆±

8k+4にもスピン群の作用と可換な四元数構造が入る．
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4. n = 8k + 6のとき．∆8k+6には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な実構造が入る．しかし実構造は既約成分を入れ替える．
J : ∆±

8k+6 → ∆∓
8k+6．

5. n = 8k + 7のとき．∆8k+7には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な実構造が入る．

6. n = 8kのとき．∆8k+8には，実クリフォード代数の作用と可換よってスピン
群の作用と可換な実構造が入る．さらに，∆±

8k+8にもスピン群の作用と可換
な実構造が入る．

n = 8k + 1, 8k + 5の場合にはどうすればよいのであろうか．これらの場合には，
Cl0,nを考える．この実現は

Cl0,1 = R⊕ R, Cl0,2 = R(2), Cl0,3 = C(2), Cl0,4 = H(2)

Cl0,5 = H(2)⊕H(2) Cl0,6 = H(4) Cl0,7 = C(8) Cl0,8 = R(16)

であった．この実現を使えばスピノール表現にCl0,nと可換な四元数構造または実
構造がはいることがわかるが Spin(n)はCl0,n内で実現できない．
つぎのように考える．Cln = Cln,0 ⊗ Cであった．R0,nの基底を {e′i}iとして，

Cln = Cln ⊗ C 3 ei 7→
√−1e′i ∈ Cln,0 ⊗ C = Cln

を考えると，これは複素クリフォード代数の同型である．よって上で作ったCl0,n

と可換な四元数構造または実構造は Cln,0の作用と反可換である．ここで反可換
とは v ∈ Rn ⊂ Cln,0の作用と反可換であること．実際，その構造を Jと書けば，
J(ei · φ) = J(

√−1e′i · φ) = −√−1e′iJ(φ) = −eiJ(φ)となる．そこで

1. n = 8k + 1のとき，∆8k+1には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な実構造が入る．

2. n = 8k + 2のとき，∆8k+2には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な実構造が入る．

3. n = 8k + 4のとき，∆8k+4には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

4. n = 8k + 5のとき，∆8k+5には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

5. n = 8k + 6のとき，∆8k+6には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

6. n = 8k + 8のとき，∆8k+8には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な実構造が入る．
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Remark 3.31. Cln,0のときと同様にn = 8k+6, 8k+5のときを考えると∆±
8k+6にスピ

ン群の作用と可換な四元数構造が入りそうであるが，∆±
8k+6の定義にはCl0n ' Cln−1

を使っていたので，e1e2については可換でも e1enについては反可換となってしま
うので駄目．

Remark 3.32. 実クリフォード代数Clr,sを考えても同様のことができるかを考えて
みると，e1, · · · , erとは可換で，er+1, · · · .er+sとは反可換な四元数構造または実構
造が入ることになる．例えば e1er+1とは反可換であり，スピン群の作用とは可換
でなくなってしまう．

以上をまとめると

Proposition 3.20. スピノール空間には次のような構造が入る．

1. n = 8k + 1のとき，∆8k+1には，実クリフォード代数の作用と反可換で，ス
ピン群の作用と可換な実構造が入る．

2. n = 8k + 2のとき，∆8k+2には，実クリフォード代数の作用と可換な四元数
構造が入る．また反可換な実構造が入る．よってスピン群の作用と可換な実
構造または四元数構造が入る．しかし∆±

8k+2にはスピン群の作用と可換な構
造は入らない．

3. n = 8k + 3のとき．∆8k+3には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

4. n = 8k + 4のとき．∆8k+4には，実クリフォード代数の作用と可換または反
可換な四元数構造が入る．よってスピン群の作用と可換な四元数構造が入る．
さらに∆±

8k+4にもスピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

5. n = 8k + 5のとき．∆8k+5には，実クリフォード代数の作用と反可換よって
スピン群の作用と可換な四元数構造が入る．

6. n = 8k + 6のとき．∆8k+6には，実クリフォード代数の作用と可換な実構造
が入る．また反可換な四元数構造が入る．よってスピン群の作用と可換な実
構造または四元数構造が入る．しかし∆±

8k+6には可換な構造は入らない．

7. n = 8k + 7のとき．∆8k+7には，実クリフォード代数の作用と可換よってス
ピン群の作用と可換な実構造が入る．

8. n = 8kのとき．∆8k+8には，実クリフォード代数の作用と可換または反可換
な実構造が入る．よってスピン群の作用とも可換な実構造が入る．さらに，
∆±

8k+8にもスピン群の作用と可換な実構造が入る．
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Example 3.20. n = 2の場合にみてみる．∆2 = ∆+
2 ⊕∆−

2 = C⊕Cである．このと
きの U(1) = Spin(2)の作用は eiθ(z, w) = (eiθz, e−iθw)である．
そこで実構造として (z, w) 7→ (w̄, z̄)，四元数構造として (z, w) 7→ (−w̄, z̄)を考
えると，これはU(1)の作用と可換である．しかし実構造，四元数構造は∆±

2 を入
れ替えている．
またこの例をみてわかるが表現空間を入れ替えてしまうような場合は実構造，四
元数構造どちらかが入れば，もう一つも入る．この例のようにマイナスをつけれ
ばよい．別の見方をすると V ⊕V ∗には非退化複素内積または非退化交代形式が入
る．実際，

Ω±(e + f, e′ + f ′) = f ′(e)± f(e′)

とすればよい．Ω−は T ∗M の標準的なシンプレクティック形式の入れ方と同じで
ある．

Example 3.21. u(n) ⊂ spin(2n)と見たときを考える．スピノール表現をW = ⊕W p

としたときに，ケーラー形式 Ωは
√−1(2p −m)で作用する．そして Ωは実クリ

フォード代数内に入るので四元数または実構造と可換である．よって φp ∈ W pに
対して

ΩJφ = JΩφ = −√−1(2p− n)Jφ =
√−1(2(n− p)− p)Jφ

を得る．つまり u(n)の表現空間として J : W p ' W n−pを与える．
u(n) ⊂ spinc(n)とみなしたときは，このようなことはできない．なぜなら u(n)

を複素クリフォード代数に埋め込んでるので，四元数構造または実構造は u(n)の
作用とは可換とは限らない．

さて，より一般の既約表現に実構造や四元数構造は入るかはさらに複雑である．
例えば n = 8k + 2のときには∆±

8k+2には実構造または四元数構造は入らないが,

∆+
8k+2 ⊗∆−

8k+2の既約成分であるΛ2kには実構造が入る．
以下の議論は後で特に使わないので，表現論に詳しくない人はとばして次に進
んでほしい．
まず既約表現とその双対表現が同値であるかどうかを判別する必要がある．

1. n = 2mのとき．Λp = (1p, 0m−p)（1 ≤ p ≤ m−2）, ∆±
2m = ((1/2)m−1,±1/2)

は基本表現と呼ばれるものであり，任意の既約表現の highest weightはこ
れらの非負整数係数の線形結合としてかける．つまり

ρ = (
m−2∑
p=1

npΛ
p) + k+∆+

2m + k−∆−
2m, np, k

± ∈ Z≥0

となる（例えば (1m−1,−1) = 2∆−
2m）．そして，この highest weight ρをもつ

既約表現は

(
m−2⊗
p=1

⊗npΛp)⊗ (⊗k+

∆+
2m)⊗ (⊗k−∆−

2m)
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の topな既約成分としてかける．

この双対表現の highest weightは
{

ρ n = 4l

(
∑m−2

p=1 npΛ
p) + k−∆+

2m + k+∆−
2m n = 4l + 2

となる．よってn = 4lなら既約表現とその双対表現は同値であるが，n = 4l+2

なら k+ = k−となることが必要十分条件．つまり

ρ = (
2l−1∑
p=1

npΛ
p) + k(∆+

4l+2 + ∆−
4l+2)

となるものである（またこのとき ρ ∈ Z2l+1であるので必ず SO(4l + 2)の表
現へ落ちる）．

2. n = 2m + 1のとき．Λp = (1p, 0m−p)（1 ≤ p ≤ m − 1）, ∆2m+1 = ((1/2)m)

が基本表現である．この場合にも既約表現の highest weight ρは基本表現の
非負整数係数の線形結合である．そして既約表現とその双対表現は同値であ
ることがわかる．

Proof. ρをもつ既約表現の双対をとれば−ρが lowest weightである．これをWeyl群
Wの作用させた時もっとも大きいものが双対表現のhighest weightである（weight

図形を考えると highest weightと loweset weightは同じW軌道上にある）．つま
り，あるw0 ∈ Wが存在して−ρ = w0(ρ)となるときが既約表現と双対表現が同値
になるための必要十分条件である．またこのような w0は rootに作用させたとき
には positve rootの空間 Φ+に対して w0(Φ

+) = −Φ+となるものである（実は一
つしかない）．
例えば n = 2m + 1の場合にワイル群は置換および符号の変換であったので，ワ
イル群の作用により

−(ρ1, · · · , ρn) 7→ (ρ1, · · · , ρn)

とできる．つまりw0は各成分の符号を変えるもの． ¥

そこで Vρ ' V ∗
ρ と仮定する．ここには不変実構造または四元数構造が入ること

になる．どちらが入るかを判別しよう．

1. nが偶数

(a) まず n = 4l + 2の場合を考える．Vρ ' V ∗
ρ なので，

ρ = (
2l−1∑
p=1

npΛ
p) + k(∆+

4l+2 + ∆−
4l+2)
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とかける．∆+
4l+2 +∆−

4l+2 = Λ2l = (12l, 0)である．ここには実構造が入っ
た．Λpの実構造に対応した複素内積をテンソル積して

(
2l−1⊗
p=1

⊗npΛp)⊗ k(Λ2l)

に複素内積をいれる．これを topな既約成分に制限すれば，複素内積が
はいる．つまり，この場合には Vρには実構造がはいる．

Remark 3.33. 複素内積を制限すれば不変複素内積になるが，零となる
可能性がある．しかし，topな既約成分にはそれぞれの highest weight

viをテンソル積したものが highest weight vector vρである．このとき
〈vi, vi〉 6= 0であるので 〈vρ, vρ〉 6= 0であることはすぐわかる．

(b) つぎにn = 8lの場合．すべての既約表現は双対表現と同値であった．ま
たこの場合には基本表現にはすべて実構造が入る．上と同様にすれば，
Vρには実構造がはいる．

(c) n = 8l + 4の場合．すべての既約表現は双対表現と同値であった．また
基本表現である外積表現には実構造，スピノール表現には四元数構造が
はいった．四元数構造の偶数回テンソル積は実構造であり，奇数回テン
ソル積は四元数構造であることに注意すれば．

ρ = (
∑
p=1

npΛ
p) + k+∆+

8l+4 + k−∆−
8l+4, np, k

± ∈ Z≥0

と書いたときにk++k−が偶数なら実構造が入り（このときはSO(8l+4)

の表現に落ちる），奇数なら四元数構造が入る．

2. nが奇数

(a) n = 2m + 1 = 8l + 1, 8l + 7のとき．すべての既約表現は双対表現と同
値であった．また基本表現にはすべて実構造が入る．よって Vρには実
構造が入る．

(b) n = 8k + 3, 8k + 5のとき．すべての既約表現は双対表現と同値であっ
た．また外積表現には実構造が入り，スピノール表現には四元数構造が
入る．そこで ρを

ρ = (
m−1∑
p=1

npΛ
p) + k∆2m+1

と書いたときスピノール表現の係数 kが偶数なら実構造（SO(2m + 1)

の表現に落ちる）が入り，奇数なら四元数構造がはいる．

Remark 3.34. 特殊直交群の表現に落ちる表現には，実構造が入る．
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3.4.4 Cl2mへの二つの grading

局所指数定理でオイラー数を与える指数定理と符号数を与える指数定理を証明
する際，に考えるべきベクトル束はどちらも微分形式のベクトル束 ⊕Λ∗である．
何故，同じ指数を与えないかというと，ベクトル束へのZ2次数のつけ方が違うか
らである．このことについて考える．
クリフォード代数は外積代数（自分自身）の空間に自然に作用する．作用とし
ては右から及び左からの作用がある．右からの作用は

Cl2m × Cl2m 3 (φ, v) 7→ v · φt ∈ Cl2m

で定義される．ここで (ei1ei2 · · · eik)
t = eik · · · ei2ei1 である．また右からの作用

と左からの作用は明らかに可換な作用．これらの作用は Cl2m = W2m ⊗ W ∗
2m =

Hom(W2m,W2m)であることに対応している（W2m はスピノール空間．Cl2m =

C(2m)の自然表現がスピノール表現であった）．つまり左からの作用は第一成分の
W2mへ，右からの作用は第二成分のW ∗

2m ' W2mへの作用である．言いかえると
Cl2m ⊗ Cl2mのW2m ⊗W ∗

2mへの作用は次と同値である．

(Cl2m ⊗ Cl2m)× Cl2m 3 (φ1 ⊗ φ2, v) 7→ φ1vφt
2 ∈ Cl2m.

特に，次のスピン群の表現として次の同型が成立する．

(∆2m)⊗ (∆2m)∗ = (∆2m)⊗∆∗
2m = 2(Λ0 + Λ1 + Λ2 + · · ·Λm−1) + Λm

+ + Λm
−

Remark 3.35. 左辺はスピン群を考える必要があるが，右辺はスピン群は必要ない．

さて，クリフォード代数Cl2mには偶数奇数分解であるCl02m⊕Cl12mが存在した．
これは外積代数でいうとΛeven⊕Λoddという分解に対応している．一方でホッジ作用
素（または体積要素）による分解も存在した．ωにより⊕Λ∗を±1固有空間へ分解
するのである（もちろん even-odd分解とは異なり，代数的な構造は無視している）．
例えば Λp ⊕ Λ2m−pに ωは作用し ω2 = 1であるので Λp ⊕ Λ2m−p = V (1)⊕ V (−1)

と分解する．これらの二つの分解の違いを見たい．
まず体積要素による分解は体積要素を左から書けるという分解であり，W2m ⊗

W ∗
2mの手前のW2mを±1固有分解することになる．よって体積要素による分解は

Cl2m = (∆+
2m ⊕∆−

2m)⊗∆2m = (∆+
2m ⊗∆2m)⊕ (∆−

2m ⊗∆2m)

という分解である．実際，∆+
2m ⊗ ∆2mの中には∆+

2m ⊗ ∆+
2mの topな既約成分と

して (1m) = 2× ((1/2)m)を highest weightにもつΛm
+ を含む．一方∆−

2m ⊗∆2mは
Λm
− を含む．
次に even-odd分解について見てみよう．これはα : Cl2n → Cl2nによる±1固有

空間分解である．これを ωを使って書いてみる．

Cl2n 3 φ 7→ ωφωt = −ωφω ∈ Cl2n

を考えると αと一致する．
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Proof. ω2 = 1であり，n = 2mのときは ωei = −eiωであった．そこで

−ωeiω = ωωei = ei, −ωeiejω = −ωωeiej = −eiej

となることから αと一致する． ¥

よって even-odd分解をするには．W2m ⊗W ∗
2mの ωによる前者のW2mの分解

と後者のW ∗
2mの分解の両方を使う必要がある．さらに注意すべきはW ∗

2mとW2m

への Z2-gradingはmによって異なるのであった．

1. n = 4lのとき，∆±
4l ' (∆±

4l)
∗であったので

Cl4l = (∆+
4l ⊕∆−

4l)⊗ (∆+
4l ⊕∆−

4l)

= {(∆+
4l ⊗∆+

4l)⊕ (∆−
4l ⊗∆−

4l)} ⊕ {(∆+
4l ⊗∆−

4l)⊕ (∆−
4l ⊗∆+

4l)}
= Cl04l ⊕ Cl14l

となる．実際 highest weightを考えるとCl04l = (∆+
4l ⊗∆+

4l)⊕ (∆−
4l ⊗∆−

4l)は
Λ2l

+, Λ2l
−を含む．

2. n = 4l + 2のとき，∆∓
4l+2 ' (∆±

4l+2)
∗であったので

Cl4l+2 = (∆+
4l+2 ⊕∆−

4l+2)⊗ ((∆+
4l+2)

∗ ⊕ (∆−
4l+2)

∗)

= {(∆+
4l+2 ⊗ (∆+

4l+2)
∗)⊕ (∆−

4l+2 ⊗ (∆−
4l+2)

∗)}
⊕ {(∆+

4l+2 ⊗ (∆−
4l+2)

∗)⊕ (∆−
4l+2 ⊗ (∆+

4l+2)
∗)}

= {(∆+
4l+2 ⊗∆−

4l+2)⊕ (∆−
4l+2 ⊗∆+

4l+2)} ⊕ {(∆+
4l+2 ⊗∆+

4l+2)⊕ (∆−
4l+2 ⊗∆−

4l+2)}
= Cl04l+2 ⊕ Cl14l+2

となる．上とは逆にCl14l+2 = (∆+
4l+2⊗∆+

4l+2)⊕(∆−
4l+2⊗∆−

4l+2)がΛ2l+1
+ , Λ2l+1

−
を含む．

以上の事実は指数定理（スピン幾何入門４）において使用する．

3.4.5 U(n)の表現空間の幾何構造

ここでの議論は後で必要としないので，興味がなければ飛ばして先に進んだほ
うが良い．
いままでの議論から Spin(n), Sp(n)という古典型リー群の表現空間上の幾何構
造について議論した．そこで U(n)や SU(n)の既約表現空間には実構造または四
元数構造は入るのであろうか？

U(n)の既約表現空間には U(n)不変幾何構造（実または四元数構造）が入るか
について議論しよう．Vρの双対表現を考えると，その highest weightは，

(−ρn,−ρn−1, · · · ,−ρ1)
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である．これらが一致するためには

−ρn = ρ1, −ρn−1 = ρ2, · · · ,

となる．そこで

Proposition 3.21. Vρを U(n)の既約表現空間とする．

1. n = 2mの場合には，highest weight ρが

(λ1, λ2, · · · , λm−1, λm,−λm,−λm−1, · · · ,−λ1)

のような表現なら Vρ ' V ∗
ρ となる．

2. n = 2m + 1の場合には，highest weight ρが

(λ1, λ2, · · · , λm−1, λm, 0,−λm,−λm−1, · · · ,−λ1)

なら Vρ ' V ∗
ρ となる．

さてΛ0,pは (1p, 0n−p)を highest weightにもつ既約表現であった．任意の既約表
現はこれらのテンソル積表現の topの既約成分として実現される．実際，Λ0,p =

(1p, 0n−p)とすれば，

ρ = (ρ1, · · · , ρn) =
n−1∑
p=1

(ρp − ρp+1)Λ0,p + ρnΛ0,n

とかける．ここで ρp − ρp+1 ∈ Z≥0，ρn ∈ Zとなる．Λ0,p ⊗Λn,0 ' (Λ0,n−p)∗であっ
たので，(Λ0,p ⊗ Λn,0 ⊕ Λ0,n−p)という表現空間には不変四元数構造または不変実
構造（どちらでも入る）を入れることが出来る．よって (Λ0,p ⊗ Λn,0 ⊕ Λ0,n−p) ⊗
(Λ0,p ⊗ Λn,0 ⊕ Λ0,n−p)には不変実構造が入る．これを

Λ0,p + Λn,0 + Λ0,n−p

という highest weightをもつ既約成分に制限すれば零でない不変実構造が入るこ
とがわかる．

Proof. V ⊕ V ∗に交代形式または対称形式が入っていたとする．このとき

(V ⊕ V ∗)⊗ (V ⊕ V ∗) = V ⊗ V ⊕ V ∗ ⊗ V ∗ ⊕ V ⊗ V ∗ ⊕ V ∗ ⊗ V

となる．ここには対称形式

Ω((e1 + f1)⊗ (e2 + f2), (e3 + f3)⊗ (e4 + f4)) = (f1(e3)± f3(e1))(f2(e4)± f4(e4))

が入る．これを V ⊗ V ∗ ' V ∗ ⊗ V 上の対称形式として

Ω(f1 ⊗ e2, e3 ⊗ f4) = ±f1(e3)(f4(e4))

として，不変対称形式が入る．topな既約成分へ制限しても零でないこともわかる．
¥
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そこで，まず n = 2mの場合に Vρ ' V ∗
ρ として，その highest weightを書きか

えると

ρ =(λ1 − λ2)Λ0,1 + · · ·+ (λm−1 − λm)Λ0,m−1

+ 2λmΛ0,m

+ (λm−1 − λm)Λ0,m+1 + (λm−2 − λm−1)Λ0,m+2 + · · ·+ (λ1 − λ2)Λ0,2m−1 − λ1Λ0,2m

=(λ1 − λ2)Λ0,1 + · · ·+ (λm−1 − λm)Λ0,m−1

+ 2λmΛ0,m

+ (λm−1 − λm)Λ0,m+1 + (λm−2 − λm−1)Λ0,m+2 + · · ·+ (λ1 − λ2)Λ0,2m−1

+ {(λ1 − λ2) + (λ2 − λ3) + · · ·+ (λm−1 − λm) + λm}Λ2m,0

=(λ1 − λ2)(Λ0,1 + Λ2m,0 + Λ0,2m−1) + · · ·+ λm(Λ0,m + Λ2m,0 + Λ0,m)

とすれば Vρ上には不変実構造が入ることがわかる．
同様に，n = 2m + 1の場合に

ρ =(λ1 − λ2)Λ0,1 + · · ·+ (λm−1 − λm)Λ0,m−1

+ λmΛ0,m + λmΛ0,m+1

+ (λm−1 − λm)Λ0,m+2 + (λm−2 − λm−1)Λ0,m+3 + · · ·+ (λ1 − λ2)Λ0,2m − λ1Λ0,2m+1

=(λ1 − λ2)Λ0,1 + · · ·+ (λm−1 − λm)Λ0,m−1

+ λmΛ0,m + λmΛ0,m+1

+ (λm−1 − λm)Λ0,m+2 + (λm−2 − λm−1)Λ0,m+3 + · · ·+ (λ1 − λ2)Λ0,2m

− {(λ1 − λ2) + (λ2 − λ3) + · · ·+ (λm−1 − λm) + λm}Λ0,2m+1

であるので，Vρ上には不変実構造が入る．
次にSU(n)の場合を考える．これはU(n)の場合とほとんど同様である．SU(n)の
場合にはΛ0,p ' (Λ0,n−p)∗を使えばよい．この同型は具体的にはφ ∈ Λ0,p, ψ ∈ Λ0,n−p

に対して，
φ ∧ ψ = 〈φ, ψ〉ε1 ∧ · · · εn

として Λ0,pと Λ0,n−pの pairingを作る．これが SU(n)不変であることはすぐにわ
かる．U(n)との違いは n = 2mの時にはΛ0,m ' (Λ0,m)∗となることである．特に
n = 4mの時にはΛ0,2mには不変対称形式よって不変実構造が入り，n = 4m + 2の
時にはΛ0,2m+1には不変交代形式よって不変四元数構造が入ることである．このこ
とに注意して U(n)の場合と同様の議論をすればよい．

Example 3.22. SU(2)の表現空間 Λ0,1 = Hには不変四元数構造が入った．しかし
U(2)の表現空間としては不変四元数構造は入らない．U(2)の既約表現 with highest

weight (k,−k)には実構造が入ったが，対応するSU(2)の highest weightは (2k)で
あり，表現空間は S2k(H)となり実構造が入る．
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3.5 半四元数エルミート構造とSp(n)Sp(1)

3.5.1 半四元数構造

この章では，Sp(n)Sp(1) ⊂ SO(4n)について見ていく．Sp(n)Sp(1)は次で定義
されるリー群である．

Sp(n)Sp(1) := (Sp(1)× Sp(n))/Z2

ここで Sp(n)Sp(1)は U(n)に含まれないことに注意する（これは四元数ケーラー
多様体はケーラーとはならないことの理由である）．また Sp(n)の中心は±1であ
るので (1, 1), (−1,−1)を Z2とみなしている．
このリー群はユークリッド空間に四元数エルミート構造より弱い，半四元数エ
ルミート構造（semi-quternionic structure）を不変にするものである．(半四元数
構造は [4]を参照）
まず半四元数構造を定義しよう．V を実ベクトル空間として End(V )のR上部
分代数Qで id ∈ QかつR上代数同型Q ' Hとなるものを半四元数構造とよぶ．
Example 3.23. R4n = Hnを考える．右からHをかけることによりH ⊂ End(V )と
考えら得る．つまり，

Hn 3 v 7→ vq̄ ∈ Hn, q ∈ H
よって (Hn, Q = H)は半四元数構造をもつベクトル空間である．

Example 3.24. Hnの q ∈ Hの作用を，po ∈ Sp(1)でねじって，

Hn 3 x 7→ xp0qp
−1
0 = xp0qp

−1
0 ∈ Hn

とする．p0Hp−1
0 = H ⊂ End(V )，p0idp−1

0 = id ∈ p0Hp−1
0 ，代数同型 p0Hp−1

0 ' H
が成立するので，(Hn, p0Hp−1

0 )は半四元数構造をもつベクトル空間である．

この例をみればわかるように半四元数構造とは，同型Q ' Hを固定してしまえ
ば，単に四元数構造のことである．重要なのは次の半四元数線形写像の概念であ
る．(V, Q)の半四元数線形写像とは，実線形写像 f : V → V で，ある fQ : Q → Q

という代数同型が存在して f(qv) = fQ(q)f(v)となるものである．

Remark 3.36. fQ : Q → Qを f によらず id : Q → Qとしたものが，四元数線形写
像である．つまり f : V → V で f(qv) = qf(v)となるものである．この意味で半
四元数線形写像とは四元数線形写像の一般化である．

ある半四元数ベクトル空間 (V, Q)を考えて，半四元数線形変換群の全体がどう
なるかを見たい．Q ' Hを一つ固定して Q = Hとみなす．このとき代数同型
g : H → Hはどうような形になるであろうか？HはR上代数であるので R1 ⊂ H
は固定される．つまり g(a1) = ag(1) = aである（a ∈ R）．そこで=H = R3の線
形変換が問題となるが，ちょっと考えれば代数構造を保つ変換は SO(3)であるこ
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とがわかる．そこで Sp(1) = SU(2) 7→ SO(3)を考えて，g : H→ Hが代数同型な
ら，ある p ∈ Sp(1)が存在して

g : H 3 q 7→ g(q) = pqp−1 ∈ H

となることがわかる．
簡単のため (V, Q)を (Hn,H)とみなす．この半四元数線形写像 f に対して p ∈

Sp(1)が存在して，f(vq̄) = f(v)pq̄p−1となる．そこで f ′(v) := f(v)pとすると，

f ′(vq̄) = f(vq̄)p = f(v)pq̄p−1p = f(v)pq̄ = f ′(v)q̄

となり，f ′は四元数線形写像である．つまりA ∈ gl(n,H)が存在して f ′(v) = Av

となる．以上から，(Hn,H)の半四元数線形写像は f(v) = Avp−1とかける．特に，
半四元数線形変換群はGL(n,H)Sp(1)である．
さらに半四元数エルミート構造とは (V, Q)に正定値内積が入っていて，半四元
数構造Qが内積を保つもの．つまり ∀q ∈ Qに対して 〈qu, v〉 = 〈u, q̄v〉となる内積
が入っているときである．ここでQ ' HであるのでQ = R⊕ =Qとかけるが，q̄

とは実部はそのままで虚部をマイナス倍したものである．

Remark 3.37. 四元数エルミート構造とは 〈Iu, Iv〉 = 〈u, v〉, 〈Ju, Jv〉 = 〈u, v〉,
〈Ku, Kv〉 = 〈u, v〉であったが，これは ∀q ∈ Hに対して 〈qu, v〉 = 〈u, q̄v〉と同
値である．

そこで半四元数エルミート構造を保つ変換を考えると，それは Sp(n)Sp(1)とな
ることがすぐにわかる．

Proposition 3.22. (V, Q, 〈·, ·〉)を半四元数エルミートベクトル空間とする．この
とき半四元数エルミート構造を保つ半四元数線形変換の全体の群は Sp(n)Sp(1)と
同型である．

3.5.2 E −H formulation

ベクトル空間 (V,Q, 〈·, ·〉)に対するよい基底は何であろうか？ Sp(n), Sp(1)それ
ぞれに対してのよい基底はシンプレクティックユニタリ基底であった．(V,Q, 〈·, ·〉)
に対するよい基底を構成するためには，これらシンプレクティックユニタリ基底を
使う．Sp(n)の自然表現空間を (E, σE, J)とする．つまりEは複素 2n次元ベクト
ル空間，σEは複素シンプレクティック形式，Jは compatibleな四元数構造である
（σE(ε, ε′) = σE(Jε, Jε′), σ(ε, Jε) > 0, ∀ε 6= 0）．このシンプレクティックユニタリ
基底を

{εα|α = ±1, · · · ,±n}
とする．同様に (H, σH , J)を Sp(1)の自然表現として，シンプレクティックユニタ
リ基底を

{hA|A = ±}
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とする．このときE ⊗H（複素 4n次元ベクトル空間）を考えると Sp(n)Sp(1)は
この空間に作用する．
この空間に入る構造は次のような構造である．

1. J⊗Jという実構造が入る．この実部を (E⊗H)<と書く．しかしJ(εα⊗hA) =

sign(αA)ε−α ⊗ h−Aとなるので εα ⊗ hA /∈ (E ⊗H)<である．

2. σE ⊗ σH を考えるとこれは複素内積である．さらに (E ⊗H)<へ制限すると
正定値内積である．

(σE ⊗ σH)(εα ⊗ hA, εβ ⊗ hB) = sign(αA)δα,−βδA,−B

3. hE(ε, ε′) = σE(ε, Jε′)によりEにエルミート内積が入る．同様にHにもエル
ミート内積 hHが入る．これらをテンソル積してE⊗Hにはエルミート内積
h := hH ⊗ hEが入る．

h(εα ⊗ hA, εβ ⊗ hB) = (σE ⊗ σH)(εα ⊗ hA, J(εβ ⊗ hB))

=sign(βB)(σE ⊗ σH)(εα ⊗ hA, ε−β ⊗ h−B)) = δα,βδA,B

となるので {εα ⊗ hA}はユニタリ基底である．
またこれらの構造をSp(n)Sp(1)は不変にする．実はこの空間E⊗Hが (V,Q, 〈·, ·〉)
の複素化である．

Proposition 3.23. (V, Q, 〈·, ·〉)とする．このベクトル空間を複素化したものは
E ⊗Hと同型である．さらに内積を複素化したものは σE ⊗ σH に等しい．

Remark 3.38. このように E, H を使って議論することを Salamonによる E − H-

formulationなどとよぶ．[4],[7]を参照．

Proof. すべて座標で書いて証明する．まずE ⊗H を 2n × 2の複素行列として書
いてみよう．(z, w) ∈ E, (α, β) ∈ Hに対して，四元数構造は以前みたように

(z, w) 7→ (−w̄, z̄), (α, β) 7→ (−β̄, ᾱ)

である．これらをテンソルを

(z, w)⊗ (α, β) =

(
zα zβ

wα wβ

)

としてE⊗Hの座標を 2n× 2行列とみなす．ここで z, wは n次元縦ベクトルとし
ている．四元数構造はテンソル積は実構造を次のように与える．

(
zα zβ

wα wβ

)
7→

(
w̄β̄ −w̄ᾱ

−z̄β̄ z̄ᾱ

)
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つまりE ⊗Hの座標を (
z1 z2

w1 w2

)

として，実構造を (
z1 z2

w1 w2

)
7→

(
w̄2 −w̄1

−z̄2 z̄1

)

でいれる．このとき実部は (
z −w̄

w z̄

)

となる．そこで z+ jwをHnの座標とみなすのである．このようにして (E⊗H)< =

Hnがわかる．そしてその複素化を考えるとE ⊗H = Hn ⊗R Cとなる．
このときのSp(n)Sp(1)の作用を考えよう．A+jB ∈ Sp(n) ⊂ GL(n,H), α+jβ ∈

Sp(1) ⊂ GL(n,H)としたとき，

(z + jw)(ᾱ− β̄j) = (zᾱ + w̄β) + j(−z̄β + wᾱ)

などを考慮すれば，作用は
(

z −w̄

w z̄

)
7→

(
A −B̄

B Ā

) (
z −w̄

w z̄

)(
ᾱ β̄

−β α

)

となる．よって，Sp(n)Sp(1)の表現空間として，(E ⊗H)< = Hnであることがわ
かる．
さて内積について見てみよう．E, Hには複素シンプレクティック構造が入るの
であったが，それらは

σE((z, w), (z′, w′)) = zw′ − wz′

として入る（正確には ztw′ − wtz′である）．このシンプレクティック構造は四元
数構造と compatibleである．実際

σE((−w̄, z̄), (−w̄′, z̄′)) = −w̄z̄′ + z̄w̄′ = σE((z, w), (z′, w′))

および，
σE((z, w), (−w̄, z̄)) = zz̄ + ww̄ > 0 (z, w) 6= (0, 0)

が成立する．そこで σE ⊗ σH を考えると

(σE ⊗ σH)((z, w)⊗ (α, β), (z′, w′)⊗ (α′, β′))

=(zw′ − wz′)(αβ′ − βα′)

=(zα)(w′β′)− (zβ)(w′α′)− (wα)(z′β′) + (wβ)(z′α′)
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となるので，E ⊗H上で複素内積は

(σE ⊗ σH)(

(
z1 z2

w1 w2

)
,

(
z′1 z′2
w′

1 w′
2

)
)

=z1w
′
2 + w2z

′
1 − z2w

′
1 − w1z

′
2

となる．また

(σE ⊗ σH)(

(
z1 z2

w1 w2

)
,

(
z1 z2

w1 w2

)
)

=2(z1w2 − z2w1)

であるので，行列式の２倍みたいなものである．実部に制限すれば

(σE ⊗ σH)(

(
z −w̄

w z̄

)
,

(
z′ −w̄′

w′ z̄′

)
)

=zz̄′ + z̄z′ + w̄w′ + ww̄′

となるのでHn上の正定値内積と一致する． ¥

3.5.3 クリフォード代数と sp(n)⊕ sp(1)

さてクリフォード代数内に Sp(n)Sp(1)のリー環を実現してみよう．難しさは
εα⊗hAが (E⊗H)<に入らないことである．しかし複素クリフォード代数には入っ
ていることになり，関係式は

(εα ⊗ hA)(εβ ⊗ hB) + (εβ ⊗ hB)(εα ⊗ hA) = −2sign(αA)δα−βδA−B

である．
そこで，

a†α =

√−1√
2

εα ⊗ h+, aα =

√−1√
2

sign(α)ε−α ⊗ h−

とすれば，
[a†α, a†β]+ = 0, [aα, aβ]+ = 0

および

[a†α, aβ]+ = a†αaβ + aβa†α
=− 1/2{(εα ⊗ h+)(sign(β)ε−β ⊗ h−) + (sign(β)ε−β ⊗ h−)(εα ⊗ h+)} = δαβ

となる．また

J(a†α) = −
√−1√

2
sign(α)ε−α⊗h− = −aα, J(aα) =

√−1√
2

sign(α)sign(−α)εα⊗h+ = −a†α
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となるので，これまでみてきた複素共役写像となる．
a†α, aαを生成元とし，関係式を上のように入れたものがCl4nとなり，spin(4n,C)

は以前と同様にしてつくればよい．そこで sp(n,C)⊕ sp(1,C)を spin(4n,C)にど
うやって埋め込むかが問題となってくる．

sp(n,C)は以前と同様にして構成する．

xαβ 7→ a†αaβ − sign(αβ)a†−βa−α = −aβa†α + sign(αβ)a−αa†−β

である．実際，xαβ(εγ) = δβγεα + sign(γβ)δ−αγε−βであったが，

[a†αaβ − sign(αβ)a†−βa−α,

√−1√
2

ε−γ ⊗ h−]

=[a†αaβ − sign(αβ)a†−βa−α, sign(γ)aγ]

=[−aβa†α + sign(αβ)a−αa†−β, sign(γ)aγ]

=− δαγsign(γ)aβ − sign(α)δ−βγa−α

=− δαγsign(γ)

√−1√
2

sign(β)ε−β ⊗ h− + δ−βγ

√−1√
2

εα ⊗ h−

=

√−1√
2

(δβ−γεα + δ−α−γsign(−γβ)ε−β)⊗ h−

となるので，xαβ の spin(4n,C) ⊂ Cl4nで実現したものを ad表現すれば，E ⊗H

の Eの部分へ自然表現になっている．[a†αaβ − sign(αβ)a†−βa−α, a†γ]を考えても同
様である．
一方で sp(1,C)の基底を {yAB|A + B ≥ 0, A, B = ±1}とすれば，自然表現は

yAB(hC) = δBChA + sign(BC)δ−ACh−B

で与えられる．つまり

y++(h+) = h+, y++(h−) = −h− y++ = −y−−

y+−(h+) = 0, y+−(h−) = 2h+

y−+(h+) = 2h−, y−+(h−) = 0,

となる．関係式は

[y+−, y−+] = 4y++, [y++, y+−] = 2y+−, [y++, y−+] = −2y−+

である．そこで

y+− 7→ −
∑

sign(α)a†αa†−α = −2σ

y−+ 7→
∑

sign(α)aαa−α = −2σ∗

y++ 7→
∑

a†αaα − n = N − n = [σ, σ∗]
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とすればよい．実際

[−
∑

sign(α)a†αa†−α,

√−1√
2

sign(β)ε−β ⊗ h−] = [−
∑

sign(α)a†αa†−α, aβ]

=−
∑

sign(α)(−δαβa†−α + δ−αβa†α) = 2sign(β)a†−β

=

√−1√
2

sign(β)ε−β ⊗ 2h+

や

[
∑

sign(α)aαa−α,

√−1√
2

εβ ⊗ h+] = [
∑

sign(α)aαa−α, a†β] = −2sign(β)a−β

=

√−1√
2

εβ ⊗ 2h−

などが成立するので sp(1,C) ⊂ spin(4n,C)であり ad表現すればHへの自然表現
を与えている．
また実部をとれば，sp(n)⊕ sp(1) ⊂ spin(4n)となる．

Proof. 問題となるのはsp(1)の方である．この基底は
√−1y++, y+−−y−+,

√−1(y+−+

y−+)であるが，クリフォード代数内で実現した場合には,

√−1(
∑

a†αaα − n), −2(σ∗ − σ), 2
√−1(σ∗ + σ)

となる．これらの共役をとれば不変であることがわかるので spin(4n)に入る． ¥

そこで指数写像で飛ばしたときに Sp(n)Sp(1)になるかが問題となってくる．

3.5.4 Sp(n)Sp(1)とスピン群

Sp(n)Sp(1)の普遍被覆群として Sp(1)× Sp(n)をとることができる．

0 → Z2 → Sp(1)× Sp(n) → Sp(n)Sp(1) → 1

この完全系列のホモトピー完全系列をとれば π1(Sp(n)Sp(1)) = Z2であることが
わかる．そこで

Proposition 3.24. 下の可換図式をみたす，リフト F は nが偶数なら存在して，
nが奇数なら存在しない．

Spin(4n)

F↗ ↓ Ad

Sp(n)Sp(1)
i−→ SO(4n)
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Proof. i∗(π1(Sp(n)Sp(1)))を調べればよい．まず π1(Sp(n)Sp(1))の生成元を構成
する．Sp(1) ⊂ SU(2), Sp(n) ⊂ SU(2n)としておく．このとき

γ(t) =

(
eitI 0

0 e−itI

)(
eit 0

0 e−it

)
∈ Sp(n)Sp(1), 0 ≤ t ≤ π

γ̃(t) =

(
eitI 0

0 e−itI

)
×

(
eit 0

0 e−it

)
∈ Sp(n)× Sp(1) 0 ≤ t ≤ π

とすれば γ(π) = (−1)(−1) = 1となり，π1(Sp(n)Sp(1))に入る．さらに γ̃(π) =

(−1,−1)で γ̃(t)は γ(t)のリフトであるのでホモトピー完全系列を考えると γ(t)が
生成元であることがわかる．そこでこれをSO(4n)内で考えてみよう．行列表示を
使って．

(
eitI 0

0 e−itI

)(
z −w̄

w z̄

)(
eit 0

0 e−it

)
=

(
z − ¯e−2itw

e−2itw z̄

)

となる．つまり SO(4n)として書けば，

i∗(γ(t)) =




I2n 0

0

(
cos 2t − sin 2t

sin 2t cos 2t

)
In




となる．リー群の基本群に関しては [γγ′] = [γ][γ′]が成立していた．また



I 0

0

(
cos 2t − sin 2t

sin 2t cos 2t

)



が生成元β = −1 ∈ Z2 = π1(SO(4n))であった．よって [i∗γ(t)] = nβとなる．特にn

が偶数なら i∗(π1(Sp(n)Sp(1))) = 0であり，nが奇数なら i∗(π1(Sp(n)Sp(1))) = Z2

となる． ¥

Remark 3.39. 実4n次元四元数ケーラー多様体のホロノミー群Sp(n)Sp(1)がSp(n)×
Sp(1)へリフトするためにはw2(S

2(H)<) = 0となる必要がある（see [7]）．ここで
S2(H)は複素３次元同伴束であり S2(H)<はその実部である．このとき w2(M) =

nw2(S
2(H)<)であることがわかり，

w2(M) =

{
0 n = even

w2(S
2(H)<) n = odd

となる．よって nが奇数なら w2(S
2(H)<) = 0と w2(M) = 0が同値である．しか

し nが偶数の場合には w2(M) = 0だからといって w2(S
2(H)<) = 0になるとは限

らないが，nが偶数なら必ずスピン構造は存在する．
上の命題は nが偶数なら必ずスピン構造が存在するという事実の別証明である．
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我々が構成したクリフォード代数内での sp(n)⊕ sp(1)はクリフォード代数内で
の指数写像で移したときnが奇数ならSp(n)Sp(1)にとはなりえないことがわかる．
実際 Sp(n)×Sp(1)をスピン群内に作っているのである．それを確かめよう．まず
次の命題は役に立つ

Proposition 3.25. Spin(4n)は SO(4n)の普遍被覆群であり Sp(n) × Sp(1)は
Sp(n)Sp(1)の普遍被覆群であることに注意する．このとき，下の可換図式をみた
す，リフト F が唯一つ存在する．

Sp(n)× Sp(1)
F−→ Spin(4n)

↓ ↓ Ad

Sp(n)Sp(1)
i−→ SO(4n)

また F (−1,−1) = (−1)nである．

Proof. 写像 Sp(n) × Sp(1) → Sp(n)Sp(1)
i−→ SO(4n)に対して Lemma 3.1を使

えばよい．そこで F (−1,−1) = (−1)nを確かめよう．nが偶数の場合には，F は
Sp(n)Sp(1)の写像におちるので F (−1,−1) = 1である．nが奇数の場合には可換
図式から F (−1,−1) = ±1となる．F (−1,−1) = 1とすれば，それは Sp(n)Sp(1)

の写像に落ちるが，そのようなものは存在しないことはすでに述べた．よって
F (−1,−1) = −1である．またこのとことから nが奇数なら F は単射であるこ
ともわかる． ¥

そこでG = exp sp(n)⊕ sp(1) ⊂ Spin(4n)とすれば，次の可換図式が成立する．

Spin(4n) ⊃ G
Ad−−−→ Sp(n)Sp(1) ⊂ SO(4n)

exp

x
xexp

spin(4n) ⊃ sp(n)⊕ sp(1)
ad−−−→ sp(n)⊕ sp(1) ⊂ so(4n)

U(n)の場合と同様にして，このAdは全射であることがわかる．よってGはSp(n)Sp(1)

の被覆群を与えているが Gは連結であるので，Gは Sp(n)Sp(1)または Sp(n) ×
Sp(1)となる．
さて sp(n)⊕ sp(1)は以下の元を含む．

√−1(a†αaα − a†−αa−α) (α = ±1, · · · ,±n),
√−1(

∑
α

a†αaα − n)

実はこれが極大可換環 Tの基底である．そこで
√−1(

∑

1≤k≤n

2a†kak − n)
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という元を含む．これを指数写像で飛ばせば

exp(π2
√−1(

∑
a†kak − n/2)) = exp(π

n∑

k=1

e2k−1e2k)

=(cos π + e1e2 sin π) · · · (cos π + e2n−1e2n sin π) = (−1)n

となる．特に nが奇数なら−1 ∈ GであるのでGは Sp(n)Sp(1)の二重被覆を与え
るものであり Sp(n)× Sp(1)である．

nが偶数のときにはU(n) ⊂ Spinc(2n)の時と同様にする．T = expTを極大トー
ラスとすれば，すべての元は gtg−1とかける．よって，もし−1 ∈ Gであるなら，
−1 ∈ expTとなる．そこで

(cos t1 + e1e2 sin t1)(cos t1 − e2n+1e2n+2 sin t1) · · · (cos tn + e2n−1e2n sin tn)(cos tn − e4n−1e4n sin tn)

(cos s + e1e2 sin s) · · · (cos s + e2n−1e2n sin s)

=(cos(t1 + s) + e1e2 sin(t1 + s))(cos t1 − e2n+1e2n+2 sin t1)

· · · (cos(tn + s) + e2n−1e2n sin(tn + s))(cos tn − e4n−1e4n sin tn)

=− 1

となるには，

t1 + s = ±π, t2 + s = ±π, · · · , tn + s = ±π, t1 = ±π, · · · , tn = ±π

となり−1となることはありえない．よって，−1 /∈ Gである．以上から

Proposition 3.26. sp(n)⊕ sp(1)を実クリフォード代数に実現したとき，

exp sp(n)⊕ sp(1) =

{
Sp(n)Sp(1) ⊂ Spin(4n) n = even

Sp(n)× Sp(1) ⊂ Spin(4n) n = odd

となる．

では，Sp(n)Sp(1)からSpinc(4n)へのリフトは存在するのであろうか？n = even

なら Spin(4n) → Spinc(4n)を使えばよい．問題は n = oddのときである．
以下 n = oddとする．問題となっているのは

Spinc(4n)

F↗ ↓ Ad

Sp(n)Sp(1)
i−→ SO(4n)

という可換図式をみたすFが存在するかである．実は上のようなFは存在しないの
である．F が存在したとすると，F∗ : π1(Sp(n)Sp(1)) = Z2 → π1(Spinc(4n)) = Z
という群準同形を導くが，どちらもアーベル群であり，一般にHomZ(Z/nZ,Z) = 0

である（ちょっと考えればすぐわかる）．よって F∗ = 0である．一方 nが奇数な
ら i∗ = idであった．そこでAd∗F∗ = i∗ = 0となるので矛盾する．
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Remark 3.40. sp(1)の基底は

√−1(
∑

a†αaα − n), 2(σ∗ − σ), 2
√−1(σ∗ + σ)

であった，U(n)のときのように shiftさせて
√−1

∑
a†αaαを基底の一つとしてみ

る．このとき，E ⊗Hへの作用はうまくいのであるが，sp(1)のリー環の関係式が
壊れてしまう．このように U(n) ⊂ Spinc(2n)の時の方法は使えない．

以上から

Proposition 3.27. 下の可換図式をみたす，リフト F は nが偶数なら存在して，
nが奇数なら存在しない．

Spinc(4n)

F↗ ↓ Ad

Sp(n)Sp(1)
i−→ SO(4n)

Remark 3.41. このようなリフトが存在しないからといって，四元数ケーラー多様
体上にスピンｃ構造が存在しないというわけではない．上の命題は，自然なスピ
ンｃ構造が存在しないと言ってるだけである．実際，Sp(1)Sp(1)をホロノミーに
もつ多様体，つまり 4次元の向きつきリーマン多様体上には必ずスピンｃ構造が
存在する．

3.5.5 Sp(n)Sp(1)の表現論

Sp(n)の表現及び表現空間上の幾何構造についてはすでに述べた．そこでSp(1) =

SU(2)の表現について述べる．H を Sp(1)の自然表現空間とする．k ∈ Z≥0に対
して k次対称テンソル積 Vk := Sk(H)を考えると，これは k + 1次元既約表現空間
であり spin-k/2表現と呼ばれ，highest weightが kとなる．このように Sp(1)の
既約表現は非負整数で分類される．またH上の四元数構造をテンソル積すること
により Seven(H)には実構造が入り，Sodd(H)には四元数構造が入り．
そこで Sp(n)× Sp(1)の既約表現は Sp(n)の既約表現 (πρ, Vρ)と Sp(1)の既約表
現 (πk, Vk)の（外）テンソル積表現である．この既約表現空間 Vρ ⊗ Vkに入る幾何
構造を考えよう．Vρには

∑
ρi = oddの時には四元数構造が入り，

∑
ρi = evenの

時には実構造が入った（ρ = (ρ1, · · · , ρn)）．そこで

Proposition 3.28. Sp(n)× Sp(1)の既約表現空間 Vρ ⊗ Vkを考える．このとき

1. k +
∑

ρi = evenのとき，実構造および複素内積が入る．

2. k +
∑

ρi = oddのとき，四元数構造および複素シンプレクティック構造が
入る．
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次に，いつ Sp(n)Sp(1)の表現へ落ちるかについて見ていこう．Sp(n)は中心と
して±1をもつ，そこで表現空間に作用させた場合には π(−1)π(−1) = idとなる
ので，π(−1) = ±idとなる．まずE上では π(−1) = −idで作用する．勝手な既約
表現はEのテンソル積の既約成分としてかけるのであった．偶数回テンソル積し
た場合には idで奇数回テンソル積した場合には−idで作用する．既約成分に制限
しても同様であるので，

∑
ρi = evenなら idで，

∑
ρi = oddなら−idで作用する．

よって

Lemma 3.29. Sp(n)の既約表現空間 Vρを考える．このとき

1.
∑

ρi = evenのとき，つまり実構造が入るなら πρ(−1) = idとなる．

2.
∑

ρi = oddのとき，つまり四元数構造が入るなら πρ(−1) = −idとなる．

この補題から次がわかる．

Proposition 3.30. Sp(n)× Sp(1)の既約表現空間 Vρ ⊗ Vkを考える．このとき

1. k +
∑

ρi = evenのとき，Sp(n)Sp(1)の表現空間となる．

2. k +
∑

ρi = oddのとき，Sp(n)Sp(1)の表現空間とはならない．

3.5.6 Sp(n)Sp(1)のスピノール表現

Spin(4n)のスピノール表現を Sp(n)Sp(1)または Sp(n)×Sp(1)へ制限して既約
分解してみよう．スピノール空間W の Sp(n)に関する分解はすでに述べた．その
とき sl(2,C)の基底として σ, σ∗, N − nを使って分解したが，クリフォード代数内
に sp(1,C)を実現したときの基底そのものに対応している．よって，命題 3.18から

Proposition 3.31. スピノール空間WはSp(n)×Sp(1)（n = odd）またはSp(n)Sp(1)

（n = even）に関して，次のように既約分解される:

W = ⊕n
p=0V(1p,0n−p) ⊗ Vn−p = ⊕n

p=0Λ
p
0(E)⊗ Sn−p(H)

この分解は粒子の数を保つ分解ではないことに注意する．

3.5.7 Kraines形式の計算

この subsectionは計算がとても面倒だが，だれでもできる計算であるので，結
果だけ見て先に進んだほうがよいと思う．
四元数ケーラー多様体はホロノミー群が Sp(n)Sp(1)にはいるものである．この
とこから，Kraines形式という平行な実 4-fromが存在する．これは，ケーラーの
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場合のケーラー形式のようなものである．この微分形式がどのようにスピノール
束に作用するかを見たい．
そこで Sp(n)Sp(1)の表現からどのようにKraines形式を構成できるかを見てい
こう．Sp(n)の自然表現を E, Sp(1)の自然表現空間をH とする．E, H のシンプ
レクティックユニタリ基底として {εα}α, {hA}Aをとる．このとき {εα ⊗ hA}α,Aが
E ⊗Hのユニタリ基底になるのであった．
さて我々が考える考えるべきはテンソル積空間E ⊗Hの交代テンソル積である
ので，いろいろと注意が必要である．ちょっと一般の場合に考えてみよう．

Lemma 3.32. V ⊗Wに対してΛ2(V ⊗W ) = (Λ2(V )⊗S2(W ))⊕(S2(V )⊗Λ2(W ))

Proof. 実際に分解すればよい．

(v1 ⊗ w1) ∧ (v2 ⊗ w2) =
1

2
{(v1 ⊗ w1)⊗ (v2 ⊗ w2)− (v2 ⊗ w2)⊗ (v1 ⊗ w1)}

=
1

2
(v1 ⊗ v2)⊗ (w1 ⊗ w2)− 1

2
(v2 ⊗ v1)⊗ (w2 ⊗ w1)

=1/4((v1 ⊗ v2) + (v2 ⊗ v1))⊗ ((w1 ⊗ w2)− (w2 ⊗ w1))

+ 1/4((v1 ⊗ v2)− (v2 ⊗ v1))⊗ ((w1 ⊗ w2) + (w2 ⊗ w1))

=(v1 ¯ v2)⊗ (w1 ∧ w2) + (v1 ∧ v2)⊗ (w1 ¯ w2)

となる． ¥

より高い次数の交代テンソル積はかなり複雑になる．[1]

さて，Λ2(E ⊗H)を考えて，既約分解すると，

Λ2(E ⊗H) = Λ2(E)⊗ S2(H)⊕ S2(E)⊗ Λ2(H)

=(Λ2
0(E)⊗ S2(H))⊕ (C(σE)⊗ S2(H))⊕ S2(E)⊗ C(σH)

このようにΛ2(E ⊗H)には S2(H) = sp(1,C)が含まれる．それを具体的に書いて
みよう．S2(H) = sp(1,C)の基底を {y++, y+−, y−+}とする．これらは対称テンソ
ル積で表示すれば

y++ = −h+ ¯ h− = y−−, y+− = h+ ¯ h+, y−+ = −h− ¯ h−

である．また sp(1,C)の対称テンソル積（多項式環）の中でSp(1)の随伴表現によ
り不変なものを不変多項式またはカシミール元と呼ぶ．今の場合には

C2 =
∑

yAB ⊗ yBA = y++ ⊗ y++ + y+− ⊗ y−+ + y−− ⊗ y−− + y−+ ⊗ y+−

= 2(y++ ¯ y++ + y+− ¯ y−+)

とすればよい（随伴不変であることは練習問題）．これを Sp(H)へ作用させた場
合（

∑
AB πp(yAB)πp(yBA)）には不変元であるのでシューアの補題から定数で作用
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する．実際に highest weight vectorに当ててみると定数が 2p(p + 2)となることが
わかる．
まず次の三つのΛ2(E ⊗H)の元を考える．

1

2

∑
sign(α)(εα ⊗ h+) ∧ (ε−α ⊗ h+)

=
1

2

∑
sign(α){(εα ¯ ε−α)⊗ (h+ ∧ h+) + (εα ∧ ε−α)⊗ (h+ ¯ h+)}

=
1

2

∑
(sign(α)εα ∧ ε−α)⊗ (h+ ¯ h+)

=σE ⊗ y+−

− 1

2

∑
sign(α)(εα ⊗ h−) ∧ (ε−α ⊗ h−)

=− 1

2

∑
(sign(α)εα ∧ ε−α)⊗ (h− ¯ h−)

=σE ⊗ y−+

− 1

2

∑
sign(α)(εα ⊗ h+) ∧ (ε−α ⊗ h−)

=− 1

2

∑
sign(α)(εα ¯ ε−α)⊗ (h+ ∧ h−) + (sign(α)εα ∧ ε−α)⊗ (h+ ¯ h−)

=− 1

2

∑
sign(−α)(ε−α ¯ εα)⊗ (h+ ∧ h−) + (sign(α)εα ∧ ε−α)⊗ (h+ ¯ h−)

=− 1

2

∑
sign(α)(εα ∧ ε−α)⊗ (h+ ¯ h−)

=σE ⊗ y++ = −σE ⊗ y−−

ここで σE = 1/2
∑

sign(α)εα∧ ε−αはEの複素シンプレクティック形式でSp(n)不
変元である．よって，sp(1,C) = C(σE)⊗ S2(H) ⊂ Λ2(E ⊗H)となる．
さらに，これら 2-formを使って Sp(n)Sp(1)不変な 4-fromを作ろう．先ほどの

sp(1,C)のカシミール元を参考にして，

(σE ⊗ y+−) ∧ (σE ⊗ y−+) + (σE ⊗ y−+) ∧ (σE ⊗ y+−) + 2(σE ⊗ y++) ∧ (σE ⊗ y++)

とすれば，これは Sp(n)および Sp(1)の作用に関して不変元である．

Remark 3.42. 上の式での∧はそれぞれを2-formだとみなして4-formを作っている．

そこで，4-from

Ω := 2(σE ⊗ y+−) ∧ (σE ⊗ y−+) + 2(σE ⊗ y++) ∧ (σE ⊗ y++)

をKraines形式とよぶ．これは実形式であり Sp(n)Sp(1)の作用で不変である．

Proof. J(εα) = sign(α)ε−α, J(hA) = sign(A)h−Aであったので，

J(σE) = 1/2
∑

sign(α)J(εα) ∧ J(ε−α) = −1/2
∑

sign(α)ε−α ∧ εα = σE
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となり，σEは実形式である．さらに

J(yAB) = J(−sign(B)hA ¯ h−B) = sign(A)h−A ¯ hB = −yBA

が成立する．これらを使えば実形式であることがわかる．不変性は明らか． ¥

さて，このKraines形式をスピノール空間の部分空間 Λp
0(E) ⊗ Sn−p(H)に作用

させてみよう．問題は，Kraines形式は微分形式であるので，微分形式としてスピ
ノールに作用させなくてはならないことである．
記号を簡単にするため vα,A = εα ⊗ hAとする，このとき

vα,Avβ,B + vβ,Bvα,A = −2g(vα,A, vβ,B) = −2sign(αA)δα−βδA−B

が成立した．そこでまず 2-formをスピノールに作用させた場合を考えると

(σE ⊗ y+−)· = (
1

2

∑
sign(α)vα,+ ∧ v−α,+)· = 1

2

∑
sign(α)vα,+ · v−α,+· = −2σ·

(σE ⊗ y−+)· = (−1

2

∑
sign(α)vα,− ∧ v−α,−)· = −1

2

∑
sign(α)vα,− · v−α,−· = −2σ∗·

(σE ⊗ y++)· =(−1

2

∑
sign(α)vα,+ ∧ v−α,−)·

=− 1

2

∑
sign(α)vα,+ · v−α,− · −1

2

∑
sign(α)i(vα,+)v−α,−

=− 1

2

∑
sign(α)vα,+ · v−α,− · −1

2

∑
sign(α)sign(α)

=− 1

2

∑
sign(α)vα,+ · v−α,− · −n = N − n = [σ, σ∗]·

がわかる，これで 2-fromの作用がわかる．
次に 4-formの作用を考える必要がある．まず

(vβ,− ∧ v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,+)·
=vβ,− · (v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,+) ·+(i(vβ,−)(v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,+))·
=vβ,− · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,+) ·+vβ,− · (i(v−β,−)(vα,+ ∧ v−α,+))·

+ sign(β)δβ−α(v−β,− ∧ v−α,+) · −sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·
=vβ,− · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,+) ·+vβ,− · (sign(β)δβαv−α,+ − sign(β)δβ−αvα,+)·

+ sign(β)δβ−α(v−β,− ∧ v−α,+) · −sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·
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を得る．よって

{(σE ⊗ y+−) ∧ (σE ⊗ y−+)}·
=− 1/4

∑
sign(αβ)(vβ,− ∧ v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,+)·

=− 1/4
∑

sign(αβ){vβ,− · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,+) ·+vβ,− · (sign(β)δβαv−α,+ − sign(β)δβ−αvα,+)·
+ sign(β)δβ−α(v−β,− ∧ v−α,+) · −sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·}

=4σ∗σ + 1/4
∑

vβ,− · (−sign(β)v−β,+ − sign(β)v−β,+)·
+ 1/4

∑
−sign(α)(vα,− ∧ v−α,+) ·+1/4

∑
sign(α)(v−α,− ∧ vα,+)·

=4σ∗σ − 1/2
∑

sign(β)vβ,− · v−β,+ · −1/2
∑

sign(β)(vβ,− ∧ v−β,+)·
=4σ∗σ + 1/2

∑
sign(β)v−β,− · vβ,+ · −1/2

∑
sign(β)(vβ,+ ∧ v−β,−)·

=4σ∗σ − 1/2
∑

sign(β)vβ,+ · v−β,− · −2n− 1/2
∑

sign(β)(vβ,+ ∧ v−β,−)·
=4σ∗σ + (N − 2n) + (N − n) = 4σ∗σ + 2N − 3n

=4σσ∗ − 4[σ, σ∗] + 2N − 3n = 4σσ∗ − 4N + 4n + 2N − 3n = 4σσ∗ − 2N + n

次に

(vβ,+ ∧ v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,−)·
=vβ,+ · (v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,−) ·+(i(vβ,+)(v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,−))·
=vβ,+ · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,−) ·+vβ,+ · (i(v−β,−)(vα,+ ∧ v−α,−))·

+ sign(β)(vα,+ ∧ v−α,−) ·+sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·
=vβ,+ · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,−) ·+sign(β)δβαvβ,+ · v−α,−·

+ sign(β)(vα,+ ∧ v−α,−) ·+sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·
から

{(σE ⊗ y++) ∧ (σE ⊗ y++)}·
=

1

4

∑
sign(αβ)(vβ,+ ∧ v−β,− ∧ vα,+ ∧ v−α,−)·

=
1

4

∑
sign(αβ){vβ,+ · v−β,− · (vα,+ ∧ v−α,−) ·+sign(β)δβαvβ,+ · v−α,−·

+ sign(β)(vα,+ ∧ v−α,−) ·+sign(β)δβα(v−β,− ∧ vα,+)·}
=N(N − n) +

1

4

∑
sign(α)δβαvβ,+ · v−α,− ·+1

4

∑

αβ

sign(α)((vα,+ ∧ v−α,−) ·+δβα(v−β,− ∧ vα,+))·

=N(N − n) +
1

4

∑
sign(β)vβ,+ · v−β,−·

+ n
1

2

∑
α

sign(α)(vα,+ ∧ v−α,−)− 1

4

∑

αβ

sign(α)(vα,+ ∧ v−α,−)·

=N(N − n)− 1

2
N − n(N − n) +

1

2
(N − n) = (N − n)2 − n/2
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以上からKraines形式のスピノール空間への作用は

Ω· = 2(N − n)2 − n + 2(4σσ∗ − 2N + n) = 2(N − n)(N − n− 2)− 3n + 8σσ∗

となる．スピノール空間の既約成分Λn−p
0 (E)⊗Sp(H)を考える．Λn−p

0 (E)の元は粒
子の数が n− p個で σ∗で消えるものの集まりであり，sp(1,C)に対しては，lowest

weight vectorの集まりの空間である．この空間に σ を何度も作用させることで
Λn−p

0 (E)⊗ Sp(H)を得る．

Λn−p
0 (E)

σ−→ σΛn−p
0 (E)

σ−→ · · · σ−→ σpΛn−p
0 (E)

σ−→ 0

この空間にKraines形式は定数で作用することを見てみる．φ ∈ Λn−p
0 (E)とすれ

ばΩ · φ = (2p(p + 2)− 3n)φとなる．より粒子の数が多い元 σφに作用させてみよ
う．σによって粒子の数が二つ増えるので，σφは粒子の数が n− p + 2である．

Ω(σφ) = 2(−p + 2)(−p)σφ− 3n + 8σσ∗σφ

=2p(p− 2)σφ− 3n + 8σ[σ∗, σ]φ

=2p(p− 4)σφ− 3n + 8σ(n−N)φ

=2p(p− 2)σφ− 3n + 8pσφ = (2p(p + 2)− 3n)σφ

となるので変わらない．このようにΛn−p
0 (E)⊗ Sp(H)上でΩは 2p(p + 2)− 3nで

作用する．カシミール元の作用なら 2p(p + 2)であるが，微分形式として作用させ
てるのでこのようなずれが起こる．

Remark 3.43. 論文によっては，−2ΩをKraines形式とよぶ．

3.5.8 微分形式について

Sp(n)Sp(1)の自然表現E⊗Hの交代テンソル積表現を既約分解するのは困難で
ある．次数が低い場合は直接既約分解すればなんとかなるが，一般の場合は困難．
ここでは既約分解の仕方のみ書いておく．

Λ∗(E ⊗H)がどのように分解できるかは，Λ∗ = Cl4n = W4n ⊗W ∗
4nを使えば，

(
⊕

p

Λp
0(E)⊗ Sn−p(H))⊗ (

⊕
q

Λq
0(E)⊗ Sn−q(H))

を分解すればよい．Sn−p(H)⊗ Sn−q(H)はクレブッシュゴルダンの定理からわか
る．またΛp

0(E)⊗ Λq
0(E)の既約分解も知られている．

Λp
0(E)⊗ Λq

0(E) =
⊕

a,b

Λa,b
0 (E)
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ここで和は 



a + b ≡ p + q mod 2,

a + b ≤ p + q,

|p− q| ≤ a− b ≤ 2n− p− q

を満たす非負整数の組 (a, b)について和をとっている．ここでΛa,b
0 (E)はΛa

0(E)⊗
Λb

0(E)の highest weightが (1a)+ (1b)となる既約成分のことである．（この分解につ
いては，適当な表現論の本を参照．または，Tsukamoto, C,「Spectra of Laplace-

Beltrami operators on SO(n + 2)/SO(2)× SO(n) and Sp(n + 1)/Sp(1)× Sp(n)」
Osaka J. Math 18 (1981) 407-426を見よ)．
とりあえず，これでΛ∗(E ⊗H)の既約分解はできるのであるが，次数 dを固定
したとき，どれがΛd(E ⊗H)の既約成分であるかがわからない．
別の方法を考える．一般にGL(V )×GL(W )の自然表現 V ⊗W を考える．この
ときシューア functorというものを使えば，Λd(V ⊗W )をGL(V )×GL(W )に関
して既約分解できる（see [1] Page 80)

Proposition 3.33.

Λd(V ⊗W ) =
⊕

λ

Sλ(V )⊗ Sλ′(W )

ここでλはdの分割であり，ヤング図形を使って書いたとき，行の長さがdim V = n

以下で，列の長さが dim W = m以下のもので和をとっている．また λ′は λを転置
したヤング図形である．ここで分割をλ = (λ1, · · · , λn)とすれば，Sλ(V )はhighest

weight λをもつGL(n,C)の既約表現空間 Vλのこと．

例えば，d = 2なら λ = (2), λ = (1, 1)のみであり，

Λ2(V ⊗W ) = S2(V )⊗ Λ2(W )⊕ Λ2(V )⊗ S2(W )

が成立する（この分解は前 sectionで見た）．
さて，W = H, V = Eの場合には，dim H = 2を使えば，

Λd(E ⊗H) =
⊕

0≤a≤[d/2]

S(2a,1d−2a)(E)⊗ S(d−a,a)(H)

となる．また，S(d−a,a)(H) = (Λ2H)a⊗Sd−2a(H)であるので，U(2n)×Sp(1)の表
現と見れば，

Λd(E ⊗H) =
⊕

0≤a≤[d/2]

S(2a,1d−2a)(E)⊗ Sd−2a(H)

が成立する．そこでU(2n)の既約表現 S(2a,1d−2a)(E)を Sp(n)へ制限したときにど
のように既約分解されるかがわかればよい（いわゆる分規則 or 制限則）．これが
かなり複雑である．しかし，Littelwood-Ricardson法則を使って次数が計算する方
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法は知られている．[1]の page 427に公式および方法が載っているのだが，実際に
計算するのは困難．
そこで，[1] page 427の分規則を説明するために準備をする．

Definition 3.5. U(n)の highest weight λの既約表現の指標 χλ(g) = tr(πλ(g))を
考える．極大トーラスを T としてその座標を t = (t1, · · · , tn)とする（対応する行
列は t1, · · · , tnが diagonalにならんだもの）．χλ(g

′gg′−1) = χλ(g)により，指標は
極大トーラス上での値がわかればよい．そこで，

Sλ(t1, · · · , tn) := χλ(t1, · · · , tn)

をシューア関数とよぶ．

実際にシューア関数を計算することができ，

Sλ(t) =
1∏

1≤i<j≤n(ti − tj)
det




tλ1+n−1
1 tλ2+n−2

1 · · · tλn
1

tλ1+n−1
2 tλ2+n−2

2 · · · tλn
2

· · · · · · · · · · · ·
tλ1+n−1
n tλ2+n−2

n · · · tλn
n




となる．このように指標は極大トーラス上の関数になるが，上の表示からLaurent

多項式になっている．

Sλ(t1, · · · , tn) =
∑

ν=(ν1,··· ,νn)

aνt
ν

の形になっているが，νがweightであり，aνがweightの重複度になる．weightの
重複度は組み合わせ論的に計算することが可能（see [1]）．
さて，既約表現 Vλと Vλ′のテンソル積分解は指標の積を展開したものに対応す
る．つまり，

SλSλ′ =
∑

ν

Nλλ′νSν

となるなら，既約分解は

Vλ ⊗ Vλ′ =
⊕

ν

Nλλ′νVν

となるのである．（シューア多項式は対称多項式であり，さらに対称多項式の基底
になるので，上のようなことが可能なのである）．この既約成分の重複度Nλλ′νを
Littlewood-Richardson係数とよび，組み合わせ論で計算可能である（ヤング図
形を使用する [1]）．
以下が U(2n)の表現を Sp(n)の表現としたときの，分規則である．
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Proposition 3.34. Eを U(2n)の自然表現空間とする．U(2n)の既約表現 Sλ(E)

（highest weightが λの既約表現）を Sp(n)へ制限したとき，

Sλ(E) =
⊕

λ̄

Nλλ̄Vλ̄

となる．ここで Vλ̄は highest weight λ̄をもつ Sp(n)の既約表現であり，Nλλ̄は

Nλλ̄ =
∑

η

Nηλ̄λ

で与えられる．ηは η = (η1 = η2 ≥ η3 = η4 ≥ · · · )なるもので和をとっている．
Example 3.25. d = 2の場合．

S(12)(E) = Λ2(E) = C(σE)⊕ Λ2
0(E), S2(E) = S2(E) = Λ1,1

0 (E)

となるので，

Λ2(E ⊗H) = S2(H)⊕ (Λ2
0(E)⊗ S2(H))⊕ S2(E)

d = 3の場合，

Λ3(E ⊗H) = S(13)(E)⊗ S3(H)⊕ S(2,1)(E)⊗H

となる．ここで分規則を使えば，

S(2,1)(E) = Λ2,1
0 (E)⊕ E

を得る．よって．

Λ3(E ⊗H) = (Λ3
0(E)⊕ E)⊗ S3(H)⊕ (Λ2,1

0 (E)⊕ E)⊗H

d = 4の場合．まず，

Λ3(E ⊗H) = (S(14)(E)⊗ S4(H))⊕ (S(2,1,1)(E)⊗ S2(H))⊕ (S(2,2)(E))

となる．
S1,1,1,1(E) = Λ4(E) = C(σ2

E)⊕ σEΛ2
0(E)⊕ Λ4

0(E)

また，分規則を使えば，

S2,1,1(E) = Λ3,1
0 (E)⊕ Λ1,1

0 (E)⊕ Λ2
0(E), S2,2(E) = Λ2,2

0 (E)⊕ Λ2
0(E)⊕ C

となるので，Λ4(E ⊗H)の既約分解を得ることができる．特にΛ4(E ⊗H)には一
次元自明表現が存在するが，これがKraines形式のいる空間である．．
同様に Λ4k(E ⊗H)（k = 0, · · · , n）には，一次元自明表現が存在する，その基
底はKranies形式を使ってΩkとあらわすことができる．
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