
スピン幾何入門４
ディラック作用素とスピノール

本間 泰史 ∗

概 要

このノートでは，スピン接続とディラック作用素を定義し，その基本的な
性質を調べる．また，ディラック作用素と対になって現れるツイスター作用
素の性質を調べる．さらに，それら作用素に関連して，ツイスタースピノー
ル，キリングスピノール，平行スピノールの性質を調べる（ツイスタースピ
ノールやキリングスピノールは，かなり詳しく書いてありますが，マニア向
けなので，適当に読んでください）．
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0 序論
このノートでは，まず接続と共変微分，特にレビチビタ接続の復習からはじめる．
接続や曲率を知ってるという人は，適当に読み飛ばしてほしい．次に，主Spin(n)

束上のスピン接続を定義し，スピノール束上の共変微分を定義する．スピノール
束上で共変微分とクリフォード積を使って「ディラック作用素」というスピン幾
何で基本的な一階微分作用素を定義し，その基本的性質を調べる．その際，ディ
ラック作用素と対になって現れるツイスター作用素も定義する．このノートで述
べるディラック作用素とツイスター作用素に関する基本的な結果は

• 共形共変性

• Lichnerowicz公式（ボホナーワイゼンベック公式）．この公式からT. Friedrich

によるディラック作用素の固有値評価を述べる．

• 指数定理．証明はしないが，使い方と計算方法を述べる．

• ツイスタースピノールの有限次元性
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Friedrich固有値評価は簡単なのであるが，重要なことは，そこからキリングスピ
ノールという概念を得ることである（もともとキリングスピノールは Penroseが
考えたものだそうですが）．これらのことを調べていくと，自然といくつか重要な
スピノールが現れる．それは

• 平行スピノール．

• 調和スピノール．

• ツイスタースピノール．

• キリングスピノール（平行スピノールも含む）．

である．これらの基本的な性質を述べる．特に，ツイスタースピノールとキリン
グスピノールについて詳しく論じる（ただし，かなりマニアックなので注意．ス
ピン幾何の一つの方向性を述べているとは思うけど）．
さて，ディラック作用素とツイスター作用素はスピノールに作用する作用素で
ある．これに対して，微分形式に作用する作用素は外微分，余微分，共形キリン
グ作用素である．対応としては「ディラック作用素D」⇔「d + d∗」，「ツイスター
作用素 T」⇔「共形キリング作用素C」となっている．そこで，d, d∗, Cに対する
基本的な性質を学ぶ．つまり，上のスピノールの場合に対応して，

• 共形共変性

• ボホナーワイゼンベック公式と固有値評価．

• 指数定理．オイラー数と符号数を与えるもの．

• 共形キリング微分形式の有限次元性

を調べる．
また，最後にスピンｃ接続とスピンｃディラック作用素の基礎事項を学ぶ．

「スピン幾何入門１から４」でスピン幾何の基礎的なことは十分であると思う．
それ以降の発展は，「スピン幾何実践編」で扱う．話題としては，

1. G2, Spin(7)幾何とスピノール（これは入門編で書くべき内容ですが，G2は
特殊なので，入門編では書かなかった）．

2. 幾何構造（ケーラー，超ケーラー，四元数ケーラー，G2, Spin(7)）とスピ
ノールやディラック作用素の関係．

3. 対称空間上でのディラック作用素．さらに表現論との関係．

4. 正スカラー曲率の問題．
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5. スピン同境類．

6. 調和スピノールの問題．

7. ディラック作用素のスペクトル幾何

8. 部分多様体のスピン幾何

9. 指数定理の一般化

10. ツイスター理論

11. サイバーグウィッテン理論．

12. その他いろいろ．

などがある．実践編は当分書く予定はないです（なぜなら，理解してないものが
多いから）．しかし，入門編で学んだことを知ってれば，スピン幾何の論文のかな
りの部分が読めると思うので，良しとしましょう．

1 接続と曲率
接続と曲率の復習をする．ディラック作用素を定義するだけなのでレビチビタ
接続や共変微分を知っていればよいが，平行スピノールなどを扱うため，平行移
動などについても述べる．もちろん，完全に証明をつけるわけではないので，詳
しいことは小林-野水などを参照．

1.1 主束上の接続

Gをリー群，M を多様体とする．

Definition 1.1. P がM 上の主G束とは

1. Gが P に右から自由に作用している. P ×G 3 (p, g) 7→ pg ∈ P．

2. 作用に関する軌道空間P/G（自由に作用しているので多様体）がMであり，
π : P → M を射影とする．このとき（Gの作用も含めて）局所自明性が成
立する．

Gの主束 P への作用の無限小作用を考えると

g 3 X → X∗ ∈ X(P )
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という基本ベクトル場を得る．つまり p ∈ P に対してX∗
p := d

dt
(p exp tX)|t=0とす

る．（注意すべきは exp tX を便宜上とることが多いがX ∈ Te(G) = gを与えるG

内の曲線ならなんでもよい）．gの基底をX1, · · · , Xkとして，対応するベクトル場
をX∗

1 , · · · , X∗
k とすれば，作用が自由なので各点 pにおいて一次独立であり，これ

らから生成される P 上のベクトル束を垂直束といい V ⊂ TP と書く．V = ker dπ

であることに注意．一方で TMを引き戻したP 上の束 π∗TMを得る．このとき次
のベクトル束の完全系列を得る

0 → V → TP → π∗TM → 0

これをスプリットさせることは必ずできるが，スプリットのさせ方はたくさんあ
る．それを定めるのが接続である．

Definition 1.2. P 上の接続とは，

TP = V ⊕H

と splittingを与えるものである．ここでH ' π∗TMはG不変（(dRg)Hp = Hpg）
な TP の部分束である．これを水平束とよぶ．

この接続の定義を微分形式を使って書き換えよう．

Definition 1.3. P 上の接続形式とは，P 上の g値 1-form

A =
k∑

i=1

Ai ⊗Xi ∈ Ω1(P )⊗ g

で次をみたすもの

1. AはG不変である．P 上のG作用から Ω1(P )への作用が定義でき，gには
随伴作用で作用させる．式で書けば，

g · A =
∑

(Rg)
∗Ai ⊗ Adg(Xi) =

∑
Ai ⊗Xi

ここでRgは右作用なのでR∗
gは左作用である．

2. Aは垂直的である．つまり ιX∗A = A(X∗) = X (∀X ∈ g）．

Proof. 先ほどの定義と同値であることを見てみる．上のような 1-fromに対して，

H = ker A = {v ∈ TP |ιvA = 0}

とすれば，水平束が定まる．逆に，Hが定まれば上の条件をみたす 1-formで水平
ベクトルに対してゼロとなるものがただ一つ定まる ¥
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1.2 主束上の曲率

P に接続が与えられれば，次の分解を得る．

T ∗P = V ∗ ⊕H∗, ∧2T ∗P = (∧2V ∗)⊕ (V ∗ ∧H∗)⊕ (∧2H∗), · · ·

よって

Ω1(P ) = Ω1
v(P )⊕ Ω1

h(P ), Ω2(P ) = Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ), · · ·

となる．そこで接続A ∈ Ω1
v ⊗ gの微分を考えると

dA ∈ Ω2(P )⊗ g = (Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ))⊗ g

となる．つまり dA = dAv + dAmix + dAhと三つに分解できる．

Lemma 1.1. dAv(X
∗, Y ∗) = −[X, Y ], dAmix = 0となる

Proof. (dA)(V,W ) = V A(W ) − WA(V ) − A([V,W ])であった．また [X∗, Y ∗] =

[X, Y ]∗となることとあわせればdAv(X
∗, Y ∗) = −[X,Y ]がわかる．dAmix(X

∗,W ) =

X∗A(W ) −WA(X∗) − A([X∗,W ]) = −A([X∗,W ])（X ∈ g,W ∈ H）となるが，
HはG不変であるのでLX∗W ∈ Hである．実際，X∗が引き起こす 1パラメータ
変換は φt(p) = p exp tXであるので，φt

∗ = dRexp tX となる．また，HがG不変と
は (dRg)Hp = Hpgのことであった．このことから LX∗W ∈ H がわかる．よって
A([X∗,W ]) = 0となる． ¥

さて，P 上 g値微分形式ω =
∑

ωi⊗Xi ∈ Ωk(P )⊗g, τ =
∑

τi⊗Xi ∈ Ωl(P )⊗g

に対して [ω ∧ τ ]を
[ω ∧ τ ] :=

∑
i,j

ωi ∧ τj ⊗ [Xi, Xj]

と定義する．例えば [A ∧ A]なら

[A ∧ A] =
∑
i,j

Ai ∧ Aj ⊗ [Xi, Xj]

となるので，

[A ∧ A](X, Y ) =
∑

Ai(X)Aj(Y )[Xi, Xj]−
∑

Ai(Y )Aj(X)[Xi, Xj]

= [A(X), A(Y )]− [A(Y ), A(X)] = 2[A(X), A(Y )]

を得る．

Remark 1.1. 教科書によっては微分形式の定義がことなり，(A∧B)(X, Y ) = 1
2
(A(X)B(Y )−

A(Y )B(X))とすることもあるので注意．
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Definition 1.4. 接続の曲率とは dAの水平方向成分である．つまり

FA = (dA)h ∈ Ω2
h(P )⊗ g

である．また上で述べた補題などを使えば，

FA = dA +
1

2
[A ∧ A]

ともかける（演習問題）．

定義から次は明らかであろう．

Proposition 1.2. FAはG不変であり，ιX∗FA = 0をみたす．特に，M 上のベク
トル束Λ2(M)⊗ gP の切断である．ここで gP は同伴束 P ×Ad g．

Remark 1.2. G不変で ιX∗ω = 0（つまり V 方向の成分がない）を満たすP 上の微
分形式を basicとよぶ．baisc微分形式はM 上の微分形式に対応する．

平坦接続とはFA = 0となる接続である．曲率の定義から水平分布が可積分であ
る．M の単連結近傍をとれば，その上に，積分多様体がつくれ，P = U ×Gと局
所自明化でき，接続が局所的に自明接続にできる．

Proof. 曲率の定義を考えると V,W ∈ Hとする．このとき

0 = FA(V, W ) = dA(V,W ) +
1

2
[A(V ), A(W )] = A([V, W ])

= A([V, W ]h + [V, W ]v) = A([V,W ]v)

となり [V,W ]の垂直方向がないことを意味する．つまり [V, W ] ∈ Hであり，水平
方向が可積分となる． ¥

1.3 接続，曲率の局所表示

接続の局所表示を与えよう．まず主束を局所自明化する．つまりM = ∪iUiと
してUi上の切断 si(x) : Ui → P をとることにより局所自明化 π−1(Ui) ' Ui×Gを
行う．このときUi ∩ Uj上では切断 si(x), sj(x)の差を gij(x) : Ui ∩ Uj → Gで表す
（sj = sigij）．これが推移関数と呼ばれるものであり，cocycle条件 gijgjkgki = 1を
満たす．

Remark 1.3. 逆に，推移関数が与えられていれば，Ui × Gを推移関数で張り合わ
せれば，主束 P が得られる．

接続Aを切断 siで引き戻せばUi上の g値 1-form Ai(x) = (si)∗(A)が定まる．こ
のときAiとAjは次のように関係する：

Aj = g−1
ij Aigij + g−1

ij dgij (1.1)
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Proof. X ∈ TxM に対して，γ(0) = x, γ′(0) = X となる曲線を γ(t)とする．
Aj(X) = (sj)∗A(X) = A( d

dt
sj(γ(t))|t=0)となるので， d

dt
sj(γ(t))|t=0 の意味を考

える．

d

dt
sj(γ(t))|t=0 =

d

dt
si(γ(t))|t=0gij(x) + sj(x)gij(x)−1 d

dt
gij(γ(t))|t=0

= dRgij(x)
d

dt
si(γ(t))|t=0 + sj(x)gij(x)−1 d

dt
gij(γ(t))|t=0

第二項の意味を考える．gij(x)−1gij(γ(t))は t = 0のときに e ∈ Gを通る曲線で
ありその接ベクトルは gij(x)−1 d

dt
gij(γ(t))|t=0 = gij(x)−1(dgij)x(X)である．そこで

sj(x)gij(x)−1 d
dt

gij(γ(t))|t=0は対応する基本ベクトル場の sj(x)での値である．よっ
てAをかぶせれば

Aj(X) = A(Rgij(x)(s
i)∗(X)) + gij(x)−1dgij(X) = g−1

ij Ai(X)gij + g−1
ij dgij(X)

¥

Remark 1.4. 逆に (1.1)を満たす {Ai}i があれば P 上の接続をつくることができ
る：切断 sj上に接する P 上接ベクトルに対してはAiできまる．さらにG不変性
とA(X∗) = Xを考えればP 全体に拡張できる．そして，(1.1)からwell-definedで
ある．

次に曲率の局所表示をみていく．それはFi := (si)∗FAによって定義されるUi上
の g値 2-formである．定義から

Fi = (si)∗(dA +
1

2
[A ∧ A]) = dAi +

1

2
[Ai ∧ Ai]

である．また Fi, Fjは次のように関係する．

Fj = g−1
ij Figij

Proof. 直接代入すればわかる． ¥

このことから，以前述べたように，曲率は同伴ベクトル束 gP = P ×Ad gに値を
もつ 2-formであることがわかる．つまりΛ2(M)⊗ gP の切断である．

1.4 平行移動とホロノミー

主束における平行移動とホロノミーについて考えよう．
γ(t)をM 内の曲線とする．また π(p) = γ(0)となる点 p ∈ P を固定する．この
とき γ(t)の水平リフトとは pを始点とする P 内の曲線 γ̃(t)で γ̃′(t) ∈ Hγ̃(t)かつ
π(γ̃(t)) = γ(t)となるものである．このような水平リフトは唯一つに定まることが
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知られている．さらに同じファイバーにある点 pgを始点とする γ(t)の水平リフト
は γ̃(t)gとなる．
そこでファイバーπ−1(γ(0))を曲線γ(t)にそって平行移動させてファイバーπ−1(γ(1))

へ移すことが出来る．つまりΦ(γ) : π−1(γ(0)) → π−1(γ(1))という微分同相写像で
Φ(γ)(pg) = Φ(γ)(p)gを満たすものを作ることができる．これを平行移動と呼ぶ．

xを固定して γ(0) = γ(1) = xとなるループを考え，その全体をΩx(M)とする．
これは群になる．ループ γに対して平行移動を考えるとΦ(γ) : π−1(x) → π−1(x)で
あるのでΦ(γ)は π−1(x)の変換を与える．そしてΦ(γ′)Φ(γ) = Φ(γ′γ)であるので，

Φ : Ωx(M) 3 γ 7→ Φ(γ) ∈ {F ∈ Diff(π−1(x))|F (pa) = F (p)a}

は準同形である．
点 p ∈ π−1(x)を固定すれば，上のF に対してF (p) = pgF となる gF ∈ Gが定ま

る．また F ◦ F ′(p) = pgF gF ′となるので，

Ψp : {F ∈ Diff(π−1(x))|F (pa) = F (p)a} 3 F 7→ gF ∈ G

という準同形が定まる．そこで像

Hol(M, A) := Ψp ◦ Φ(Ωx(M)) ⊂ G

を接続Aに対するホロノミー群とよぶ．（面倒なのでΨは書かずにΦ(γ)でGの元
を表すことが多い）．

Remark 1.5. ホロノミー群は点 xや pのとり方で変わるが互いに同型（または共
役）になるので，xや pを明記せずHol(M, A)と書く．

また定数ループにホモトピック（0ホモトピック）なループの全体をΩ0
x(M)と

書く．この像
Hol0(M,A) := Ψp ◦ Φ(Ω0

x(M)) ⊂ G

を制限ホロノミー群と呼ぶ．

Proposition 1.3. 制限ホロノミー群は構造群Gの連結リー部分群になる．さらに
Hol(M, A)の正規部分群であり，全射準同形 π1(M) → Hol(M, A)/Hol0(M, A)を
得る．よってHol(M, A)/Hol0(M,A)は可算であり，Hol(M,A)はリー群で，Hol0(M, A)

はその単位元連結成分になる．

outline of proof. 証明は outlineのみ述べる．詳しいことは小林-野水 [12]などをみ
よ．0ホモトピックなループγ0と定数ループ constはホモトピーで結べる．よってそ
れぞれに対応した平行移動Φ(γ0), Φ(const)もホモトピーで結べる．Φ(const) = id

であるので，Φ(γ0)は単位元と pathで結べることになる．よって制限ホロノミー
群は path連結である．リー群の一般論からGの path連結な部分群はリー群であ
り，連結になる．
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次に正規部分群になることを見る．γをループとしてγ0を0ホモトピックなループ
とすれば，γγ0γ−1は0ホモトピックである．よってΦ(γ)Φ(γ0)Φ(γ)−1 ∈ Hol0(M, A)

となるのでHol0(M, A)は正規部分群である．
また π1(M) 3 [γ] → [Φ(γ)] ∈ Hol(M,A)/Hol0(M, A)とすれば全射準同形であ
る． ¥

Remark 1.6. Hol(M,A)はGの閉部分群になるかはわからないが，我々が扱うも
のはすべて閉部分群となるものである．

このホロノミー群で重要なことは次の reduction定理である．

Proposition 1.4. M上の主束Pおよび接続Aを考える．このとき構造群がHol(M,A)

である P の主部分束Qおよび接続A|Qを得る．逆に，このQ, A|Qから P とAを
作ることができる．

outline of proof. p ∈ Pの点を固定して，pから水平曲線で結べる点全体の集合をQ

とする．このQは主Hol(M, A)束であることがわかる．接続を与えるには splitting

を与えればよかったので TP = H ⊕ V なら TQ = H ⊕ (V ∩ TQ)とすればよい．
またQと接続A′があればP = Q×i Gとして主束P を再現でき，また接続も水平
方向がすでに定まっているので P 上の接続へ（一意的に）拡張できる． ¥

ホロノミー群のリー環と曲率の関係について述べよう．ホロノミー群のリー環
を h(M, A)とする．リー環なので単位元連結成分であるHol0(M,A)のみから定ま
るものである．曲率FAはΛ2(M)⊗ gP に値を持った，しかし接続は部分束Qに落
ちることがわかったので，実際には FAはΛ2(M)⊗ h(M, A)P に値を持つ．

Proposition 1.5. 曲率 FAはΛ2(M)⊗ h(M, A)P に値を持つ．

ある意味でこの逆も言える．

Proposition 1.6. ホロノミー群のリー環 h(M,A)は次のような元で生成される
リー環である．

{FA(v, w)q|q ∈ Q, v, w ∈ Tπ(q)M} ⊂ g (1.2)

ここで q ∈ Qも動かすことに注意．

outline of proof. p0 ∈ P を固定して水平曲線で結べる点全体がQであった．まず
Q = P の場合を考える．(1.2)で生成されるリー環を g′として，g′に対する基本
ベクトル場による垂直部分空間を V ′とする．そしてH ⊕ V ′という接分布を考え
ると g′の定義から可積分であることがわかる．そこで p0を通る積分多様体を考え
るとその積分多様体の点は水平曲線で結べるよって P と一致する．このことから
g = g′となる．

Q 6= P の場合を考える．Qに対して上と同様にして g′ = h(M,A)となる． ¥
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Remark 1.7. (1.2)で定義されるベクトル空間を g0とすると [g0, g0] ⊂ g0となる．こ
のことを証明しておこう．proposition 1.5から g0 ⊂ h(M, A)である．また，g0の定
義と曲率がG不変（(Rg)

∗FA = Ad(g−1)FA）であったことから，g0はHol(M, A)

不変である．よって [h(M,A), g0] ⊂ g0である．そこで [g0, g0] ⊂ g0が成立する．上
の命題の証明のおける g0で生成される g′は実は g0に一致する．

Example 1.1. FA = 0の場合を考える．これは水平方向による接分布の積分多様
体である．ホロノミー群のリー環は零である．そして Hol(M,A)は離散群とな
る．reductionした主Hol(M, A)束はM の被覆を与える．（この被覆は π1(M) →
Hol(M, A)/Hol0(M,A) = Hol(M, A)から作れる）．

1.5 同伴束上の共変微分

主束上の接続Aから同伴ベクトル束上の共変微分∇を定義していこう．
構造群Gの表現空間 (ρ, V )を考え，対応する同伴束V := P ×ρ V を考える．こ
のベクトル束上に共変微分を定義したい．

Definition 1.5. 共変微分とは次をみたす微分作用素∇である
1. ∇ : Γ(V) → Γ(V⊗T ∗(M))は線形である．ここでΓ(V)は滑らかな切断全体．

2. e ∈ Γ(V), f ∈ C∞(M)に対して，

∇fe = df ⊗ e + f∇e

をみたす（ライプニッツ則）．

このときベクトル場X ∈ X(M)に対して∇Xe := (∇e)(X)と定義する．これはベ
クトル場Xに沿った共変微分である．定義から∇fX = f∇Xであるので，v ∈ TxM

に対して点 xでの v方向の共変微分∇veが定まることに注意する．

主束に接続が与えられているときに，同伴束に自然に共変微分が定まることを
見てみよう．P に接続Aが与えられているとする．s(x)を P の局所切断とし，表
現空間 V の基底 {e}iを選んでおく．このとき ei(x) := [s(x), ei]によりVの局所フ
レーム {ei(x)}iが定まる．
このVの局所フレーム ei(x)に対して共変微分を

∇ei(x) = ρ∗(s∗(A))ei(x) = [s(x), ρ∗(s∗(A))ei]

と定め，任意の切断 e(x) =
∑

ξi(x)eiに対してはライプニッツ則により

∇e(x) =
∑

dξi ⊗ ei + ξiρ∗(s∗(A))ei = (d + ρ∗(s∗(A)))e(x)

と定義する（最後の等号は慣習上このように書くという意味）．このようにして定
義した共変微分はwell-definedである．
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Proof. これがwell-definedであることを確かめよう．[s(x)g, ρ(g−1)ei]に対して

∇ei(x) = [s(x)g, ρ∗((s · g)∗(A))ρ(g−1)ei]

= [s(x)g, ρ∗(Rg(s)
∗(A))ρ(g−1)ei] = [s(x)g, ρ(g−1)ρ∗((s)∗(A))ρ(g)ρ(g−1)ei]

= [s(x), ρ∗(s∗(A))ei]

次に他のフレームをとった場合に定義が一致することを見る．他のフレームを s′

とする．s′(x) = s(x)g(x)とかけたとするとる．さらに ρ(g(x))ei =
∑

g(x)j
iejとす

る（表現の表現行列が (g(x)j
i )ij）．このとき

ρ(g(x))ρ∗(g(x)−1dg(x))ei =
∑

dg(x)j
iej

となる．s′に対する局所フレームを e′iとすれば

e′i(x) = [s′(x), ei] = [s(x)g(x), ei] = [s(x), ρ(g(x))ei] =
∑

g(x)j
iej(x)

であり，
∇e′i(x) =

∑
dg(x)j

iej(x) +
∑

g(x)j
i∇ej(x)

が成立する．一方で，接続の局所表示のときと同じようにして，

∇e′i = ρ∗(s′∗(A))e′i(x) = [s′(x), ρ∗(s′∗(A))ei]

= [s(x)g(x), (ρ(g(x)−1)ρ∗(s∗A)ρ(g(x)) + ρ∗(g(x)−1dg(x))ei]

= [s(x), (ρ∗(s∗A)ρ(g(x)) + ρ∗(dg(x))ei]

=
∑

j

g(x)j
i∇ej +

∑
dg(x)j

iej(x)

となる．よって異なるフレームをとっても同じ共変微分を与える． ¥

記号が面倒なので，少しの間

∇ei(x) = ρ∗(s∗(A))ei(x) =
∑

ωj
i ⊗ ej

と表示することにする．ここで ωj
i は局所 1-formである．

この共変微分に対する曲率について考える．

Definition 1.6. 共変微分∇に対する曲率とは
Rρ(X, Y ) := ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

のこと．

Rρ(fX, Y )e = Rρ(X, fY )e = Rρ(X,Y )(fe) = fRρ(X, Y )eであり，RρはM 上
End(V)値二次微分形式となる．曲率を局所フレームを使って書けば

Rρ(X, Y )ei = ρ∗((s∗FA)(X,Y ))ei

となることがわかる．
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Proof.

∇X∇Y ei = ∇X(
∑

ωj
i (Y )ej) =

∑
Xωj

i (Y )ej +
∑

ωj
i (Y )ωk

j (X)ek

であるので

(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])ei

=
∑

(Xωj
i (Y )− Y ωj

i (X))ej +
∑

(ωj
i (Y )ωk

j (X)− ωj
i (X)ωk

j (Y ))ek −
∑

ωj
i ([X, Y ])ej

=
∑

dω(X,Y )ei + [ω(X), ω(Y )]ei = ρ∗((s∗(dA +
1

2
[A ∧ A]))(X,Y ))ei

=ρ∗((s∗FA)(X, Y ))ei

¥

共変外微分についても説明しておこう（しかし，これは使わないと思う）．同伴束
と微分形式のベクトル束のテンソル積したM上のベクトル束Λk(V) := Λk(M)⊗V

を考える．このベクトル束上に次のようにして微分作用が定まる．α⊗e ∈ Γ(Λk(V))

に対して
d∇(α⊗ e) := dα ∧ e + (−1)kα ∧∇e ∈ Γ(Λk+1(V))

Example 1.2. 先ほどの曲率作用素はRρ = d∇∇となる．

Proof. ∇ei =
∑

ωj
i ⊗ ejとすれば

∑
j

d∇(ωj
i ⊗ ej)(X,Y ) =

∑
dωj

i (X, Y )ej − (ωj
i ∧∇ej)(X, Y )

=
∑

dωj
i (X, Y )ej − ωj

i (X)∇Y ej + ωj
i (Y )∇Xej

=
∑

dωj
i (X, Y )ej − ωj

i (X)ωk
j (Y )ek + ωj

i (Y )ωk
j (X)ek

=Rρ(X,Y )ei

となる． ¥

Example 1.3. 曲率 FAは Λ2(gP ) = Λ2(M)⊗ gP の切断とみなすことができた．実
は d∇FA = 0が成立する（練習問題）．これをビアンキ恒等式とよぶ．後で述べる
リーマン曲率の場合には第二ビアンキ恒等式という．

1.6 同伴束の平行切断

Definition 1.7. 同伴束上に共変微分があった場合に，切断 e ∈ Γ(V)が平行切断と
は∇e = 0のことである．
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Example 1.4. (ρ, V )を自明表現として，その同伴束を考える．non-zeroベクトル
e ∈ V に対して大域的な切断として e(x) = [p, e]（π(p) = x）を得る．V の基底を
{ei}iとすれば，e =

∑
vieiとかける．自明表現であるこから∇ei(x) = 0である

ので
∇e(x) =

∑
(dvi)ei(x) + vi(∇ei(x)) = 0 + 0 = 0

となるので，これは平行切断である．そして dim V だけの独立な平行切断をつく
ることができる．

同伴束での平行移動を考える．主束上の平行移動とはM内の曲線 γ(t)にそって
ファイバーの同一視を与えるものであった．同伴束V上の点 [p, v]を考える．M

内の γ(t)に対する P での水平リフト γ̃(t)で γ̃(0) = pとなるものをとる．このと
き [γ̃(t), v]はV内の曲線で γ(t)のリフトである．そこで

Φ(γ) : Vγ(0) 3 [p, v] → [γ̃(1), v] ∈ Vγ(1)

という写像を考える．これはwell-definedかつ線形である．

Proof. [p, v] = [pg, ρ(g−1)v]であった．pgから出発する水平リフトは γ̃(t)gである．
よって Φ([pg, ρ(g−1)v]) = [γ̃(1)g, ρ(g−1)v] = [γ̃(1), v]となるので well-definedであ
る．また線形であることも定義から明らか． ¥

このように定まるファイバー間の線形写像をVの接続ρ∗(A)に対する平行移動と
呼ぶ．またホロノミー群も同様に定義することができる．これは主束のホロノミー
群の表現であり，ρ(Hol(M, A))が接続 ρ∗(A)に対するホロノミー群になる．また，
平行移動から共変微分を定めることも可能である：ある切断 e(x)に対して，

∇γ′(0)e = lim
t→0

Φ(γ)−1(e(γ(t)))− e(γ(0))

t

とすれば共変微分になる．逆に∇が与えられている場合には曲線 γ(t)に対して
∇γ′(t)s = 0（∀t）となるような γ(t)上の切断を唯一つ構成することができる（常
微分方程式の解の存在と一意性）．これより平行移動が定まる．つまり平行移動と
共変微分は同値な概念である．
さて，平行移動が定まった場合に，切断 e(x)が平行切断であるとは，e(x)が平

行移動によって不変であることである．これが先ほどの定義∇e = 0と一致するこ
とは上記の平行移動と共変微分の同値性から明らかであろう．

Remark 1.8. 点 x0のファイバーVx0 の点 e(x0)を固定して，これを平行移動で全
体に拡張しようとしても，大域的切断が構成できるとは限らない．例えばあるルー
プをとって，その水平リフトを γ̃(t)とする．このとき [γ̃(1), v] 6= [γ̃(0), v]であるの
で切断とはならない．平行切断とは，まず大域的な切断 e(x)が存在していて，さ
らにそれが平行であるとしている．
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平行切断の図単なる平行移動の図

V V

Remark 1.9. 平行切断には零点がないことに注意．もし∇e = 0で，ある点で e(x) =

0となるとすれば，e(x) = 0からの平行移動は零切断となってしまう．

平行切断に対しての重要な命題は次である．

Proposition 1.7. 構造群Gの表現 (ρ, V )の同伴束および共変微分を考える．平
行切断∇e = 0を考える．このとき e(x0)は x0でのホロノミー群の作用により不
変である．逆に，ホロノミー群で不変なベクトル v ∈ V が存在すれば，平行切断
eで e(x0) = [p, v]となるものが存在する．

Proof. ∇e = 0とする．このとき平行切断は平行移動によって不変である．特に，
勝手なループに対する平行移動によって不変．つまりホロノミー群 ρ(Hol(M, A))

によって不変である．
逆に ρ(Hol(M,A))で不変なベクトル vを考える．ここでHol(M, A)は点 p0を基

点とするホロノミー群とする．e(x0) = e(π(p0)) = [p0, v]とする．点xでの値e(x)を，
xとx0を結ぶ曲線 γに対する平行移動によって定める．つまり e(x) = Φ(γ)(e(x0))．
別の曲線γ′をとった場合にΦ(γ)(e(x0)) = Φ(γ′)(e(x0))つまりΦ(γ′)−1Φ(γ)(e(x0)) =

e(x0) を証明すべきである．このことは，Φ(γ′)−1Φ(γ) = Φ(γ′−1γ) = ρ(∃g) ∈
ρ(Hol(M, A))であり，vがホロノミー群で不変であることからわかる．よって大
域的な切断が定義でき，作り方から平行切断である． ¥

この命題から次のことがわかる．すべての同伴束のすべての平行切断を考え，そ
れらを固定する群をH とする．このときHol(M,A)はH の部分群である．この
ように，平行切断を考れば，ホロノミー群がわかる（もちろん一致するとは限ら
ないが）．

Example 1.5. ある表現空間 (ρ, V )に対するG不変幾何構造を考える．例えば，エ
ルミート内積，実構造などである．エルミート内積や実構造はある表現空間のG
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不変元である．よって，同伴束に導かれるエルミート内積や実構造はすべて平行
である．例えば，V 上のG不変エルミート内積 hからV上のファイバー計量 hを
定義する．このとき∇h = 0が成り立つ．つまり

∇(h(φ, ψ)) = h(∇φ, ψ) + h(φ,∇ψ)

が成立する．

最後に計算上たびたび使用する命題を述べておく

Proposition 1.8. 同伴束上の共変微分を考える．多様体上の点x0を固定する．同
伴ベクトル束の局所フレーム {ei(x)}iで (∇ei)x0 = 0となるものが存在する．また
平行な計量が入っている場合に正規直交フレームで同様なものが存在する．

Proof. 固定した点 xのファイバーのフレームを {ei(x0)}iも固定する．点 x0から
放射線状に {ei(x0)}iを平行移動させる．このとき x0の近傍を十分小さくとれば，
ei(x)は局所切断になり，さらに近傍を小さくとれば一次独立性が保たれるので局
所フレームとなる．定義から (∇ei)x0 = 0である．二番目の主張は平行移動によっ
て，計量が平行であることから正規直交性が保たれることによる．
注意すべきは，構成した局所フレームは点 x0では (∇ei)x0 = 0であるが，その

近傍で平行切断になるとは限らないことである．平行切断になるためには曲率が
零であることが必要．

¥

2 レビチビタ接続
この章ではレビチビタ接続およびリーマン曲率テンソルについて考える．

2.1 レビチビタ接続

多様体上には特別な主束としてフレーム束という主GL(n,R)束を考えることが
できる．すなわち各点でのフレームをすべて集めたものをファイバーとする主束
である．このときGL(n,R)のRnへの自然表現に対する同伴束は接束 T (M)であ
る．主フレーム束上の接続から導かれる T (M)上の共変微分∇に対して，次の捩
率テンソル（torsion tensor）をかんがえることができる：

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ].

我々が考える接続は，この torsion tensorが零のものに限ることにする．
さらに多様体がリーマン多様体の場合には正規直交フレーム全体の主束である，
正規直交フレーム束O(M)を考えることができる．この主束上の接続は

∇g = 0, ( ⇐⇒ X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀X,Y.Z)

をみたす．逆に，∇g = 0を満たす接続はO(M)上の接続を与える．

17



Definition 2.1. ∇g = 0と T = 0を満たす接続をリーマン多様体上のレビ-チビ
タ接続という．

Proposition 2.1. レビ-チビタ接続は固定したリーマン計量に対して唯一つ存在
することがわかる．

Proof. 天下り的に与える．

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X, Z)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z) + g([Z, X], Y )− g(X, [Y, Z]) ∀Z

により∇XY を定義すると，共変微分であり計量を保存し torsionが零であること
がわかる．一意性は∇g = 0, T = 0なら上の式を満たさなければならないことが
わかるので． ¥

以下では，このリーマン多様体上のレビチビタ接続を考察する．
レビチビタ接続からみちびかれる接束上の共変微分を∇とする．U 上の局所正
規直交フレームを (e1, · · · , en)とする．この (e1, · · · , en)は主フレーム束の局所切断
であるので，この切断によってレビチビタ接続を引き戻すとU上の so(n)値 1-form

AU を得るが，それは接束上の共変微分を用いて

AU =
1

2

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)ei ∧ ej =
∑

1≤i<j≤n

g(∇ei, ej)ei ∧ ej

となる．

Proof.

g(ρ∗(AU(X))ek, et) =
1

2

∑
1≤i,j≤n

g(g(∇Xei, ej)(ei ∧ ej)(ek), et)

=
1

2

∑
ij

(δkiδjtg(∇Xei, ej)− δjkδitg(∇Xei, ej))

=
1

2
(g(∇Xek, et)− g(∇Xet, ek)) = g(∇Xek, et)

となるので ρ∗(AU(X))ek = ∇Xekとなる．主フレーム束上の接続は自然表現に対
する同伴束上の共変微分から定めることができるので，この式からレビチビタ接
続の局所表示が上のようになることがわかる． ¥

曲率形式の局所表示は，同じ局所フレームを使って

FU(X, Y ) =
1

2

∑
i,j

g(R(X, Y )ei, ej)ei ∧ ej
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となる．ここでR(X, Y )は接束上の曲率であり

R(X, Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (2.1)

である．また
Rijkl := g(R(ei, ej)ek, el) (2.2)

とすれば，

FU(ei, ej) =
1

2

∑

k,l

Rijklek ∧ el

ともかける．

Remark 2.1. Rijklの定義は論文によってことなる．このマイナス倍をRijklとして
いる論文も多い．

2.2 曲率テンソル

式 (2.1)で定義した接束での曲率をリーマン曲率テンソルとよぶ．リーマン曲率
テンソルに関する事実をいくつか述べる．通常のテキストではある局所座標系に
対するフレーム (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn)について考えることが多いが，ここでは，あ
る正規直交基底 {ei}に対しての表示を考えることにする．（個人的に，gijなどの記
号は邪魔でしょうがない）．
リーマン曲率テンソルRに対して (2.2)で与えられるRijklを考える．このRijkl

を縮約することによりいくつかの微分幾何で重要なテンソルを得る．

1. リッチ曲率を
Rij =

∑

b

Rbijb

で定義する．これはRij = Rjiを満たす対称テンソルであり，

Ric(X, Y ) =
∑

RijX
iY j

と書くこともある．またリッチ変換（対称変換）Ric : TM → TM を

Ric(X) := Ric(
∑

X iei) =
∑

RijejX
i

とする．

Ricは対称テンソルであるので，各点で対角化することができる．その各固
有値がすべての点で> rのときRic > rと書く．

リッチ曲率が零の多様体をリッチ平坦多様体とよぶ．リッチ曲率に対して後
で使う基本的な定理は次のMeyer’s theorem
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Theorem 2.2 (マイヤース). 完備連結 n次元リーマン多様体 (M, g)でリッ
チ曲率が Ric ≥ (n − 1)δ2 > 0であると仮定する．このときM はコンパク
トであり，直径 d(M)は d(M) ≤ π/δを満たす．また M̃ をM のリーマン普
遍被覆とすると，M̃ もリッチ曲率が下から正の定数で抑えらえるので，M̃

もコンパクトである．よって，π1(M)は有限群である．そしてH1(M,Z) =

π1(M)/[π1(M), π1(M)]も有限群であるので，H1(M,Z)には，捩れ部分しか
ない．特にH1(M,R) = 0である．

Proof. 証明は例えば，T. Aubin 「some nonlinear problems in Riemannian

geomery」（springer1998）の page 16を参照．マイヤースの定理はリーマン
幾何のどの本をみても載っている．（証明は難しくない）.

また，H1(M,R) = 0はボホナーワイゼンベック公式を使っても証明でき
る． ¥

Example 2.1. 球面から一点除いた空間を考える．計量は同じなのでリッチ曲
率は正である．しかし，球面から一点を除いたら完備でない．実際，R上全
体で定義されない測地線が存在する（除いた一点を通るような測地線）．こ
のように，上の定理で完備であることは欠かせない．

Example 2.2. M が完備で，リッチ曲率がRic > 0であっても上の定理は成
立しないことがある．例えば，Ric > 0で，無限遠でRic → 0となっている
ような非コンパクトリーマン多様体がある．上の定理では，Ricが下から一
様に正の定数で抑えらているというのが仮定である．

また次の定理も重要である．

Theorem 2.3 (チーガー・グロモール). (a) (M, g)をコンパクトリーマン
多様体でリッチ曲率が非負とする．このときリーマン普遍被覆 (M̃, g̃)

はN × Rkと分解できる．ここでN はコンパクト単連結なリッチ曲率
が非負のリーマン多様体である．

(b) ：(M, g)をコンパクトリーマン多様体でリッチ平坦なら，(M, g)のリー
マン有限被覆でN × T kとなるものが存在．ここでN はコンパクト単
連結なリッチ平坦なリーマン多様体である．

Proof. チーガー・グロモールの定理については，例えば，Besseの本の page

169を参照． ¥

Section 7でリッチ曲率とボホナーワイゼンベック公式の関係や応用につい
て触れる．そのほかにもリーマン幾何ではリッチ曲率に対してたくさんの定
理が知られている．それらについてはリーマン幾何の適当な本を参照．
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2. スカラー曲率と呼ばれる多様体上の関数を

κ =
∑

Rii

で定義する．スカラー曲率が定数となる多様体を定スカラー曲率多様体とよ
ぶ．リッチ平坦ならスカラー曲率は零である．

3. リッチテンソルは同伴ベクトル束 S2(T (M)) ' S2(T ∗(M))の切断とみなす
ことができるが，これは既約ベクトル束ではない．実際，O(n)に関する既
約分解S2(Rn) = S2

0(Rn)⊕R（トレース零部分とトレース部分）が成立する．
そこで，この分解に関してリッチを分解すれば，

Rij = (Rij − κ

n
δij) +

κ

n
δij

となる．我々は

Eij :=
1

n− 2
(
κ

n
δij −Rij)

と定義して，これをアインシュタインテンソルと呼ぶ．このテンソルはEij =

Eji,
∑

Eii = 0を満たす． そしてEij = 0となる多様体をアインシュタイン
多様体と呼ぶ．（テキストによってはEijの適当な定数倍がアインシュタイン
テンソル）．

第二ビアンキ恒等式d∇R = 0を使えば，連結リーマン多様体上でRic = f(x)g

（我々の記号ではRij = f(x)δij）となるなら fは定数であることがわかる（た
だしn ≥ 3）．よってアインシュタイン多様体上でスカラー曲率κ =

∑
Riiは

定数であるので，アインシュタイン多様体は定スカラー曲率多様体である．

上でリッチテンソルの既約分解を与えたが，リーマン曲率テンソルそのものを
既約分解することを考える．まず，曲率テンソルは，同伴束 Λ2(M) ⊗ so(n)P '
Λ2(M)⊗Λ2(M)の切断とみなせる．そこで，この同伴束の既約分解を行えばRの
既約分解ができる．まずリーマン曲率テンソルは

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk (2.3)

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0 (2.4)

を満たすことがわかる．(2.3)は明らか．(2.4)は torsionが零から従う．(2.4)を第
一ビアンキ恒等式とよぶ．この二つの条件から

Rijkl = Rklij (2.5)

を得る.

Remark 2.2. 式 (2.3)と (2.5)から (2.4)は導けない．
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式 (2.4)からリーマン曲率テンソルRはS2(Λ2(M)) ⊂ Λ2(M)⊗Λ2(M)の切断で
あることがわかる．つまり

R : Λ2(M) 3 ei ∧ ej 7→ 1/2
∑

kl

Rijklek ∧ el ∈ Λ2(M)

という変換は対称変換である．そこで S2(Λ2(M))を既約分解すればよいことにな
るが，その分解はリーマン幾何では良く知られた話なので，天下りで分解を与え
てしまおう．

Proposition 2.4 (リーマン曲率分解).

Kijkl := Eikδjl + Ejlδik − Eilδjk − Ejkδil,

Sijkl :=
κ

n(n− 1)
(δilδjk − δikδjl), .

Wijkl := Rijkl −Kijkl − Sijkl

とする．Wijklを共形ワイルテンソルと呼ぶ．このとき，リーマン曲率テンソルは

Rijkl = Wijkl + Kijkl + Sijkl

と分解される．つまりリーマン曲率テンソルは共形ワイルテンソル＋アインシュ
タインテンソル＋スカラー曲率と分解されることになる．

これらのテンソルの意味を述べよう．

• EijはS2
0(T

∗(M))の切断とみなせる．これをS2(Λ2(M))の切断へ埋め込む操
作が

Eij 7→ Kijkl = Eikδjl + Ejlδik − Eilδjk − Ejkδil

である．実際，Kijklは (2.3)-(2.5)の関係式を満たす．そして
∑

Kijil = (n− 2)Ejl

とEijを復元できる．

• スカラー曲率 κはΛ0(M)の切断とみなせるが，これを S2(Λ2(M))へ埋め込
む操作が

κ 7→ Sijkl =
κ

n(n− 1)
(δilδjk − δikδjl)

であり，Sijklは (2.3)-(2.5)の関係式を満たし，

∑
Sijil = −κ

n
δjl,

∑
Sijij = −κ

となるので κを復元できる．
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• このように S2(T ∗(M)) = S2
0(T

∗(M))⊕ Λ0(M)を S2(Λ2(M))へ埋め込める．
言い方を変えれば，S2

0(T
∗(M)), Λ0(M)は S2(Λ2(M))の既約成分である．

• またWijklは (2.3)-(2.5)の関係式および

∑
i

Wijil =
∑

Rijil −
∑

Kijil −
∑

Sijil = −Rjl − (n− 2)Ejl +
κ

n
δjl = 0

をみたす．

n ≥ 5の場合．Λ2(M)⊗ Λ2(M)の既約成分には highest weightが (22, 0m−2)

となるものが含まれる．Wijklは，その既約ベクトル束の切断である．

n = 2, 3ならば，そのような既約ベクトル束は存在せずWijkl = 0である．

n = 4ならばWijklはさらに既約分解されWijkl = W+
ijkl+W−

ijklとなる．それぞ
れ (2, 2), (2,−2)というhighest weightをもつ既約ベクトル束の切断である．こ
の具体的な分解はホッジ作用素を使った分解で行えばよい．∗2 = (−1)p(n−p) =

(−1)2·2 = 1であるのでΛ2(M)を既約分解できΛ2
+(M)⊕ Λ2

−(M)となる．そ
れぞれ highest weightは (1, 1), (1,−1)である．そして Λ2

+(M) ⊗ Λ2
+(M)を

分解したとき，(2, 2)という highest weightをもつ既約成分が存在する．W+

はこの既約ベクトル束の切断である．W+
ijklを自己双対共形ワイルテンソル，

W−
ijklを反自己双対共形ワイルテンソルとよぶ．

• 上のようにリーマン曲率テンソルを既約分解したが，S2(Λ2(M))を既約分解
するなら，さらに余分な既約成分が存在する．Q ∈ S2(Λ2(M))に対して

b(Q)(x, y, z, w) =
1

3
(Q(x, y, z, w) + Q(y, z, x, w) + Q(z, x, y, w))

として，これをビアンキ写像とよぶ．α¯β ∈ S2(Λ2(M))に対してはb(α¯β) =
1
6
α ∧ βとなることがわかる．またリーマン曲率テンソルRは b(R) = 0とな
る．よって次元などを勘定すれば

S2(Λ2(M)) = ker b⊕ imb ' ker b⊕ Λ4(Rn)

と分解できる．この ker bの部分を既約分解したものがリーマン曲率テンソ
ルの分解に対応している．

n ≥ 5なら

S2(Λ2(M)) ' V(22,0m−2) ⊕ S2
0(T

∗M)⊕ Λ0(M)⊕ Λ4(M)

となる．

n = 4ならV(22,0m−2)の部分がV(2,2) ⊕V(2,−2)とさらに分解される．
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n = 3の場合には

S2(Λ2(M)) ' S2
0(T

∗M)⊕ Λ0(M)

となる．n = 3の場合にはこの分解からわかるようにリーマン曲率テンソル
はリッチテンソルがわかればよい．

n = 2の場合には
S2(Λ2(M)) ' Λ0(M)

である．つまりこの場合にはスカラー曲率がわかればよい．ガウス曲率Kと
すれば，κ = 2Kとなる．．そして，Rij = κ

2
δij，κ = 2R1221 = 2Kが成立す

る（Rij = κ
2
δijという条件があっても n = 2なので，定数にならないことに

注意）．aまた．スカラー曲率が定数なら，定曲率空間である．

共形ワイルテンソルW とポントリャーギン類の関係について触れておく（証明
は例えば，小林昭七「接続の微分幾何とゲージ理論」）

Proposition 2.5. 接束に対するポントリャーギン類をChern-Weil理論によりレ
ビチビタ接続の曲率で表示したとする．このときポントリャーギン類はW にのみ
依存する．特に，W = 0という計量が入れば，ポントリャーギン類は零である．

Remark 2.3. リーマン多様体が共形平坦とは，局所的に共形変形すればリーマン
多様体として平坦．つまり g =

∑
dxi ⊗ dxiとなることである．このときW = 0

となることがわかる．n > 3ならこの逆が成立．例えば，球面はW = 0であるが，
Sn \ {N}を共形変形してRnにすることができる．n = 3のときはW がないので，
別のテンソルを使って同様のことが言える．n = 2なら等温座標系の存在から必ず
共形平坦である．．任意次元で定曲率空間は局所的に球面，双曲面，ユークリッド
空間のいずれかなので，共形平坦となる．

リーマン多様体Mで，Wijkl = 0, Eij = 0となる場合に定曲率空間とよぶ（二次
元の場合はスカラー曲率が定数の場合）．特に，完備定曲率空間を空間形とよぶ．
完備単連結定曲率は次のいずれかである（それぞれ標準計量を入れている）．

1. 正の場合：球面 Sn

2. ゼロの場合：ユークリッド空間Rn,

3. 負の場合：双曲空間Hn

よって，一般の空間形は，普遍被覆として上のいずれかをもつ．言い換えると局
所的には，上のいずれかと等長同型である．

1. 正の場合：この場合は空間形がなんであるかわかっている．それは偶数次元
なら球面と実射影空間．奇数次元なら球面とレンズ空間（たくさんある）で
ある．
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レンズ空間はホモトピー同値であるが同相でない例を与える．ラプラシアン
のスペクトルが一致するが等長でない例などを与える．いろんな意味でレン
ズ空間は重要．

2. 零の場合：例えば，Rnを格子で割った平坦トーラスまたは，それを有限群
で割ったものなどがある．一般にはRk × T lを有限群で割ったもの．

平坦トーラスらは互いに等長ではない．また，リーマン多様体として，平坦
トーラスが S1 × · · · × S1とリーマン直積として書けないこともある．

3. 負の場合：２次元コンパクトリーマン面（genus 2以上）．ただし，定曲率
−1となる計量は一つではない（タイヒミュラー空間論へ）．高次元では，例
をつくるのも難しい

詳しくはWolfの本「Spaces of constant curvature」などを見よ．

2.3 リーマンホロノミー群

リーマン多様体上のレビチビタ接続に対するホロノミー群に対する概略を述べ
る（例えば [6]や，酒井隆「リーマン幾何学」を見よ）．

Definition 2.2. リーマン多様体 (M, g)に対して，レビチビタ接続に対するホロノ
ミー群をHol(M) ⊂ O(n)（またはHol(M, g)），制限ホロノミー群をHol0(M) ⊂
SO(n)と書く．それぞれ，リーマンホロノミー群，制限リーマンホロノミー群と
よぶ．また，ホロノミー環を h(M)と書く．

Section 1.4で述べた，主束のホロノミー群について成立したことは，すべてリー
マンホロノミー群について成立する．また，ビアンキ恒等式から，レビチビタ接
続の曲率は S2(h(M))に値をもつ．
さて，ふたつのリーマン多様体 (M1, g1), (M2, g2)があって，その積M1×M2は
リーマン計量 g1×g2によって，リーマン多様体になる．これはT(x1,x2)(M1×M2) =

Tx1M1 × Tx2M2に g1 × g2というリーマン計量をいれることによる．このとき

Hol(M1 ×M2, g1 × g2) = Hol(M1, g1)×Hol(M2, g2),

Hol0(M1 ×M2, g1 × g2) = Hol0(M1, g1)×Hol0(M2, g2)

になることは明らかである．

Definition 2.3. リーマン多様体が可約とは，上のようにリーマン多様体の積にな
ること．局所可約とは局所的にリーマン多様体の積になること．また，可約でな
いときにリーマン多様体が既約とよぶ．
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ホロノミー群のRnへの表現を既約分解すると，実はホロノミー群自信が分解さ
れることがわかる．そして，リーマン多様体としても分解されることになる，そ
こで，次の有名な定理が導ける．

Theorem 2.6 (de-Rham分解定理). 完備単連結リーマン多様体 (M, g)に対して，
完備単連結リーマン多様体 (Mi, gi)でHol(Mi, gi)がRniへ既約に作用するもので，
(M, g) = (M1, g1)×· · ·×(Mk, gk)かつHol(M, g) = Hol(M1, g1)×· · ·×Hol(Mk, gk)

となるものが存在する．

また，単連結を仮定しない場合には，局所的に，つまり制限ホロノミー群に対
して上の定理が成立する（完備性がなくてもよい）．
そこで，リーマン多様体の局所的な構造を調べるには，単連結既約リーマン多
様体について考えればよい．リーマン多様体の重要な例として，対称空間がある
が，単連結既約対称空間はカルタンにより完全に分類されている．そこで，対称
空間でない単連結リーマン多様体を分類することになる．実は，そのホロノミー
群は分類されているのである．

Theorem 2.7 (Bergerの分類). M を完備単連結 n次元リーマン多様体でリーマ
ン多様体として既約かつ対称空間でないとする．このときM のホロノミー群は次
のいずれかである．

1. Hol(M) = SO(n)

2. n = 2m（m > 2）でHol(M) = U(m).

3. n = 2m（m > 2）でHol(M) = SU(m).

4. n = 4k（k > 2）でHol(M) = Sp(k).

5. n = 4k（k > 2）でHol(M) = Sp(k)Sp(1).

6. n = 7でHol(M) = G2.

7. n = 8でHol(M) = Spin(7).

（制限ホロノミー群に対してなら，完備性がなくてもよい）．
上の定理に関する大事な事実は，Bergerのリストのホロノミー群をもつリー
マン多様体が実際に存在することである．しかもコンパクトな多様体が存在する．
Hol(M) = SO(n)の例は球面．Hol(M) = U(m)の例は複素射影空間．Hol(M) =

Sp(k)Sp(1)の例は四元数射影空間である．そのほかの場合には，explicitに計量が書
けるわけではないが，コンパクトな例が存在することが知られている（Calabi-Yau,

Joyceなど）．
また，それぞれに対応する幾何構造がある．詳しくは Joyceの本 [11]を見よ．
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1. Hol(M) ⊂ SO(n)の場合：一般のリーマン多様体で，特別な幾何構造はない．

2. Hol(M) ⊂ U(m)の場合：Mはケーラー多様体．（平行）ケーラー形式が存在．

3. Hol(M) ⊂ SU(m)の場合：MはSU(m)構造をもつ．リッチ平坦ケーラー多
様体，標準的スピン構造が存在．（平行）正則体積要素が存在．

4. Hol(M) ⊂ Sp(k)：M は超ケーラー多様体．リッチ平坦．標準的なスピン構
造が存在．（平行）複素シンプレクティック形式が存在．

5. Hol(M) ⊂ Sp(k)Sp(1)：M は四元数ケーラー多様体．アインシュタイン多
様体．（平行）Kraines形式が存在．

6. Hol(M) ⊂ G2：M はG2多様体．リッチ平坦．標準的なスピン構造が存在．
（平行）3-formの存在．

7. Hol(M) ⊂ Spin(7)：M は Spin(7)多様体．リッチ平坦．標準的なスピン構
造が存在．（平行）4-formの存在

ここで標準的なスピン構造とは，幾何構造と可換なスピン構造が自然に定まるこ
とを意味する．

Remark 2.4. Hol(M) ⊂ SU(m)なら，リッチ平坦ケーラーだが，逆は一般に成立
するとは限らない．

平行切断の存在は，ホロノミー群で不変な元の存在と同値であった．そこで，上
で述べた，各幾何構造に特有の平行微分形式は，Λ∗(Rn)をHol(M)に対して既約
分解したときに，自明表現が存在するかどうかという問題になる．「スピン幾何入
門２」を参照にして，U(m), Sp(k), Sp(k)Sp(1)の場合の微分形式を既約分解を行
うことにより，平行微分形式の存在がわかる（演習問題）．G2, Spin(7)の表現論
は述べていないが，やり方は同様である．
それぞれの幾何構造に対して，幾何学が発展しているので，これ以上は詳しく
は述べないことにする（スピン幾何実践編にて）．

2.4 共形変形と共形ラプラシアン

後で定義するディラック作用素やツイスター作用素はリーマン計量の共形変形
によって共変に変化する．そこで，この subsectionでは共形変形に対して主束，同
伴束，曲率などの変化を見ていき，共形共変二階微分作用素である共形ラプラシ
アンを定義する．
リーマン多様体より，より広い概念である共形多様体について考える．リーマン
多様体とはリーマン計量を持った多様体であった．共形多様体とは共形構造（角度
のみの構造）をもった多様体である．ここで共形構造とは，あるリーマン計量 gの
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共形類 [g]のことである．また接ベクトルX, Y の角度を cos θ = g(X, Y )/(|X||Y |)
とすれば，これは共形類のみで定まる．
共形群CO(n)を

CO(n) = {ag|g ∈ O(n), a ∈ R \ 0} ⊂ GL(n,R)

とすれば，多様体の一つの共形構造とは主フレーム束から主 CO(n)束 CO(M)

への縮約を与えることである．共形構造CO(M)に対して主 O(n)束O(M)への
recductionを与えれば，リーマン計量が定まる．この縮約の仕方はたくさんある
が，縮約で定まるリーマン計量はどれも共形変形g′ = e2σ(x)g（σ ∈ C∞(M)）で
結びつく．そこで共形構造とは，あるリーマン計量の共形類といっても言っても
よい．
等長変換とはM の微分同相で φ∗(g) = gとなるものであった．共形変換とはM

の微分同相 φであり，φ∗(g) ∈ [g]となるものである．また，等長変換の 1パラメー
タ変換群を導くのがキリングベクトル場であったが，共形変換の 1パラメータ変
換群を導くのが共形ベクトル場（or 共形キリングベクトル場）という．

CO(n)の表現は，O(n)の表現空間 (ρ, V )及びm ∈ Zとして，
CO(n) 3 ag 7→ amρ(g) ∈ GL(V ) (2.6)

とすることにより得られる．このmを共形重み（confromal weight）とよぶ．ま
た (2.6)の表現を ((ρ,m), V )と書くことにする．

Remark 2.5. O(n)の表現は SO(n)の表現とほぼ同じ．SO(n)の表現 Λk(Cn)は
O(n)の表現である．他の既約表現もそのテンソル積を考えて分解すればよい．異
なるのは Λn(Cn)は SO(n)の自明表現であるがO(n)の表現としては自明でない．
また体積要素を定めることができないので n = 2mのときの Λm = Λm

+ ⊕ Λm
− と

いう分解はできない．（横田一郎「群と表現」p206にO(n)の表現環の結果が載っ
てる）．

Example 2.3. GL(n,R)の Λk(Rn)への表現を考える．CO(n) ⊂ GL(n,R)である
ので，CO(n)へ制限することができる．このとき k回テンソルしているので，共
形重みは kである．また (Rn)∗への表現を考えた場合には ρ(g) = tg−1であるので
共形重みは−1である．同様にΛk((Rn)∗)の共形重みは−kとなる．

さて，リーマン多様体 (M, g)およびM に対する正規直交フレーム束O(M)を
考える．リーマン計量を次のように共形変形する：

g′ = exp(2σ)g, σ ∈ C∞(M).

このとき (M, g′)というリーマン多様体及び正規直交フレーム束 O(M)′ を得る．
g に対する正規直交フレームを {ei}i とすれば，g′ に対する正規直交フレームは
{e′i = e−σei}iとなる．そこでM 上の主 SO(n)束の同型

Φ : O(M) 3 p = (e1, · · · , en) 7→ p′ = e−σp = (e′1, · · · , e′n) ∈ O(M)′
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を得る．この同型を使って接束の同型を作ってみる．{ei}をRnの正規直交基底と
すれば，

Φ : T (M) = O(M)×ρRn 3 ei(x) = [p, ei] 7→ e′i(x) = [p′, ei] ∈ O(M)′×ρRn = T (M)

となり，恒等写像とはならない．同様にしてCO(M) ×ρ Rnは接束にはならない
ことがわかる．接束を作るには共形重みを考える必要があり，

T (M) = CO(M)×(ρ,1) Rn

とするのが正しい．実際

ei(x) = [p, ei] = [pe−σ, eσei] = [p′, eσei] = eσe′i(x) = ei(x)

となる．同様にして，

Λk(M) = CO(M)×(Λk,−k) Λk(Rn)

となる．

Remark 2.6. RへのCO(n)の表現 a 7→ amを考え，その同伴束をΛ(m)と書けば，
この同伴束をO(M)の同伴束にテンソル積することでCO(M)の同伴束を得るこ
とができる．このような同伴束を共形重みmのベクトル束と呼ぶ．

次に共形変形したときにレビチビタ接続がどのように変化するかを考えよう．

Proposition 2.8. gのレビチビタ接続を∇, g′ = e2σgのレビチビタ接続を∇′と
する．このとき

∇′
XY = ∇XY + (Xσ)Y + (Y σ)X − g(X, Y )gradσ. (2.7)

ここで gradσは 1-from ∇σを計量 gによってベクトル場とみなしたもの：

gradσ :=
∑

(eiσ)ei

（gradは計量 gに依存したものである）．

Proof. まず gradσの定義から，Z =
∑

Zieiとすれば

Zσ =
∑

Zi(eiσ) = g(
∑

(eiσ)ei,
∑

Zjej) = g(gradσ, Z)

である．レビチビタ接続の定義を思い出す

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X, Z)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z) + g([Z, X], Y )− g(X, [Y, Z]), ∀Z
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そこで

2g′(∇′
XY, Z)

=Xg′(Y, Z) + Y g′(X,Z)− Zg′(X, Y )

+ g′([X, Y ], Z) + g′([Z,X], Y )− g′(X, [Y, Z])

=2(Xσ)e2σg(Y, Z) + e2σXg(Y, Z) + 2(Y σ)e2σg(X, Z) + e2σY g(X,Z)

− 2(Zσ)e2σg(X, Y )− e2σZg(X, Y ) + e2σg([X, Y ], Z) + e2σg([Z, X], Y )− e2σg(X, [Y, Z])

=2e2σg(∇XY, Z) + 2(Xσ)e2σg(Y, Z) + 2(Y σ)e2σg(X,Z)− 2(Zσ)e2σg(X, Y )

よって

g(∇′
XY −∇XY, Z) = g((Xσ)Y, Z) + g((Y σ)X, Z)− g(X,Y )g(grad(σ), Z)

を得る．これより (2.7)を得る． ¥

Lemma 2.9. 二つの線形接続（フレーム上の接続）の差は (1, 2)-typeテンソルで
ある．そこで∇′

Y X = ∇Y X + C(X, Y )とすれば，曲率の関係式は,

R′(X, Y )Z = R(X, Y )Z + (∇XC)(Y, Z)− (∇Y C)(X, Z)

+ C(X,C(Y, Z))− C(Y,C(X, Z)) (2.8)

となる.

Proof. 曲率の定義に代入して直接計算すればよい． ¥

式 (2.7)を (2.8)へ代入する．

Lemma 2.10. ∇の曲率をR，∇′の曲率をR′とする．このとき

g(R′(X, Y )Z,W )

=g(R(X,Y )Z, W ) + g(Y,W )S(X,Z)− g(X, W )S(Y, Z)

− g(Y, Z)S(X, W ) + g(X, Z)S(Y, W )

− {g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )}g(gradσ, gradσ).

ここで Sは対称テンソル場で

S(X, Y ) = ∇Y∇Xσ −∇∇Y Xσ − (∇Xσ)(∇Y σ)

= Y Xσ − (∇Y X)σ − (Xσ)(Y σ)

= g(X,∇Y gradσ)− g(X, gradσ)g(Y, gradσ)

で定義される．

Proof. これも直接計算すればよい． ¥
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上の対称テンソル Sを縮約すれば
∑

S(ei, ei) = −∆σ − g(gradσ, gradσ)

となる．ここで∆は関数に作用するラプラス作用素（∆ = d∗d）．また曲率テンソ
ルを正規直交基底によって添え字で書けば，

e2σR′
ijkl =e2σg′(R′(e−σei, e

−σej)e
−σek, e

−σel) = g(R′(ei, ej)ek, el)

=Rijkl + δjlSik − δilSjk − δjkSil + δikSjl − {δjkδil − δikδjl}‖gradσ‖2

となるので縮約すれば

e2σR′
ij = Rij − (n− 2)Sij + (∆σ − (n− 2)‖gradσ‖2)δij,

e2σκ′ = κ + 2(n− 1)∆σ − (n− 1)(n− 2)‖gradσ‖2

となる．(0, 4)テンソルW の共形変形による変化は，面倒だが直接計算すること
によりW ′ = e2σW と共形共変になることがわかる．つまり添え字で書けば

W ′
ijkl = W ′(e′i, e

′
j, e

′
k, e

′
l) = e2σW (e′i, e

′
j, e

′
k, e

′
l) = e−2σWijkl

が成立する．

Remark 2.7. 計量によって (1, 3)テンソルにすればW ′ = W がなりたつ．つまり
W は共形不変．

以上をまとめると

Proposition 2.11. リーマン曲率テンソル，リッチ曲率，スカラー曲率，共形ワ
イルテンソルの共形変形による変化は次のようになる．

e2σR′
ijkl = Rijkl + δjlSik − δilSjk − δjkSil + δikSjl − {δjkδil − δikδjl}‖gradσ‖2,

e2σR′
ij = Rij − (n− 2)Sij + (∆σ − (n− 2)‖gradσ‖2)δij,

e2σκ′ = κ + 2(n− 1)∆σ − (n− 1)(n− 2)‖gradσ‖2,

e2σW ′
ijkl = Wijkl.

共形変形によって外微分 dや余微分 d∗がどのように変化するかを見ていこう．
外微分は計量によらずに定義できるので，共形変形しても同じ微分作用素を与え
る．しかし d∗は計量に依存する一階微分作用素である．以下では多様体は向きつ
きとする．

ωiをある計量 gに関す orthonormal coframeとする. θ, η ∈ Λk(M)を,

θ =
1

k!

∑
θi1···ikω

i1 ∧ · · · ∧ ωik
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と表示したとき,内積は

(θ, η) =
1

k!

n∑
i1···ik

θi1···ikηi1···ik

として定めるのであった．よって g′に対しては,

θ =
1

k!

∑
θi1···ike

−kσeσωi1 ∧ · · · ∧ eσωik

(θ, η)′ =
1

k!

n∑
i1···ik

e−kσθi1···ike
−kσηi1···ik = e−2kσ(θ, η)

となる．またHodge ∗作用素∗ : Λk → Λn−kの定義は,

θ ∧ ∗η = (θ, η)vol = (θ, η)ω1 ∧ · · · ∧ ωn

よって,

θ ∧ ∗′η = (θ, η)′vol′ = e−2kσ(θ, η)enσvol = e(−2k+n)σθ ∧ ∗η
となる．

Lemma 2.12. ホッジ作用素は共形変形によって次のように変化する．

∗′ = e(−2k+n)σ∗ : Λk → Λn−k

Remark 2.8. ∗2 = (−1)k(n−k)であったが，

∗′∗′ = e(−2k+n)σe(−2(n−k)+n)σ ∗ ∗ = ∗∗ = (−1)k(n−k)

となるので矛盾しない．

そこで, 余微分

d∗ := (−1)nk+n+1 ∗ d∗ =
∑

−ι(ei)∇ei
: Γ(Λk(M)) → Γ(Λk−1(M))

の変化を見てみる．まず

(d∗)′θ = (−1)nk+n+1 ∗′ d ∗′ θ
= (−1)nk+n+1 ∗ e(2k−n−2)σd(∗e(−2k+n)σθ)

= e(2k−n−2)σ(−1)nk+n+1 ∗ d ∗ e(−2k+n)σθ

= e(2k−n−2)σd∗e(−2k+n)σθ

= e−2σd∗θ − e(2k−n−2)σ(−2k + n)e(−2k+n)σι(gradσ)θ

= e−2σ(d∗θ − (n− 2k)ι(gradσ)θ)

32



であるので

(d∗)′emσθ = e−2σ(d∗emσθ − (n− 2k)ι(gradσ)emσθ)

= e(m−2)σ(d∗θ −mι(gradσ)θ − (n− 2k)ι(gradσ)θ)

= e(m−2)σ(d∗θ − (m + n− 2k)ι(gradσ)θ)

となる．そこでm = −(n− 2k)とすれば

(d∗)′e−(n−2k)σθ = e−(n−2k+2)σd∗θ

を得る．

Proposition 2.13. 共形変形による外微分，余微分の変化はつぎのようになる．

d′ = d,

(d∗)′ = e(−n+2k−2)σ ◦ d∗ ◦ e(n−2k)σ.

計量から定まる微分作用素Aに対して，共形変形 g′ = e2σgとした計量 g′から定
まる微分作用素をA′とする．このとき

A′ = ekσ ◦ A′ ◦ elσ, ∃k, l ∈ R

となる微分作用素を共形共変微分作用素とよぶ．そこで外微分，余微分は共形共
変一階微分作用素である．

次に共形変形によってラプラス作用素∆ = dd∗ + d∗dがどのように変化するか
を見ていこう．我々がここで考えるのは関数に作用するラプラシアンである．

Remark 2.9. Λk(M)上で共形共変ラプラシアンを構成するには，共形キリング作
用素という共形共変一階微分作用素も使う必要がある．Bransonにより既約同伴ベ
クトル束上で共形共変二階微分作用素は分類されている「second order conformal

covariants」(1998, Proceedings of AMS)．これはそれほど難しい話ではない．し
かし，さらに高階の共形共変微分作用素を構成するのは非常に難しい．関数上の
高階共形共変ラプラシアンでさえ構成は難しく，Branson, Eastwood, Fefferman,

Gover, Graham, Hirachiなどにより研究されている．

関数へ作用するラプラシアンを共形変形すれば，

∆′φ = (d∗)′dφ = e−2σ(∆φ− (n− 2)ι(gradσ)dφ)

となる．このように共形共変微分作用素を合成しても共形共変とはならない．そ
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こでスカラー曲率による補正項を入れる．φを emσφにかえると,

e−mσ(d∗)′demσφ

=e−mσ(d∗)′(memσφdσ + emσdφ)

=−m2φι(grad′σ)dσ −mι(grad′φ)dσ + mφ(d∗)′dσ −mι(grad′σ)dφ + (d∗)′dφ

=−m2e−2σ‖gradσ‖2φ− 2me−2σg(gradφ, gradσ)

+ me−2σ(∆σ − (n− 2)‖gradσ‖2)φ + e−2σ(∆φ− (n− 2)g(gradφ, gradσ))

=e−2σ∆φ + me−2σ(∆σ − ((n− 2) + m)‖gradσ‖2)φ− (2m + n− 2)e−2σ(gradφ, gradσ)

そこでm = −n−2
2
とすると,

e−mσ∆′emσφ = e−2σ∆φ− n− 2

4
e−2σ(2∆σ − (n− 2)‖gradσ‖2)φ

= e−2σ∆φ− n− 2

4(n− 1)
(κ′ − e−2σκ)φ

となる.よって,

Proposition 2.14. ラプラシアンをスカラー曲率で次のようにずらす：

L := ∆ +
n− 2

4(n− 1)
r.

これを山辺ラプラシアンまたは共形ラプラシアンとよぶ．この作用素は共形変形
によってつぎのように変化する：

e
n+2

2
σ ◦ (∆′ +

n− 2

4(n− 1)
r′) ◦ e−

n−2
2

σ = ∆ +
n− 2

4(n− 1)
r.

このように共形ラプラシアンは共形共変二階微分作用素である．

Remark 2.10. 共形微分作用素で大事なことは，作用素に対する解空間

ker A := {φ | Aφ = 0}

が共形変形しても同型（e−lσ ker A = ker A′）であることである．特に dim ker A <

∞ならdim ker A = dim ker A′となる．その意味でAφ = 0という方程式を共形不変
な方程式とよぶ．例えば，一般相対論におけるスカラー場の方程式 (∆+ n−2

4(n−1)
r)φ =

0は共形不変である．

この subsectionの最後に山辺問題について触れる．共形ラプラシアンは山辺の
問題や山辺不変量などを論じる際にでてくる作用素である．山辺の問題とは n ≥ 3

として「スカラー曲率を共形変形によって定数にできるか？」という問題であり，
非線形偏微分方程式の解の存在に対する問題である．
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リーマン計量を共形変形したときのスカラー曲率の変化は

e2σκ′ = κ + 2(n− 1)∆σ − (n− 1)(n− 2)‖gradσ‖2,

であった．そこで n ≥ 3として e2σ = φ
4

n−2 とする（σ = 2
n−2

log φ）．このとき

gradσ =
2

n− 2
grad log φ =

2

n− 2
φ−1gradφ,

∆σ = ∆
2

n− 2
log φ =

2

n− 2
d∗(φ−1dφ) = − 2

n− 2
∗ d(φ−1 ∗ dφ)

= − 2

n− 2
∗ (−φ−2dφ ∧ ∗dφ + φ−1d ∗ dφ)

=
2

n− 2
φ−1∆φ +

2

n− 2
φ−2 ∗ (dφ ∧ ∗dφ) =

2

n− 2
φ−1∆φ +

2

n− 2
φ−2‖gradφ‖2

となるので，

φ
4

n−2 κ′ = κ +
4(n− 1)

n− 2
φ−1∆φ +

4(n− 1)

n− 2
φ−2‖gradφ‖2 − 4(n− 1)

(n− 2)
φ−2‖gradφ‖2

= κ +
4(n− 1)

n− 2
φ−1∆φ

つまり

(∆ +
n− 2

4(n− 1)
κ)φ =

n− 2

4(n− 1)
κ′φ

n+2
n−2

と書き換えることができる．そこでκ′ = constとして，この非線形偏微分方程式を
を解ければ，山辺問題を解けることになる．この問題はYamabe, Trüdinger, Aubin

らにより研究され，最終的にはSchoen(1984)によって肯定的に解かれている．n = 2

の場合を考えると，スカラー曲率はガウス曲率の２倍だったので（κ = 2K）

∆σ + K −K ′e2σ = 0

という非線形問題になる（オイラー数が正，零，負によって解けるための条件が
変化する）．これら山辺問題に対する詳細はT. Aubin「some nonlinear problems

in Riemannian geomery」（springer1998）や Schoen and Yau「Lectures on Differ-

ential geometry」(International Press 1994)などがよい．Aubinの本では「与えら
れた定数とは限らない関数 κ′に対して，共形変形によってスカラー曲率を κ′にす
ることができるか？」というより一般的な問題や関連する問題も載っている．

Remark 2.11. コンパクト連結多様体には，スカラー曲率が負の定数となる計量は
必ず存在する．また，スカラー曲率が非負かつ恒等的に零でないような計量が入
るなら，スカラー曲率が正の定数となる計量が存在．しかし，正のスカラー曲率
が入るか？という問題は非常に難しい問題である．
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2.5 同伴束上の共変微分

正規直交フレーム束の同伴束V := O(M)×ρ V を考える．このとき共変微分や
曲率は

∇ = d +
1

2

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)ρ∗(ei ∧ ej),

Rρ(X,Y ) =
1

2

∑
i,j

g(R(X,Y )ei, ej)ρ∗(ei ∧ ej)

となる．もちろん，これらの表示はO(M)の局所切断 (e1, · · · , en)からみちびかれ
るVの局所フレームに関する表示である．また ei∧ej ∈ Λ2(M) ' O(M)×Ad so(n)

とみている．

Remark 2.12. 上の式から

Rρ(ei, ej) =
1

2

∑

k,l

Rijklρ∗(ek ∧ el)

となるが，Rijkl = Wijkl + Kijkl + Sijklを代入して計算すれば，

Rρ(ei, ej)

=− κ

n(n− 1)
ρ∗(ei ∧ ej) +

∑

k

(Eikρ∗(ek ∧ ej)− Ejkρ∗(ek ∧ ei)) +
1

2

∑

kl

Wijklρ∗(ek ∧ el)

という表示を得る．この表示は
∑

ρ∗(ek ∧ el)Rρ(ek, el)という曲率作用を論じると
きに使える．（Y. Homma「Bochner-Wetizenböck formulas and curvature actions」
（Trans. AMS 2005）をみよ）

曲率はRρ(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]で定義されるのであった．
ベクトル場X,Y に対して

∇2
X,Y := ∇X∇Y −∇XY

として，二階微分作用を定義する（∇2
fX,gY = fg∇2

X,Y となることに注意）．この
二階微分作用素を使えば，リーマン曲率は

Rρ(X,Y ) = ∇2
X,Y −∇2

Y,X

となる（レビチビタ接続なので [X, Y ] = ∇XY −∇Y Xを使った）．

Definition 2.4. 同伴束上で

∇∗∇ = −
∑

i

∇2
ei,ei

として二階微分作用素を得る．これを接続ラプラシアン（connection Laplacian）
または rough Laplacianとよぶ．
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Example 2.4. Λ0(M)上なら d∗d = ∆ = ∇∗∇となるが，微分形式上ではラプラシ
アン dd∗ + d∗d 6= ∇∗∇である．実際，

dd∗ + d∗d−∇∗∇ = (curvature action)

となる．このような公式をボホナーワイゼンベック公式と呼ぶ．Section 7を参照．

上の接続ラプラシアンに関して，いくつかの性質を述べよう．Vのファイバー
には V 上のG不変内積から導かれる内積を入れておく．

Proposition 2.15. (M, g)を向きつきリーマン多様体として，∇∗∇を同伴ベクト
ル束V上の connection Laplacianとする．このとき次が成立

1. ∇∗∇の主表象は σξ(∇∗∇) = ‖ξ‖2idとなる．特に楕円型である．

2. 同伴束の切断の空間 Γ(V)に内積を

(φ, ψ) =

∫

M

〈φ, ψ〉vol

としていれる．ただし φ, ψのどちらかは compact supportを持つとする．ま
た Γ(V ⊗ T ∗M)にも同様にして内積を入れる．このとき

(∇∗∇φ, ψ) = (∇φ,∇ψ)

が成立する．

3. ∇∗∇は formally self-adjointな作用である．つまり

(∇∗∇φ, ψ) = (φ,∇∗∇ψ)

が成立．ここで φ, ψのどちらかは compact supportを持つとする．

4. ∇∗∇は非負の作用である．ここで非負とは (∇∗∇φ, φ) ≥ 0のこと．ただし φ

は compact supportを持つとする．

5. 多様体をコンパクトとすれば∇∗∇φ = 0と∇φ = 0（つまり平行切断）は同
値（より一般には完備リーマン多様体上の L2(M,V)上でも成立）．

上の命題で主表象という言葉がでてきたので定義しておく．

Definition 2.5 (主表象). E,Fを多様体M 上のベクトル束として，m階の微分
作用素 P : Γ(E) → Γ(F)を考える．局所座標および局所自明化したときに，作用
素が

P =
∑

|α|≤m

Pα(x)
∂|α|

∂xα
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と書けたとする，このとき P の主表象σξ(P ) : Ex → Fx（for ξ ∈ Tx(M)）を

σξ(P ) :=
√−1

m ∑

|α|=m

Pα(x)ξα, for ξ =
∑

ξkdxk

と定める．この定義は座標の取り方によらずwell-definedであり，{√−1
m

Pα}|α|=m

は Γ(¯mTM ⊗ Hom(E,F))の元 σ(P )を与える．
さらに作用素が楕円型作用素とは σξ(P )が ξ 6= 0に対して同型写像となること

（楕円型ならEとFのベクトル束のランクは等しい場合）．

Proof of Proposition. 1. ∇∗∇の局所表示は

−
∑

gij ∂2

∂xi∂xj
+ · · · ,

よって σξ(∇∗∇) = ‖ξ‖2である．

2. x ∈ M を固定する．(∇ei)x = 0となる局所正規直交フレーム (e1, · · · , en)を
とる．このとき点 xにおいて，

〈∇∗∇φ, ψ〉 = −
∑

i

〈∇ei
∇ei

φ, ψ〉

= −
∑

i

{ei〈∇ei
φ, ψ〉 − 〈∇ei

φ,∇ei
ψ〉}

= −div(V ) + 〈∇φ,∇ψ〉

(2.9)

となる．ここで V は g(V, W ) = 〈∇W φ, ψ〉（∀W）によって定まるベクトル
場であり，

div(V ) =
∑

i

g(∇ei
V, ei) =

∑
ejg(V, ei) =

∑
ei〈∇ei

φ, ψ〉.

Remark 2.13. ベクトル場の発散は一般に体積要素があれば定まるものであ
る．この発散が上のように共変微分でかけるには∇vol = 0, torsion tensor

が零が必要であることに注意．しかし我々が考える共変微分はレビチビタ接
続のことが多いので，上の式を発散の定義と思ってもよいであろう．

式 (2.9)において積分をとれば，発散定理から div(V )の部分は消える．よっ
て (∇∗∇φ, ψ) = (∇φ,∇ψ)が成立．発散定理は Section 4で証明する．

3. 上と同様の議論により (∇∗∇φ, ψ) = (φ,∇∗∇ψ)が成立する．

4. (∇∗∇φ, φ) = ‖∇φ‖2 ≥ 0である．
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5. ∇φ = 0なら∇∗∇ = −∑
i∇2

ei,ei
であるので∇∗∇φ = 0となる．逆に∇∗∇φ =

0とすると，‖∇φ‖2 = 0が成立する．多様体がコンパクトであるので∇φ = 0

を意味する．コンパクトでなく完備リーマン多様体の場合には，解析的な準
備（例えば∇∗∇が本質的自己共役作用素であることなど）が必要なので省
略する．それほど難しくはない．[8]や [13]を参照．

¥

この subsectionで述べたことはSpin(M)の同伴束上でスピン接続からみちびか
れる共変微分に対しても同様のことが成立する．

3 スピン接続
この章ではレビチビタ接続から導かれるスピン接続について考える．

3.1 スピン接続

(M, g)をスピン多様体として Spin(M)をスピン構造とする．SO(M)上には
標準的な接続としてレビチビタ接続が存在した．この接続を主 Spin(n)束である
Spin(M)上の接続へ liftさせよう．レビチビタ接続はSO(M)上の so(n)値 1-from

である．これを ALC とかく．Φ : Spin(M) → SO(M)という二重被覆を考えて，
ALC を引き戻せば Spin(M)上の so(n)値 1-from Φ∗ALC を得る．so(n) ' spin(n)

であるので spin(n)値 1-fromである．さらにこの 1-formは接続の条件を満たすこ
とがわかる．この接続をAspinと書きスピン接続とよぶ．

Proof. まず SO(n)の so(n)への随伴表現は Λ2(Rn)への表現と同値である．また
so(n) ' spin(n)の対応は

so(n) 3 ei ∧ ej 7→ 1

4
[ei, ej] ∈ spin(n)

であった．そこで，g ∈ Spin(n)とすれば，

Ad(g)(
1

4
[ei, ej]) =

1

4
[geig

−1, gejg
−1] 7→ Ad(g)ei ∧ Ad(g)ej

となる．つまり Spin(n)の spin(n)への表現は SO(n)の表現へと落ち，so(n)への
随伴表現となる．そこでALC を

ALC =
∑
i<j

Aij ⊗ ei ∧ ej

とすれば，スピン接続は

Φ∗ALC =
1

4

∑
i<j

Φ∗Aij ⊗ [ei, ej]
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となる．これがちゃんと接続になってることを証明しよう．まず g ∈ Spin(n)に対
して

(g · Φ∗ALC)(X) =
1

4

∑
i<j

R∗
gΦ

∗Aij(X)⊗ Ad(g)[ei, ej]

=
1

4

∑
i<j

Aij(Φ∗(Rg)∗X)⊗ Ad(g)[ei, ej]

=
1

4

∑
i<j

Aij((RAd(g))∗Φ∗X)⊗ Ad(g)[ei, ej]　 (スピン構造の定義から)

=
1

4

∑
i<j

Aij(X)⊗ [ei, ej] (ALC が SO(M)の接続であることから）

= Φ∗ALC(X)

となる．またX ∈ spin(n)に対してΦ∗ALC(X∗) = Xもすぐに確かめられる．よっ
て接続になる．

Remark 3.1. スピン構造の定義における，作用の可換性（次の図式が可換）を使っ
ていることに注意すべきである．

Spin(M)× Spin(n)
Φ×Ad−−−→ SO(M)× SO(n)y

y
Spin(M)

Φ−−−→ SO(M)

¥

このスピン接続の局所表示を求めよう．e(x)をU 上の SO(M)局所切断とする．
つまり局所正規直交フレーム (e1, · · · , en)である．そこで Spin(M)の局所切断 f

でΦ(f) = eとなるものが存在する．このとき−f もΦ(−f) = eを満たすことに注
意する．ここで−f とは−1 ∈ Spin(n)を f に右からかけたもの．この切断 f によ
りスピン接続を引き戻せば，スピン接続の定義から

Aspin
U :=

1

4

∑
i<j

g(∇ei, ej)[ei, ej] =
1

8

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)[ei, ej]

となる．さらにスピン接続に対する曲率の局所表示は

F spin
U (X,Y ) =

1

8

∑
1≤i,j≤n

g(R(X,Y )ei, ej)[ei, ej]

また

F spin
U (ei, ej) =

1

8

∑
1≤i,j≤n

Rijkl[ek, el]

となる．
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3.2 スピノール束上の共変微分

スピン多様体上のスピノール束S = Spin(M)×∆ W を考える．このスピノール
束上にはスピン接続から導かれる共変微分∇が存在する．先ほど与えたSpin(M)

の局所切断 f からスピノール束の局所フレームを得ることができる．スピノール
表現空間W の基底を {φi}1≤i≤N とすれば，{φi(x) = [f, φi]}iとすればよい．この
とき

∇φi =
1

8

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)π∆([ei, ej])φi

となる．スピノール表現の場合には，面倒なので π∆を書かずに

∇φi =
1

4

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)ei · ej · φi

と書くことにする．つまりスピノール束での共変微分は

∇ = d +
1

4

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)ei · ej·

となる．同様にして曲率は

R∆(X, Y ) =
1

4

∑
1≤i,j≤n

g(R(X, Y )ei, ej)ei · ej· = 1

2

∑
1≤i<j≤n

g(R(X, Y )ei, ej)ei · ej·

となる．ここでスピノール束への微分形式の作用だと思うことができ，リーマン
曲率を

R(X, Y ) =
1

2

∑
i,j

g(R(X, Y )ei, ej)ei ∧ ej =
∑
i<j

g(R(X,Y )ei, ej)ei ∧ ej

とすれば，

R∆(X,Y )φ =
1

2
R(X, Y ) · φ

となる．
さて，スピノール束にはエルミート内積やクリフォード積などの構造が入るの
であった．それらと共変微分の関係を見ていこう．これらはスピン群の作用と可
換な構造であるのでスピン接続に関して平行な構造になる．

1. まずエルミート内積を考える．スピン空間にはスピン群の作用と可換な内積
が入り，その内積はスピノール束のファイバー内積を与えるのであった．ス
ピン群の作用と可換ということは，そのファイバー内積が平行というこであ
る．よって

∇X〈φ, ψ〉 = 〈∇Xφ, ψ〉+ 〈φ,∇Xψ〉
が成立する．
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2. 次にクリフォード積を考える．まずクリフォード束Cl(M) = Spin(M)×AdCln
を考える．クリフォード積はスピン群または直交群の作用と可換であるので，
積は Cl(M)上の共変微分に対して平行である．つまり φ, ψ ∈ Γ(Cl(M))と
すれば

∇X(φ · ψ) = (∇Xφ) · ψ + φ · ∇Xψ

が成立する．

3. また ∇ は Cl(M) ' Λ∗(M) ⊗ C とみなせば Λp(M) を保存する．つまり
∇XΓ(Λp(M)) ⊂ Γ(Λp(M))である．特にCl(M) = Cl0(M)⊕Cl1(M)という
分解も共変微分により保存される．

4. SO(n)不変元である
√−1

[(n+1)/2]
e1 · · · enに対応した体積要素 ωはCl(M)の

切断で平行である：
∇ω = 0.

よって Cl(M) = Cl+(M) ⊕ Cl−(M)という分解も共変微分によって保存さ
れる．

5. スピノール束上のクリフォード積も共変微分によって保存される．つまり
φ ∈ Γ(Cl(M)), ψ ∈ Γ(S)に対して，

∇X(φψ) = (∇Xφ) · ψ + φ · ∇Xψ (3.1)

が成立する．

6. また∇ω = 0から S = S+ ⊕ S−という分解も共変微分によって保存される．

7. スピノール束には大域的な実構造や四元数構造が入ったが，これらもSpin(n)

の作用と可換な構造であったので共変微分によって保存される．

3.3 スピン接続のホロノミー群

平行スピノールの存在はスピン群のスピノール表現に不変ベクトルがあること
を意味する．これはスピン接続のホロノミー群が Spin(n)より，小さくなること
になる．このとき，リーマンホロノミー群はどうなるのであろか？．もしかした
ら，少しずれがある可能性がある．そこで次の命題が必要である．

Proposition 3.1 (M.Y. Wang, [17]). (M, g)をスピン多様体とする．Hをレビチ
ビタ接続に関するホロノミー群とする．また H̃をスピン接続に関するホロノミー
群とする．このときM が平行スピノールを持つとすれば，Hと H̃は同型である．
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Proof. まず次の可換図式が成立することは明らか．

H̃
i−−−→ Spin(n)

Ad

y
yAd

H
i−−−→ SO(n)

命題で述べてる同型とはAd : H̃ → Hが同型であることを述べている．
まず，Adが全射であることがわかる．実際，SO(M) = Spin(M)×Ad SO(n)で
あり，スピン接続のAdによる微分がレビチビタ接続であるのでAd(H̃) = Hとな
る．逆にスピン接続はレビチビタ接続の二重被覆であるので，その kerは {1,−1}
に含まれる．ここで ker = 1ということもありえることに注意する．例えばH =

SU(m)ならAd : H̃ → HはSU(m)の被覆を与えるがSU(m)は単連結であるので
H̃ = SU(m)となる．また逆に ker = {1,−1}となる場合もある．実際，8k + 4四
元数ケーラースピン多様体の場合に H̃ ⊂ Sp(n)× Sp(1)であり，H ⊂ Sp(n)Sp(1)

であるが，例えばHP nを考えると，H̃ = Sp(n) × Sp(1)，H = Sp(n)Sp(1)とな
る．よって ker = {1,−1}となる．
さて，M が平行スピノールが存在するとする．このとき H̃ ⊂ Spin(n)のスピ
ノール表現は固定ベクトル φをもつ．−1 ∈ H̃であるとすると，−φ 6= φであるの
で，固定ベクトルであることに矛盾する．よって平行スピノールが存在するなら
−1 /∈ H̃であり，Ad : H̃ → Hは同型になる． ¥

4 ディラック作用素

4.1 ディラック作用素の定義

ディラック作用素とは簡単にいえば，二乗すればラプラス作用素になるような
一階微分作用素である．

Definition 4.1. スピン多様体上のスピノール束Sおよび，スピン接続から導かれ
る共変微分∇を考える．{ei}iを局所正規直交フレームとする．このとき一階微分
作用素D : Γ(S) → Γ(S)を次のように定義する．

D =
∑

ei · ∇ei

（ei·はクリフォード積である）．この微分作用素をディラック作用素とよぶ．
（これがwell-definedであることは演習問題）．

Example 4.1. (M, g)としてユークリッド空間 Rnをとる．このときのスピノール
束は自明束Rn×Wnである．またレビチビタ接続はベクトル場を標準座標でX =∑

xi ∂
∂xi
と表示すれば

∇X =
∑ ∂

∂xi

⊗ dxi ∈ Γ(T (M)⊗ T ∗(M))
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となる（{ei := ∂i}iはユークリッド空間では正規直交フレーム）．よって，共変微
分作用素は

∇ei
= ∇∂i

=
∂

∂xi

となり，ディラック作用素は

D =
∑

ei · ∂

∂xi

となる．∇ei = ∇ ∂
∂xi

= 0及びクリフォード関係式から

D2 = −
∑ ∂2

∂x2
i

= ∆id = ∇∗∇

となる．このようにディラック作用素は二乗したらラプラシアンとなるものである．
一般のスピン多様体では，多様体が曲がっているので，ラプラシアンと完全に
は一致せず

D2 = ∇∗∇+ κ/4

という式が成立する．ここで∇∗∇は接続ラプラシアンであり，κはスカラー曲率．
（これは後で証明する）．

ユークリッド空間で次元が低い場合に考えてみる．「スピン幾何入門１」でみた
クリフォード代数の行列表示Cl2m+1 = C(2m)⊕C(2m), Cl2m = C(2m)を思い出そ
う．この行列環が作用するベクトル空間 C2m

をスピノール空間とよび，Wnと書
いた．

Example 4.2 (n = 1). Cl1 = C⊕ Cであり e1 = (−i, i)であった．よって

D = −i
∂

∂x1

, i
∂

∂xi

となる．Cl2m+1 = C(2m)⊕C(2m)であるので，スピノール空間へのクリフォード
作用は二つあり，今の場合には e1 = ±iとなる．どちらをとっても構わないが，通
常D = i ∂

∂x1
を採用する．R1で考えたが S1で考えても同様である．ディラック作

用素Dは S1上の C値関数空間 C∞(S1)に作用する一階微分作用素であり，この
Dに対する固有分解はフーリエ展開となる．

Example 4.3 (n = 2の場合).

e1 = σ2 =

(
0 1

−1 0

)
, e2 = −σ3 =

(
0 −i

−i 0

)

としてCl2 = C(2)となった．そこで

D = e1∂x + e2∂y =

(
0 ∂x− i∂y

−∂x− i∂y 0

)
=

(
0 ∂z

∂z̄ 0

)

となる．つまりR2上でディラック作用素Dを考えるということは，C上で複素解
析を行うことに等しい．
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Remark 4.1. 「スピン幾何入門１」での行列表示では e2 = σ3としていた．クリ
フォード代数と行列環が代数同型であったが，クリフォード代数の行列表示は一つで
はない．e1, e2の行列表示を変えればDの表示も変わることに注意する．（e2 = −σ3

としているのは次の S+ ⊕ S−の splitを見やすくするためである）．

上の場合には体積要素は

ie1e2 =

(
1 0

0 −1

)

となる．そこで S = R2 × C2 = (R2 × C)⊕ (R2 × C) = S+ ⊕ S−と分解されるが，
上のように

D =

(
0 D−

D+ 0

)
, D± : Γ(S±) → Γ(S∓)

となる．一般に，偶数次元スピン多様体上のディラック作用素はこのような off-

diagonal表示ができる．

Remark 4.2. リーマン面では共形構造と複素構造が一致した．リーマン面上の複
素解析を高次元化する方法は二種類あり，一つは複素構造の高次元化である，多
変数関数論や複素多様体論である．一方で共形構造の高次元化はディラック作用
素の理論になる．実際，ディラック作用素は共形共変作用素である．

以下でディラック作用素に対する基本的な性質について論じる．

Proposition 4.1. スピン多様体上のスピノール束に定義されたディラック作用素
は次をみたす．

1. ディラック作用素の主表象を考えると

σξ(D) =
√−1ξ · ξ ∈ T ∗(M)

となる．ただし，我々のクリフォード作用はベクトル場の作用としているの
でリーマン計量により T ∗(M) = T (M)としている．また σξ(D

2) = ‖ξ‖2idと
なる．特に，DとD2は楕円型作用素である．

2. Γ(S)に，内積を

(φ, ψ) =

∫

M

〈φ, ψ〉vol

で入れる（どちらかは compact supported）．このとき

(Dφ, ψ) = (φ,Dψ)

が成立する．つまり形式的自己共役作用素である．また，Mが境界付き多様
体の場合には

(Dφ,ψ)− (φ,Dψ) = −
∫

∂M

〈n · φ, ψ〉

となる．ここで nは ∂M への内向き単位法ベクトル．
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3. f ∈ C∞(M)とすれば

D(fφ) = (gradf) · φ + fDφ

が成立．

4. ωを体積要素とすれば，
Dω = (−1)n−1ωD

が成立する．特にM が偶数次元なら

D =

(
0 D−

D+ 0

)
, D± : Γ(S±) → Γ(S∓)

となる．さらにD2は

D2 =

(
D−D+ 0

0 D+D−

)

となるのでD2 : Γ(S±) → Γ(S±)となる．

5. M がコンパクトとすれば，固有空間分解が成立する：L2(S)の完全正規直交
基底φiで各φiがディラック作用素の固有スピノールDφi = λiφi（0 ≤ |λ1| ≤
|λ2| ≤ · · · )となるものが存在する．さらに lim |λi| = ∞となる．また各固有
スピノールは滑らかな切断であり，固有値 λに対する固有空間は有限次元で
ある．また ker D = ker D2 < ∞となる．ker Dを調和スピノールの空間とよ
び，φ ∈ ker Dを調和スピノールと呼ぶ．

6. λ 6= 0なら，ker(D2−λ2) = ker(D−λ)⊕ker(D+λ)である．つまりD2φ = λ2φ

が成立すれば，Dφ± = ±λφ±なる固有スピノールが存在し，φ = φ+ + φ−と
かける．（どちらかが零ということもありえる）．

Proof. 1. 主表象は各点できまるものなので点 x ∈ M を固定する．xの周りの
局所座標 (x1, · · · , xn)を Tx(M)で直交化して，{(∂xi)x}iが Tx(M)の正規直
交基底と仮定してよい（もちろん点 xにおいてのみ）．また共変微分は

∇(∂xi)x = (
∂

∂xj

)x + zero-order

となる．そこで

D =
∑

(∂xi)x · ∇(∂xi)x + zero-order

となる．ξ =
∑

ξi(dxi)x ∈ T ∗
x (M)を T (M) = T ∗(M)の同一視でうつせば

(∂xi)x が正規直交基底であることから，ξ =
∑

ξi(∂xi)x ∈ Tx(M)となる．
よって

σξ(D) =
√−1

∑
ξi(∂xi)x· =

√−1ξ·
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となる．次にD2を考える．点 xにおいて (∇ei)x = 0となるフレームをとる
ことができるので，(3.1)を使えば

D2 =
∑
i,j

eiej(
∂2

∂xixj

)x + (lower-order)

となる．クリフォード関係式を使えば σξ(D
2) = ‖ξ‖2がわかる．

2. x ∈ Mを固定して，この点のまわりの正規直交フレーム (e1, · · · , en)で (∇ei)x =

0となるものをとる．このとき，点 xにおいて

〈Dφ, ψ〉 =
∑

〈ei∇ei
φ, ψ〉 = −

∑
〈∇ei

φ, eiψ〉
=−

∑
ei〈φ, eiψ〉 − 〈φ, (∇ei

ei) · ψ〉 − 〈φ, ei∇ei
ψ〉

=−
∑

ei〈φ, eiψ〉+
∑

〈φ, ei∇ei
ψ〉

=div(V ) + 〈φ,Dψ〉

ここでベクトル場 V は g(V, W ) = −〈φ,W · ψ〉で定まるものである．このベ
クトル場の発散は同じ点 xで考えれば，

div(V )x =
∑

g(∇ei
V, ei)x =

∑
eig(V, ei) = −

∑
ei〈φ, ei · ψ〉

となる．あとは以下でみる発散定理を使えばよい．

Lemma 4.2. 境界付き多様体を考える．nを内向き単位法ベクトルとする．
このとき ∫

M

div(V )volM =

∫

∂M

g(V,−n)|∂Mvol∂M

が成立する．特に境界がなければ
∫

M
div(V )volM = 0となる．

Proof. div(X) =
∑

g(∇eiX, ei)であった．まずLX(vol) = div(X)volを証明
しよう．リーマン計量によってT ∗(M) = T (M)を同一視してvol = e1∧· · ·∧en

となる．局所的にみればよいのでX =
∑

X ieiとし，点xにおいて (∇ei)x = 0

としておく．このとき

LX(e1 ∧ · · · ∧ en) =
∑

e1 ∧ · · · ∧ [X, ek] ∧ · · · ∧ en

=
∑

e1 ∧ · · · ∧ (∇Xek −∇ek
X) ∧ · · · ∧ en

=−
∑

k

e1 ∧ · · · ∧
∑

i

(ekX
i)ei ∧ · · · ∧ en

=− (
∑

k

(ekX
k))e1 ∧ · · · ∧ ek ∧ · · · ∧ en

=
∑

k

ekg(X, ek)vol = div(X)vol
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となる．そこでLX = dιX + ιXdより dιXvol = div(X)volであることがわか
る．これを境界つき多様体で積分すればストークスの定理から∫

M

div(X)vol =

∫

∂M

(ιXvol)|∂M

を得る（特に境界がなければ
∫

M
div(X)vol = 0を得る）．よって (ιXvolM)|∂M =

g(X,−n)|∂Mvol∂M を証明すればよい．これも各点で証明すればよいので n

を内向き単位法ベクトルとして，これを拡張して e1, · · · , en−1,nが正規直交
フレームであるとする．このとき向きの入れ方に注意すれば

vol∂M = (−1)ne1 ∧ · · · ∧ en−1, volM = e1 ∧ · · · ∧ en−1 ∧ n

となる．

ιXvolM =
∑

i

(−1)i−1X ie1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ en

を ∂M へ制限すれば，

(ιXvolM)|∂M =
∑

i

(−1)n−1Xne1 ∧ · · · ∧ en−1 = g(X,−n)|∂Mvol∂M

となるので補題が証明できた． ¥

3. 次にD(fφ) = (gradf) · φ + fDφを証明しよう．

D(fφ) =
∑

ei∇ei
fφ =

∑
i

(eif)ei · φ + fDφ = (gradf) · φ + fDφ

となる．

4. ∇ω = 0であり，ωei = (−1)n−1eiωが成立した．よってDω = (−1)n−1ωD

となる．nを偶数とする．φ ∈ Γ(S±)，つまり ωφ = ±φとする．このとき
ω(Dφ) = −Dωφ = ∓(Dφ)であるのでDφ ∈ Γ(S∓)となる．

5. 楕円型形式的自己共役作用素の一般論から従う．最後にコンパクトならker D =

ker D2 を証明しよう．φ ∈ ker D2 とすると 0 = (D2φ, φ) = (Dφ, Dφ) =

‖Dφ‖2よりDφ = 0となる．逆は明らか．

6. ker(D − λ) ⊕ ker(D + λ) ⊂ ker(D2 − λ2)は明らかである．逆を証明する．
D2φ = λ2φとすると，

D(λφ±Dφ) = λDφ±D2φ = λDφ± λ2φ = ±λ(λφ±Dφ)

となる．さらに，

φ =
1

2λ
(λφ + Dφ) + (λφ−Dφ)

となるので，ker(D − λ) ⊕ ker(D + λ) = ker(D2 − λ2)となる．もちろん
dim ker(D − λ)と dim ker(D + λ)が一致するとはかぎらない．また，M が
コンパクトなら λ = 0でも成立する（つまり，ker D = ker D2）．
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Remark 4.3. 楕円型作用素であるディラック作用素の解析的な性質は [13]や
[21]などを参照．特に指数定理やその一般化を学ぶ際には基本的なことで
ある．

¥

Remark 4.4. コンパクト多様体上のラプラシアンのスペクトルは離散的に 0から
+∞まで分布する．ディラック作用素の場合にはスペクトルは−∞から+∞まで
分布しているのである（ちゃんと−∞から+∞まで分布していることの証明の仕
方であるが，η(0)が定義されるからというのが一つの方法．何かもっと単純な証
明法は？）．このスペクトル分布があるので S1ファミリーのディラック作用素に
対してスペクトル流が定義できる．

Remark 4.5. 公式Df = fD + gradf は一般化することができる．例えば，Xをベ
クトル場とすれば，

D(X · φ) =
∑

ei∇ei
(X · φ) =

∑
ei · (∇ei

X) · φ +
∑

ei ·X · ∇ei
φ

=
∑

ei · (∇ei
X) · φ−X ·Dφ− 2∇Xφ

となる．同様に，微分形式w（p-form）を作用させれば，

D(w · φ) =
∑

ei · (∇ei
w) · φ +

∑
ei · w · ∇ei

φ

=
∑

(ei ∧∇ei
w) · φ− (i(ei)∇ei

w) · φ +
∑

(ei ∧ w) · ∇ei
φ−

∑
(i(ei)w) · ∇ei

φ

= ((d + d∗)w) · φ + (−1)p
∑

(w ∧ ei) · ∇ei
φ−

∑
(i(ei)w) · ∇ei

φ

= ((d + d∗)w) · φ +
∑

w · ei · ∇ei
φ− 2

∑
(i(ei)w) · ∇ei

φ

= ((d + d∗)w) · φ + w ·Dφ− 2
∑

(i(ei)w) · ∇ei
φ

となる．

4.2 ディラック作用素の指数定理

コンパクトスピン多様体のディラック作用素Dのスペクトル及び kernelについ
て考察する．また，指数定理について結果のみを述べる．
まず，nが偶数の場合を考える．Dφ = λφとする．φ = φ+ + φ− ∈ S+ ⊕ S−と
分解しておく．そこで

(
0 D−

D+ 0

) (
φ+

φ−

)
= λ

(
φ+

φ−

)

となる．φ̃ = φ+ − φ−とすれば，

Dφ̃ =

(
0 D−

D+ 0

)(
φ+

−φ−

)
= −λ

(
φ+

−φ−

)
= −λφ̃
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を得る．よって固有値 λに対する固有空間をEλとすれば，dim Eλ = dim E−λと
なる．つまり正の固有値と負の固有値は同じ数だけ表れている（スペクトル対称）
ことを意味する．（スペクトル不変量である eta不変量 ηD(0)が零ということ．η不
変量についてはGilkeyの本を参照）．
次にD2について考えてみる．これはD−D+，D+D−が diagonalにならぶもの
であった．Dが形式的自己共役作用素であることから (D±)∗ = D∓がわかる．こ
こで (D±)∗はD±の形式的随伴作用素である．よって

ker D+ = ker D−D+, ker D− = ker D+D+

となる．
D−D+φ+ = µφ+とする（D−D+は非負の作用素なのでスペクトルは非負）．ま

たEµ(D−D+)を固有空間とする．D+D−(D+φ+) = D+(D−D+φ+) = µ(D+φ+)と
なるので，D+ : Eµ(D−D+) → Eµ(D+D−)という線形写像を得る．このときµ 6= 0

なら全単射である．

Proof. D+φ+ = 0なら D−D+φ = 0となるので µ 6= 0に反する．よって D+ :

Eµ(D−D+) → Eµ(D+D−)は単射である．またφ− ∈ Eµ(D+D−)とすればµ−1D−φ−
を考えると (D−D+)(µ−1D−φ−) = µ(µ−1D−φ−)であるのでµ−1D−φ− ∈ Eµ(D−D+)

でありD+(µ−1D−φ−) = φ−となるのでD+ : Eµ(D−D+) → Eµ(D+D−)は全単射
である．ただし µ = 0では全単射とは限らない． ¥

一般に非負の自己共役楕円型微分作用素 P : Γ(V) → Γ(V)に対して，熱作用
素e−tP（t > 0）というものが考えられる．詳しくは述べないが，固有切断 φλに対
して，e−tP φλ = e−tλφλとなる作用素である（一般の切断に対してはP に対する固
有値分解により展開して定義すればよい）．熱作用素は熱核という積分核Kt(x, y)

をもつ：

(e−tP φ)(x) =

∫

M

Kt(x, y)φ(y)voly.

この熱作用素の作用素トレース tre−tP を考えると

tre−tP =

∫

M

trxKt(x, x)vol =
∞∑
i=1

e−tλi

となる．さて，先ほどの非負自己共役楕円型作用素D+D−, D−D+に対して熱作
用トレースを考え，それらの差を考える．零でない固有値のところはキャンセル
されるので，

tre−tD−D+ − tre−tD+D− = (dim ker D+ +
∑
µi>0

e−µit)− (dim ker D− +
∑
µi>0

e−µit)

= dim ker D+ − dim ker D−
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となり tに依存しないことがわかる．そこでディラック作用素の指数を

ind(D) := dim ker D+ − dim ker D− < ∞

と定義すれば，

ind(D) = tre−tD−D+ − tre−D+D− =

∫

M

trx(Kt(x, x)+ −Kt(x, x)−)vol

となる．右辺も tを書いているが tに依存しない量である．そこで t → 0として t

に関して trx(Kt(x, x)+ −Kt(x, x)−)volの漸近展開を行う．このとき tに依存しな
い項のみをとりだすと，Â類という TM の特性類を曲率によって実現したともで
あることがわかる（tが残ってる項は積分したら消える）．特に，ind(D)は計量や
スピン構造によらず多様体M の位相構造，微分構造のみできまる量である（多様
体の向きには依存する）．この事実を指数定理とよぶ．

Theorem 4.3 (ディラック作用素に対する指数定理). (M, g)をコンパクト偶数次
元スピン多様体として，スピノール束上のディラック作用素Dを考える．

ind(D) := dim ker D+ − dim ker D− < ∞

を解析的指数とよぶ．このとき次が成立する．

ind(D) =

∫

M

Â(TM) =: Â(M).

ここで Â(TM)は接束の Â類といわれるものでポントリャーギン類の多項式とな
るものである．また Â(M)を Â-genusとよぶ．

この定理の証明はしない．証明は [21]を見よ．ここでは Â類の定義のみしておく，

Eを実 orientedな rank 2rの実ベクトル束としたとき pj(E) = (−1)jc2j(E ⊗C)

を j次ポントリャーギン類と呼ぶ．ここで E ⊗ C = E ⊗Cであるので c2j+1 は
きえることに注意.分解原理（[7]）によれば E ⊗ C = l1 ⊕ l̄1 ⊕ · · · ⊕ lr ⊕ l̄r より
c(E ⊗C) =

∏
(1− xj)(1 + xj) =

∏
(1− x2

j)となるので,

p(E) =
∏

(1 + x2
j), pj(E) = σj(x

2
1, · · · , x2

r)

である.ここで σjは基本対称式．前者が全ポントリャーギン類,後者が j次ポント
リャーギン類.さて，Eの Â類を次で定義する．

Â(E) =
∏ xj/2

sinh(xj/2)
.
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分解原理によって定義しているので，わかりずらいかもしれないが，要は上の xj

の多項式を展開して，基本多項式である pj(E)の多項式で表せばよいのである．具
体的には次のようにする．

x/2

sinh(x/2)
= 1− 1

24
x2 +

7

27 · 32 · 5x4 + ·

となるので

Â(E) = 1− 1

24
p1(E) +

1

27 · 32 · 5(−4p2(E) + 7p1(E)2) + · · ·

となる．

Example 4.4. 4次元スピン多様体上のディラック作用素を考えると

ind(D) = − 1

24
p1(M) = −1

8
σ(M)

ここで σ(M)はM の符号数と呼ばれる向きつき多様体の不変量である．

Example 4.5. Â類はポントリャーギン類でかけるので，実際には次数 4kの微分形
式のみ現れる．よって非自明な量が現れるのは多様体の次元が 4の倍数のときであ
る．よって n ≡ 2 mod 4なら indD = 0となる．（もちろんこれは通常のスピノー
ル束に対するディラック作用素に対してであり，より一般的な d + d∗などの場合
には，偶数次元でも非自明な指数が現れる）．

指数定理は dim ker D+ − ker D− を与えるものであった．では，dim ker D+ +

ker D−はどのような量であろうか？

ker D = ker D+ ⊕ ker D−, dim ker D = dim ker D+ + ker D− < ∞

となるので dim ker D+ + ker D−は調和スピノールの次元である dim ker Dに一致
する．またこの量は nが奇数の場合でも定義できる．後で述べるように，ディラッ
ク作用素は共形共変一階微分作用素であるので dim ker Dは計量の共形変形によっ
ては変化しない．しかし，一般に dim ker Dは計量およびスピン構造によって変化
する量であり，多様体の次元によっては，どんなコンパクトスピン多様体上でも
dim ker D = 0となるような計量を入れることも可能．

Remark 4.6. このような計量を入れる問題は未解決問題である．もともとはHitchin

の「Harmonic spinor」[10]あたりから出てきた問題であり，C. Bärによってさら
なる考察が得られたが，完全には解決してない（多様体の次元によって未解決）．

さて，スピノール束に実構造または四元数構造が入る場合を考える．その構造
を J とかく．

1. まず，クリフォード積 eiと反可換な構造が入る場合を考える．このようなこ
とが起こるのはn 6= 3, 7 mod 8となる場合である．反可換であり∇J = 0で
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あるので，DJ = −JDとなる．よってDφ = λφとするとD(Jφ) = −JDφ =

−λ(Jφ)が成立する．よって dim Eλ = dim E−λとなり，正の固有値と負の固
有値が同じ数だけ現れる．つまりn 6= 3, 7 mod 8ならスペクトル対称．（よっ
て，eta不変量 ηを考えるべきは n ≡ 3 mod 4の場合である）．

2. 次にクリフォード積 eiと可換な構造が入る場合を考える．このようなことが
起こるのは n 6= 1, 5 mod 8となる場合である．可換であり∇J = 0である
ので，DJ = JDとなる．よって φ = λφとするとD(Jφ) = JDφ = λ(Jφ)が
成立する．つまり dim Eλに構造 J が入ることになる．特にクリフォード積
と可換な四元数構造が入れば dim Eλは必ず偶数．

3. ker Dについて考える．J をクリフォード作用素と可換または反可換な構造
とする．Dφ = 0ならDJφ = 0となるので，J(ker D) ⊂ ker Dとなる．実際
には Jφ = 0とすれば J2φ = ±φ = 0であるので，J : ker D → ker Dは複素
歪線形同型である．よって実または四元数構造 J は ker Dに遺伝する．

4. nが偶数の場合に ker D±について考える．ker D = ker D+ ⊕ ker D−であっ
た．まず n = 2, 6 mod 8の場合を考える．構造 Jはスピノール束 Sに入り，
ker Dに遺伝することは見た．しかし JはS±には入らず，J : S± → S∓とい
う複素歪線形同型を与えるのであった．そこでφ ∈ ker D+とすれば Jφ ∈ S−

でありDJφ = ±JDφ = 0となる．つまり J : ker D+ → ker D−という複素
歪線形同型を与える．よって n = 2, 6 mod 8なら dim ker D+ = dim ker D−

が成立する．これは ind(D) = 0であることの別証明である．

次にn = 4 mod 8の場合にはS±に四元数構造 Jが入り，ker D±にも四元数
構造が入る．特に dim ker D±は偶数である．n = 8 mod 8なら ker D±に実
構造が入る．

上の考察から 8k + 4の場合に dim ker D±は偶数であるので次は明らか

Proposition 4.4. 8k + 4次元微分可能スピン多様体の Â(M)は偶数である．

この命題の有名な応用を述べよう．

Example 4.6. 4次元スピン多様体上のディラック作用素を考えると

ind(D) = − 1

24
p1(M) = −1

8
σ(M)

であったが ind(D)は偶数である．よって σ(M)は 16の倍数であることがわかる．
これは指数定理を使っているので，多様体は微分可能多様体である．つまり，

Proposition 4.5 (Rochlin). コンパクト 4次元微分可能多様体の符号数は１６の倍数
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一方でw1(M) = w2(M) = 0の位相多様体を考えると σ(M)は必ず 8で割れるこ
とが知られている．実際 σ(M)が 8となる位相多様体が存在することが知られて
いる．この多様体が微分多様体であるなら指数定理が成立するので 16で割り切れ
る必要がある．よって，この多様体には微分構造が入らないのである．

Remark 4.7. 8k次元スピン多様体の場合を考えると，スピノール束に実構造が入
り，ディラック作用素もスピノール束の実部の作用素とみなせる．このとき指数
dimR ker(D+|R)− dimR ker(D−|R)を考えると，これは dimC ker D+− dimC ker D−

と一致する．指数定理は複素ベクトル束に対するものであるが，このような場合
には実ベクトル束に対する指数定理となる．

4.3 共形共変性とツイスター作用素

我々はディラック作用素をD =
∑

ei∇ei
として定義したが，より自然な定義は

共変微分と射影の合成である．この定義からツイスター作用素も自然に現れる．
スピノール束上の共変微分∇を思い出す．

∇ : Γ(S) 3 φ → ∇φ =
∑

∇ei
φ⊗ ei ∈ Γ(S⊗ T ∗(M)) = Γ(S⊗ T (M))

であった．このとき次の写像を定義する

Π∆ : S⊗ T (M) 3 φ⊗ v 7→ v · φ ∈ S

この写像と共変微分を合成すればディラック作用素になることは明らかである．
つまり

D = Π∆ ◦ ∇
となる．
そこでΠ∆の意味を考える．

Lemma 4.6. テンソル積ベクトル束 S⊗ T (M)は同伴ベクトル束であるが，これ
を各ファイバーで既約分解すれば，ベクトル束の既約分解

S⊗ T (M) = T⊕ S

を得る．ここでTはS⊗T (M)の既約成分で (3/2, (1/2)m−1)という highest weight

を持つものである．このベクトル束Tをツイスター束という（ツイスター空間と
混同しては駄目）．

Remark 4.8. より正確には nが奇数なら

S⊗ T (M) = T⊕ S,

nが偶数なら
S± ⊗ T (M) = T± ⊕ S∓.

ここでT±の highest weightは (3/2, (1/2)m−2,±1/2)である．
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Proof. 表現論の一般論から Vρを highest weight ρをもつ Spin(n)の既約表現とす
る．Vρ ⊗ Vρ′ の中には ρ + ρ′を highest weightとする既約成分が唯一つ存在する．
また Vρ+ρ′ の highest weight vectorは Vρ, Vρ′ の highest weight vector vρ, vρ′ のテ
ンソル積 vρ ⊗ vρ′ である．Sの highest weightは (1/2, · · · , 1/2)であり，T (M)の
highest weightは (1, 0, · · · , 0)である．そこで S⊗ T (M)の中にTが存在すること
がわかる．
写像Π∆ : S⊗ T (M) → Sは Spin(n)不変な写像であり，Π∆は零写像でないこ
とは明らか．よって S ⊗ T (M)を既約分解したときシューアの補題から Sという
成分が存在することがわかる．以上から S,T ⊂ S⊗ T (M)である．あとはワイル
の次元公式（see [19]）からTの次元を計算すれば，S⊗ T (M) = T⊕ Sとなるこ
とがわかる． ¥

このように束準同形 Π∆は Sへの射影であり，クリフォード積でかけることに
なる．また，補題から ker Π∆がTである．
さてΠ∆ ◦ ι = idとなる写像 ιは

ι : S 3 φ 7→ − 1

n

∑
i

ei · φ⊗ ei ∈ S⊗ T (M)

となる．実際

Π∆(− 1

n

∑
i

ei · φ⊗ ei) = − 1

n

∑
eieiφ = φ.

そこで次の命題が成立する．

Proposition 4.7. ker Π∆ = Tへの射影は

ΠT : S⊗ T (M) 3 φ⊗ v 7→ φ⊗ v +
1

n

∑
i

ei · v · φ⊗ ei ∈ ker Π∆

となる．

ディラック作用素はΠ∆ ◦ ∇として定義した．同様にΠT ◦ ∇という一階微分作
用素を考える．

Definition 4.2. 次の一階微分作用素をツイスター作用素とよぶ

T := ΠT ◦ ∇ : Γ(S) → Γ(T).

より具体的に書けば

T (φ) = ΠT (
∑

∇ei
φ⊗ ei) =

∑
∇ei

φ⊗ ei +
1

n

∑
i

ei ·Dφ⊗ ei

=
∑

(∇ei
φ +

1

n
eiDφ)⊗ ei.
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また，ker T に入るスピノールをツイスタースピノールと呼ぶ．
また，偶数次元なら T = T+ + T−（T± : Γ(S±) → Γ(T±)）と splitし，

ker T = ker T+ ⊕ ker T−

が成立する．

Remark 4.9. ツイスター作用素と呼ばれる理由は，Atiyah-Hitchin-Singerの４次元
幾何の論文において，４次元反自己双対多様体上のツイスター空間が可積分であ
ることの証明に，暗にツイスター作用素を使ってるためである．四元数ケーラー
幾何においても，ツイスター作用素やディラック作用素が現れるが，これは我々
のものとは異なる．（４次元の場合のみ一致する）．

Lemma 4.8. φがツイスタースピノールとは，次と同値

1.

∇Xφ +
1

n
X ·Dφ = 0, ∀X ∈ X(M) ツイスター方程式 (4.1)

2.

X · ∇Y φ + Y · ∇Xφ =
2

n
g(X, Y )Dφ, ∀X, Y ∈ X(M) (4.2)

さらにツイスタースピノールは次をみたす

T (fφ) =
∑

(
n− 2

n
g(gradf, ei)φ− 1

n
gradf · ei · φ)⊗ ei + fT (φ)

Proof. 最初の式 (4.1)は T の定義から明らかである．(4.1)を満たすスピノール φ

があれば，

Y∇Xφ +
1

n
Y X ·Dφ = 0, X∇Y φ +

1

n
XY ·Dφ = 0

であるので，この式を足せば (4.2)を得る．逆を証明する．(4.2)を満たすスピノー
ル φに対して，

ei∇ej
φ + ej∇ei

φ =
2

n
δijDφ

であるので, eiをかけて和をとれば

2

n
ejDφ =− n∇ej

φ +
∑

i

eiej∇ei
φ

=− n∇ej
φ +

∑
i

(−ejei − 2δij)∇ei
φ

=− (2 + n)∇ej
φ− ejDφ

となる．よって∇ei
φ + 1

n
eiDφ = 0を得る．
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次に T (fφ)を計算する．

T (fφ) =
∑

(∇ei
fφ +

1

n
eiDfφ)⊗ ei

=
∑

((eif)φ +
1

n
eigradfφ)⊗ ei + fT (φ)

=
∑

((eif)φ +
1

n
(−gradfei − 2g(gradf, ei))φ)⊗ ei + fT (φ)

=
∑

(
n− 2

n
g(gradf, ei)φ− 1

n
gradf · ei · φ)⊗ ei + fT (φ).

¥

次に T の形式的随伴作用素を計算する．φ =
∑

φi⊗ ei ∈ Tとは，
∑

eiφi = 0の
こと．いつものように (∇ei)x = 0となる点 xで考えて，

〈Tψ, φ〉 = 〈
∑

j

(∇ej
ψ +

1

n
ejDψ)⊗ ej,

∑
φi ⊗ ei〉

=
∑
i,j

δij〈∇ej
ψ +

1

n
ejDψ, φi〉 =

∑
i

〈∇ei
ψ, φi〉+

1

n

∑
i

〈eiDψ, φi〉

=
∑

i

ei〈ψ, φi〉 −
∑

i

〈ψ,∇ei
φi〉 − 1

n

∑
i

〈Dψ, eiφi〉

=
∑

i

ei〈ψ, φi〉 −
∑

i

〈ψ,∇ei
φi〉+ 0.

ここで V =
∑〈ψ, φi〉eiとすれば div(V ) =

∑
i ei〈ψ, φi〉となるので，積分すること

により φ, ψのどちらかがコンパクトサポートをもつとすれば，

(Tψ, φ) = (ψ,−
∑

i

∇ei
φi)

が成立する．これより T の形式的随伴作用素 T ∗は

T ∗(
∑

φi ⊗ ei) = −
∑

∇ei
φi

となる．また

T ∗T (φ) =−
∑

i

∇ei
(∇ei

φ +
1

n
ejDφ)

=∇∗∇φ− 1

n

∑
ij

∇ei
(eiej∇ej

φ)

=∇∗∇φ− 1

n

∑
eiej∇ei

∇ej
φ

=∇∗∇φ− 1

n
D2φ

となる．つまり
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Proposition 4.9. Dをディラック作用素，T をツイスター作用素，T ∗を T の形
式的随伴作用素とする．このとき

1

n
D2 + T ∗T = ∇∗∇

が成立する．また，

{平行スピノールの空間 } = ker∇ = ker D ∩ ker T

となる．

Remark 4.10. 上の命題は∇を分解したものがDと T であるので，ある意味で明
らかである．D2に 1/nという項があるのは，Π∆が正確に言えば直交射影の 1/

√
n

倍になっているからである．

Proof. 最初の主張は問題ない．またMがコンパクトなら，最初の主張から二番目
の主張がわかる．しかし，M がコンパクトでなくてもよい．φ ∈ ker D ∩ ker T と
する．φ ∈ ker T なら，∇Xφ + 1

n
XDφ = 0である．さらに φ ∈ ker Dであるので，

∇Xφ = 0を得る． ¥

さて，ディラック作用素とツイスター作用素が共形共変一階微分作用素であるこ
とを証明しよう．(M, g)をスピン多様体として，gの共形変形した計量を g′ = e2σg

とする．(M, g)と (M, g′)のフレーム束の間の同型は,

Ψ : SO(M) 3 p = {ei}i 7→ p′ = {e′i = e−σei}i ∈ SO′(M)

となるのであった．スピン構造として同じものをとれば，上の同型は主スピン束
の間の同型へ自然にリフトする.

Ψ : Spin(M) 3 p 7→ p′ ∈ Spin′(M)

そこで,同伴束の間の isometoryを得る.

Ψ : Sρ := Spin(M)×ρ Vρ 3 [p, v] 7→ [p′, v] ∈ Spin′(M)×ρ Vρ =: S′ρ

この同伴束のレビチビタ接続からの共変微分の変化を見てみ．SO(M)の局所正規
直交フレームを {ei}としたとき，接続 1形式（so(n)-valued 1-form）は ωji(V ) =

g(∇V ei, ej)となる．そこで

∇′
XY = ∇XY + (X · σ)Y + (Y · σ)X − g(X, Y )grad(σ)

を用いれば

g′(∇′
V e′i, e

′
j) = g′(∇V e′i + (V σ)e′i + (e′iσ)V − (V, ei)gradσ, e′j)

= g′(−(V σ)e′i + e−σ∇V ei + (V σ)e′i + (e′iσ)V − (V, ei)gradσ, e′j)

= g(∇V ei, ej) + (eiσ)g(V, ej)− (ejσ)g(V, ei)
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スピノール束 Sと S′の共変微分の関係は

∇′
V Ψ(φ) =

1

8

∑
ij

g′(∇′
V e′i, e

′
j)[e

′
i, e

′
j]Ψ(φ)

=
1

8
Ψ(

∑
ij

g′(∇′
V e′i, e

′
j)[ei, ej]φ)

=
1

8
Ψ{

∑
(g(∇ei, ej) + (eiσ)(V, ej)− (ejσ)(V, ei))[ei, ej]φ}

= Ψ{∇V φ +
1

4
(gradσ · V · −V · gradσ·)φ}

以上から

Lemma 4.10. Sと S′上の共変微分∇と∇′の関係式は,

∇′
V = Ψ ◦ {∇V +

1

4
(gradσ · V · −V · gradσ·)} ◦Ψ−1

さらに，次が成立する．

Lemma 4.11.
1

4

∑
i

ei(vei − eiv) =
n− 1

2
v

この定数 −n−1
2
をディラック作用素に対する共形重み（conformal weight）と

呼ぶ．

Proof. v = ejとして証明すればよい．

1

4

∑
i

ei(ejei − eiej) =
1

4

∑
i

ei(−eiej − eiej − 2δij) =
1

4
(
∑

i

2ej)− 1

2
ej =

n− 1

2
ej

となる． ¥

上の二つの Lemmaにより次を得る.

Corollary 4.12.

D′ = e−σΨ{D +
n− 1

2
gradσ}Ψ−1

Proof. これは注意が必要である．ディラック作用素の定義はD =
∑

ei∇ei
とした

が，ここではD = Π∆ ◦ ∇を採用する．（T (M) ' T ∗(M)の同一視は計量によって
異なるため）．
まず

∇′Ψ(φ) = ∇′
e′i
Ψ(φ)⊗ e′i = e−σΨ(∇ei

φ +
1

4
(gradσei − eigradσ)φ)⊗ e′i

= e−σΨ(∇ei
φ⊗ ei +

1

4
(gradσei − eigradσ)φ⊗ ei)
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となる．この両辺においてスピノール束への射影をとれば

D′Ψ(φ) = e−σΨ ◦ {
∑

ei∇ei
φ +

1

4

∑
ei(gradσei − eigradσ)φ}

= e−σΨ{Dφ +
n− 1

2
gradσ · φ}

¥

ディラック作用素DはD(fφ) = (grad(f)) · φ + fDφを満たすことは証明した
ので，

D′e−
n−1

2
σΨ(φ) = e−σΨ{(D +

n− 1

2
gradσ)e−

n−1
2

σφ}

= e−σΨ{e−n−1
2

σDφ− n− 1

2
e−

n−1
2

σgradσφ + e−
n−1

2
σ n− 1

2
gradσφ}

= Ψ(e−(n−1
2

+1)σDφ)

となる．以上から

Proposition 4.13. ディラック作用素は共形共変一階微分作用素であり，

D′ = (e(−n−1
2
−1)σΨ) ◦D ◦ (e−

n−1
2

σΨ)−1.

特に多様体がコンパクトならdim ker D′ = dim ker Dが成立する．つまりdim ker D

は共形不変量である．

Remark 4.11. 上と同様の方法で外微分 dや余微分 d∗の共形共変性を証明するこ
とができる．しかし外微分や余微分の場合には，ベクトル束 Λk(M)の conformal

weightも考慮する必要がある（練習問題）．

次にツイスター作用素が共形共変一階微分作用素であることを証明する．まず，
ディラック作用素の共形共変性を使って

T ′Ψ(φ) =
∑

∇′
e′i
Ψ(φ) +

1

n
e′iD

′Ψ(φ)⊗ e′i

=
∑

e−σ{Ψ(∇ei
φ +

1

4
(gradσei − eigradσ)φ + ei

1

n
Dφ +

n− 1

2n
eigradσφ)} ⊗ e′i

= e−σΨ(Tφ) +
∑

e−σΨ{1

4
gradσeiφ +

n− 2

4n
eigradσφ} ⊗ e′i
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を得る．そこで

T ′(Ψ(eσ/2φ)) =e−σΨ(T (eσ/2φ)) +
∑

e−σ/2{1

4
gradσeiφ +

n− 2

4n
eigradσφ} ⊗ e′i

=e−σ/2Ψ(Tφ) + e−σ/2Ψ{
∑

(
n− 2

2n
g(gradσ, ei)φ− 1

2n
gradσ · ei · φ)} ⊗ e′i

+
∑

e−σ/2Ψ{1

4
gradσeiφ +

n− 2

4n
eigradσφ} ⊗ e′i

=e−σ/2Ψ(Tφ) + e−σ/2Ψ{
∑

(
n− 2

2n
g(gradσ, ei)φ} ⊗ e′i

+
∑

e−σ/2Ψ{n− 2

4n
gradσeiφ +

n− 2

4n
eigradσφ} ⊗ e′i

=e−σ/2Ψ(Tφ)

となる．

Proposition 4.14. ツイスター作用素は共形共変一階微分作用素である．

T ′ = (e(1/2−1)σΨ) ◦ T ◦ (eσ/2Ψ)−1

ここで eσ/2における 1/2をツイスター作用素の conformal weightと呼ぶ．特に
ker T = ker T ′が成立する．

Remark 4.12. T ∗T が楕円型作用素であるので，コンパクト多様体上では ker T は
有限次元である．実は，非コンパクトであっても ker T は有限次元であることがわ
かる．定理 5.14で証明する．

Remark 4.13. T ∗も共形共変一階微分作用素になる．しかし，T の随伴作用素とし
て定義しているので体積要素の変化も考慮しなければならないことに注意する．よ
り一般に同伴束上で，レビチビタ接続またはスピン接続から定義される共変微分を
既約分解した微分作用素は共形共変一階微分作用素である．この事実はFeganによ
るもの．詳しくは本間泰史「Bochner-Weitzenböck formula and curvature actions

on Riemannian manifolds」 Trans. AMS 2005を見よ．また，D2や T ∗T は共形共
変ではないことに注意する．

4.4 Lichnerowicz公式とFriedrich固有値評価

ディラック作用素とツイスター作用素の一つの関係は

1

n
D2 + T ∗T = ∇∗∇

である．実は上の式で conformal weightをかけて和をとれば，作用素の orderが落
ち曲率でかけることがわかる．つまり

1

2
T ∗T +

−(n− 1)

2

1

n
D2 = −κ/8
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が成立する．ここで κはスカラー曲率（太い文字が conformal weightである）．以
下ではこの事実を証明する．

Proposition 4.15 (Lichnerowicz公式). Dをスピノール束上のディラック作用素．
∇∗∇を接続ラプラシアンとすれば

D2 = ∇∗∇+ κ/4

が成立する．これをLichnerowicz公式とよぶ．

これを証明するためにまず次の補題から証明する．

Lemma 4.16. Xをベクトル場としたとき，スピノール束上で次が成立

∑
ej ·R∆(X, ej) = −1

2
Ric(X)· (4.3)

ここでRicci変換はRic(X) =
∑

RjiilX
jelで定義していた．

Proof. まずビアンキ恒等式

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0 = Rijkl + Riljk + Riklj

が成立した．X =
∑

X ieiとして，

3
∑

RijklX
iejekel

=
∑

RijklX
iejekel + RiljkX

ielejek + RikljX
iekelej

=
∑

RijklX
iejekel + RiljkX

i(−2δljek + 2δlkej + ejekel) + RikljX
i(−2δljek + 2δkjel + ejekel)

=2
∑

(−RillkX
iek + RiljlX

iej −RikjjX
iek + RiklkX

iel)

=6
∑

RlilkX
iek = −6Ric(X)·

となる．そこで

∑
eiR(X, ei) =

1

4

∑

ijk

(R(X, ek)ei, ej)ekeiej =
1

4

∑
RijklX

iejekel = −1

2
Ric(X)

が成立する． ¥

さて命題を証明しよう

Proof. クリフォード関係式から

(eiej + δij) = −(ejei + δji)
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を得る（主表象の反対称性）．一方曲率の定義から

(∇2
ei,ej

−R∆(ei, ej)/2) = (∇2
ej ,ei

−R∆(ej, ei)/2)

となる（共変微分の対称性）．そこで
∑

(eiej + δij)(∇2
ei,ej

−R∆(ei, ej)/2) = −
∑

(ejei + δji)(∇2
ej ,ei

−R∆(ej, ei)/2)

となるので,

−∇∗∇+ D2 −
∑

eiejR∆(ei, ej)/2 = −(−∇∗∇+ D2 −
∑

eiejR∆(ei, ej)/2)

となり，
D2 = ∇∗∇+

∑
eiejR∆(ei, ej)/2

が成立する．そこで
∑

eiejR∆(ei, ej) = κ/2を示せばよい．

∑
eiejR∆(ei, ej) = −1

2

∑
eiRic(ei) = −1

2

∑
Rileiel

=− 1

4

∑
(Rileiel + Rlielei) = −1

4

∑
Ril(eiel + elei) =

1

2

∑
Rilδil =

1

2
κ

¥

Lichnerowicz公式の応用は次の消滅定理である．

Theorem 4.17. M をコンパクトスピン多様体でスカラー曲率が正とする（また
は，すべての点で κ ≥ 0で，ある点で κ > 0）．このとき ker D = 0．

Proof. φ ∈ ker Dとする．このとき

1

4

∫

M

κ〈φ, φ〉vol = −
∫

M

〈∇∗∇φ, φ〉vol = −‖∇φ‖2

となる．κ ≥ 0であるので，∇φ = 0を得る．特に 〈φ, φ〉は定数である．よって，
ある点で κ > 0あるので，

∫
M

κ〈φ, φ〉vol = 0となるのは φ = 0である． ¥

次も同様に証明できる．

Corollary 4.18. コンパクトスピン多様体でκ ≡ 0とする．このとき調和スピノー
ルの空間と平行スピノールの空間は一致する．

さらに指数定理を使えば次がわかる．

Corollary 4.19. M をコンパクト 4k次元スピン多様体とする．さらに正のスカ
ラー曲率をもつ計量が入るとする．このとき Â(M) = 0である．
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この対偶が重要，Mをコンパクト 4k次元スピン多様体として，Â(M) 6= 0なら，
正のスカラー曲率をもつ計量は入らない．

Lichnerowicz公式を使うと固有値の評価も可能である．M をコンパクトスピン
多様体とする．このときディラック作用素の固有スピノール φで ‖φ‖2 = 1となる
ものを考える．

λ2φ = D2φ = ∇∗∇φ +
κ

4
φ

となるので

λ2 = ‖∇φ‖2 +
1

4

∫

M

〈κ(x)φ, φ〉 ≥ 1

4
min
x∈M

κ(x)

となる．しかし，もっと良い評価を得ることが可能である．そのためにはツイス
ター作用素が必要である．まず

1

n
D2 + T ∗T = ∇∗∇

が成立した．この公式と Lichnerowicz公式をあわせれば，

1

2
T ∗T +

−(n− 1)

2

1

n
D2 = −κ/8

が成立する．このように作用素の適当な線形結合が曲率作用素になること，つまり，
∑

aiD
∗
i Di = curvature action

という形の式を最適ボホナーワイゼンベック公式とよぶ．そこで

D2 =
n

n− 1
T ∗T +

n

4(n− 1)
κ

となる．先ほどと同様にして次がわかる．

Theorem 4.20 (Friedrich固有値評価). M をコンパクトスピン多様体でスカラー
曲率が正とする．このときディラック作用素の固有値 λは

λ2 ≥ n

4(n− 1)
min
x∈M

κ(x)

となる．さらに等号が成立するスピノール φは φ ∈ ker T となる．

球面上で考えると，等号が成立するスピノールが存在することがわかる（後述）．
つまりこの評価は sharpである．（sharpとは，これ以上の評価は無理ということ．
もちろん，適当な仮定のもとでは，よりよい評価ができる）
また，等号が成立するスピノールは，キリングスピノールである．それについ
ては次の Sectionで述べる．
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4.5 Hijazi固有値評価

スピン多様体上のディラック作用素の２乗に対するFriedrich 固有値評価を述べ
た．次に，ディラック作用素の共形共変性に注目することにより，Hijazi固有値評
価を与えよう．

M をコンパクト n次元スピン多様体とし，ψを固有値 λの固有スピノールとす
る（Dψ = λψ）．
計量 gを g′ → e2σgと共形変形したとき，ψ′ = e−

n−1
2

σψとすれば，

D′ψ′ = (e(−n−1
2
−1)σ ◦D ◦ e

n−1
2

σ)ψ′ = e(−n−1
2
−1)σDψ = λe−σψ′

となる．そして，最適ボホナーワイゼンベック公式から，

0 ≤ ‖T ′ψ′‖2 =

∫

M

|T ′ψ′|volg′ =

∫

M

(
n− 1

n
|D′ψ′|2 − 1

4
κ′|ψ′|2)volg′

となるので，

0 ≤ n− 1

n

∫

M

(λ2 − 1

4

n

n− 1
κ′e2σ)|ψ′|2e−2σvolg′

≤ n− 1

n
(λ2 − 1

4

n

n− 1
inf
M

κ′e2σ)

∫

M

|ψ′|2e−2σvolg′

となる．これは，どんな共形変形に対しても成立するので，次を得る．

Theorem 4.21 (Hijazi固有値評価). (M, g)をコンパクトスピン多様体とする．
ディラック作用素の固有値 λは次を満たす．

λ2 ≥ n

4(n− 1)
sup

σ∈C∞(M)

inf
M

(κ′e2σ)

ここで，κ′は g′ = e2σgに対するスカラー曲率である．

この定理の書き換えてみる．
まず，スカラー曲率の変化は

e2σκ′ = κ + 2(n− 1)∆σ − (n− 1)(n− 2)|gradσ|2

であった．山辺問題のときと同様に，n ≥ 3の場合に，e2σ = φ
4

n−2 とすれば，

4
n− 1

n− 2
Lφ = κ′φ

n+2
n−2 , L = ∆ +

n− 2

4(n− 1)
κ

であったので，

4
n− 1

n− 2
φ−1Lφ = κ′φ

4
n−2 = κ′e2σ
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となる．よってHijazi固有値評価は

λ2 ≥ n

n− 2
sup
φ>0

inf
M

(φ−1Lφ) =
n

4(n− 1)
sup
φ>0

inf
M

(4
n− 1

n− 2
φ−1∆φ + κ)

と書き換えられる（n ≥ 3）．例えば，φを定数とすれば，

λ2 ≥ n

4(n− 1)
inf
M

κ(x)

となるので，Friedrich固有値評価を得る．よって，Hijazi固有値評価はFriedrich

固有値評価より良い評価になっていることがわかる．
さて，Lの固有関数 φ（固有値 µ）を考えると，λ2 ≥ n

n−2
µを得る．もともと

λ2 ≥ 0であるので，µが負であったら意味がない．そこで，Lが非負の作用素の
場合を考える（固有値がすべて零より大きい．例えばスカラー曲率が正の場合）．
Lの第一固有値を µ1として，固有関数を φ1とする．このとき φ1は各点で正であ
るように選ぶことができる．また固有値の重複度は 1である．

Proof. （細かいことはGilbarg-Trudingerの「Elliptic Partial Differential equations

of Second orderをみよ）作用素 Lに対して，レイリー商を考える．

R(u) =

∫
(|∇u|2 + κu2)dx

‖u‖2
L2

を考える．この infは第一固有値に一致し，infを与えるものが第一固有空間であ
る（よって inf = minである）．証明はラプラシアンのときと同様である．さて，
uを第一固有関数とする（R(u) = µ1）．このとき |u| ∈ W 1,2(M)（ソボレフノル
ム）であり，

∇u =





∇u u > 0

0 u = 0

−∇u u < 0

となることがわかる．よって µ1 = R(|u|) = R(u)が成立するので，|u|も第一固有
値に対する固有関数である．そして，|u| ≥ 0であるので，楕円型微分作用素L−µ1

に対するHarnack不等式から，|u| > 0が従う．よって，uは定符号である．また，
u1, u2を固有値 µ1の固有関数とすれば，これらはL2直交するが，これは u1, u2が
定符号であることに矛盾する．よって重複度１である．

Hranack不等式：Ωを連結開集合として，二階楕円型微分作用素Lに対して，Ω

上で Lu = 0かつ u ≥ 0となる関数 u ∈ W 1,2(Ω)を考える．このとき

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω′

u

が成立する．ここでΩ′は閉包がコンパクトでΩに含まれる開集合． ¥
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このとき，
λ2 ≥ n

n− 2
µ1

を得る．さらに，
µ1 =

n

n− 2
sup
φ>0

inf
M

(φ−1Lφ)

となる．

Proof. φ1を山辺作用素の第一固有関数としておく．このとき φ > 0なる関数に対
して，

inf
M

(φ−1Lφ− φ−1
1 Lφ1) = inf

M
(φ−1∆φ− φ−1

1 ∆φ1)

が非正であることがわかればよい．そこで，φ1 > 0であることから．
∫

M

(φ−1∆φ− φ−1
1 ∆φ1)φ

2
1volg

が非正であることを証明すればよい．
∫

M

(φ−1∆φ− φ−1
1 ∆φ1)φ

2
1volg

=

∫

M

(〈φ−1φ2
1, ∆φ〉 − 〈φ1, ∆φ1〉)volg

=

∫

M

(〈∇φ−1φ2
1,∇φ〉 − 〈∇φ1,∇φ1〉)volg

=−
∫

M

φ2|∇(φ1φ
−1)|2volg ≤ 0

となる． ¥

Corollary 4.22 (Hijazi). M をコンパクトスピン多様体で次元を３以上とする．
このときディラック作用素の固有値 λは次を満たす．

λ2 ≥ n

n− 2
µ1

ここで，µ1 は山辺作用素に対する第一固有値である．また，上の不等式で等号
λ2

1 = n
n−2

µ1となる，ディラック作用素の第一固有値 λ1が存在したとする．このと
き，次が成立する．

1. µ1 = 0の場合には，φ′は (M, g′)上の平行スピノールであり，(M, g′)はリッ
チ平坦になる．

2. µ1 > 0の場合には，φがキリングスピノールであり，(M, g)がアインシュタ
イン多様体になる．

Proof. 等号成立の場合にどうなるかは，次の Sectionで証明する． ¥
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Remark 4.14. µ1 ≥ 0と非負のスカラー曲率をもつ計量に共形変形できることは同値
である．（by Kazdan-Warner,「prescribing curvatures」, Proceedings of Symposia

in Pure Mathematics, 27 (1975)）

n = 2の場合は次のようになる．

Corollary 4.23 (Bär). ２次元コンパクトスピン多様体上でディラック作用素の
固有値 λは，次を満たす．

λ2 ≥ 2πχ(M)

Area(M, g)
.

ここで，χ(M) = 2− 2genus(M)はM のオイラー数である．よって，この式で意
味があるのは，オイラー数が 2である球面のときである．そこで，
球面 (S2, g)（計量は任意）上のディラック作用素の固有値は

λ2 ≥ 4π

Area(S2, g)

を満たす．等号成立する固有スピノールが存在すれば，標準球面となる．

Proof. リーマン面上でガウス曲率をKとすると，K = 2κである．また
∫

M

K = 2πχ(M), ガウスボンネの定理

が成立する．
さて，楕円型線形微分方程式（σが未知関数．Kが given）

∆σ = −K +
2πχ(M)

Area(M, g)
(4.4)

を考える．ラプラシアン∆に対するグリーン作用素をGとすれば，id = prH +∆G

が成立する．ここで prHは調和部分への射影である．つまり，調和部分を除けば，
∆−1が存在することを意味している．今の場合には，調和部分（ker ∆）は定数で
あるので，

∫

M

〈 2πχ(M)

Area(M, g)
, 1〉 −

∫

M

〈K, 1〉 = 2πχ(M)− 2πχ(M) = 0

から，(4.4)の左辺の調和部分が存在しない．よって，（滑らかな）解 σ0をもつ．ま
た．n = 2の場合のスカラー曲率の変化は

e2σκ′ = κ + 2∆σ

であったので，

e2σ0K0 = K + ∆σ0 =
2πχ(M)

Area(M, g)
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となる．よって，定理 4.21より，

λ2
1 =

1

2
sup

σ
inf
M

(κ′e2σ) ≥ 2πχ(M)

Area(M, g)

を得る．
また，等号成立はM がキリングスピノールを持つ場合であるが，二次元スピン
多様体がキリングスピノールをもつ場合は，定曲率空間である（後述）．よって，
(S2, g)上で等号成立するなら，gは標準球面となる． ¥

4.6 幾何学で現れるディラック作用素

今までの議論は，スピノール束上のディラック作用素に関することであった．こ
こでは，より一般的なディラック作用素について考える．

(M, g)をリーマン多様体またはスピン多様体として，Cl(M)をクリフォード束
とする．M 上のベクトル束Vが次を満たすときディラック束とよぶ．

• Cl(M)がファイバーごとに作用している.

• Vの内積が次をみたす．

〈vφ, ψ〉+ 〈φ, vψ〉 = 0, (4.5)

• V上の共変微分が内積を保存．

• 共変微分がクリフォード積と可換：

∇X(φ · ψ) = (∇Xφ) · ψ + φ · ∇Xψ, φ ∈ Γ(Cl(M)), ψ ∈ Γ(V) (4.6)

このとき
D =

∑
ei∇ei

: Γ(V) → Γ(V)

をV上のディラック作用素とよぶ．

Example 4.7. Λ∗(M)にCl(M)が左から作用していた場合を考える．つまり

v· = v ∧ −ι(v)

である．この作用によりΛ∗(M)はディラック束となる．

次の命題は，簡単にわかる．

Proposition 4.24. Proposition 4.1の性質はディラック束上のディラック作用素
に対して成立する．
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4.6.1 twisted Dirac作用素

(M, g)をスピン多様体とする．Sをスピノール束として，Eをエルミート内積
および内積が平行となる共変微分が入ったベクトル束とする．
このとき S⊗ Eを考える．内積はテンソル積内積，共変微分もテンソル積で入
れる．また Sにはクリフォード積があるが，S ⊗ Eへのクリフォード積を Sの部
分のみへ作用させることにより定義する．つまり

v · (φ⊗ e) = (v · φ)⊗ e

このとき，S⊗Eはディラック束になることがわかる．そしてディラック作用素を

DE :=
∑

ei∇ei

として定義して，これを twisted ディラック作用素とよぶ（または coupledディ
ラック作用素）
まず，ボホナーワイゼンベック公式について考える．共変微分はテンソル積で
定義したので，

∇2
X,Y (φ⊗ e) = (∇X∇Y −∇∇XY )(φ⊗ e)

= (∇X∇Y φ)⊗ e + (∇Y φ)⊗ (∇Xe) + (∇Xφ)⊗ (∇Y e) + φ⊗ (∇X∇Y e)

− (∇∇XY φ)⊗ e− φ⊗ (∇∇XY e)

= (∇2
X,Y φ)⊗ e + φ⊗∇2

X,Y e + (∇Y φ)⊗ (∇Xe) + (∇Xφ)⊗ (∇Y e)

となることから，曲率は

(∇2
X,Y −∇2

Y,X)(φ⊗ e) = (R∆(X,Y )φ)⊗ e + φ⊗ (RE(X, Y )e)

Lichnerowicz公式の証明と同様にして

D2
E = ∇∗∇+

1

2

∑
eiej{R∆(ei, ej)⊗ id + id⊗RE(ei, ej)}

となる．クリフォード積は Sにのみ作用することを考えれば，

Proposition 4.25. twistedディラック作用素D2
Eは次をみたす．

D2
E = ∇∗∇+

1

4
κ +

1

2

∑
i,j

eiej ⊗RE(ei, ej)

Remark 4.15. ディラック作用素に対する消滅定理と同様のことをするならば，RE

になにかしら条件が必要になってくる．
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クリフォード代数の表現は完全可約であり，既約なものはスピノール表現のみ
であった．そこでディラック束をクリフォード代数により既約分解すれば，かな
らず S⊗ Eの形になる．ディラック束はリーマン多様体上でも定義できるが，ス
ピノール束はリーマン多様体上では定義できなかった．しかし，リーマン多様体
上でディラック束を局所的に S⊗ Eと分解するは可能である．そして，局所的な
話はすべてリーマン多様体上のディラック束についても成立することになる．例
えば，上のボホナーワイゼンベック公式や（局所）指数定理は局所的な話なので
リーマン多様体上のディラック束でも通用する（詳しくは [21]をみよ）．そこで，
twistedディラック作用素に対する指数定理を述べる．他のディラック束に対する
指数定理（リーマン多様体上でも）は，すべて次の命題の系として書ける．

Proposition 4.26. (M, g)を偶数次元コンパクトスピン多様体とする．このとき
ディラック作用素D±

E : Γ(S± ⊗ E) → Γ(S∓ ⊗ E)を考える．

ind(DE) := dim ker D+
E − dim ker D−

E

とすれば

ind(DE) =

∫

M

Â(TM)ch(E)

が成立する．ここで ch(E)はチャーン指標．

証明は [21]を見よ．ここではチャーン指標の説明のみする．Eを複素ベクトル
束とする．特性類を考えるには，分解原理によりE = l1⊕ · · · ⊕ lrと複素直線束の
和に分解して考えればよい．そこで

c(E) = 1 + c1 + c2 + · · ·+ cr =
r∏

i=1

(1 + xi), xi = c1(l1)

を全チャーン類とよぶ．各チャーン類 cr(E)は xiの基本対称式である．また

ch(E) = ex1 + · · ·+ exn = r +
∑

xj +
1

2

∑
x2

j + · · ·+

をチャーン指標とよぶ．各項 chk(E) = 1
k!

∑
xk

i は xiに対する対称式であるので
チャーン類 ciの多項式としてかけることに注意する．実際，r変数の基本対称式
ek(x) = ek(x1, · · · , xr)と冪和対称式 pk(x) = xk

1 + · · ·+ xk
r の間には

k∑
j=0

(−1)jpk−jej = (−1)k(r − k)ek, 1 ≤ k ≤ r

d∑
j=0

(−1)jpk−jej = 0, r ≤ k

という関係式が成立する（Newtonの公式とよばれる）．
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Remark 4.16. スピノール束上の通常のディラック作用素に対しては多様体は 4k次
元でないと意味がなかった．上の場合には Â(TM) ∈ H4∗(M,R)であるが，Eの
チャーン指標は偶数次数の微分形式で書ける．よって多様体の次元は 4k次元でな
くても非自明な指数が現れる．

Example 4.8. 偶数次元球面 S2n上の複素ベクトル束 Eを考える．twiseted Dirac

作用素D+
E : Γ(S+ ⊗ E) → Γ(S− ⊗ E)を考える．この指数を計算しよう．球面を

R2n+1へ埋め込めば，normal束が自明なので，T (S2n)⊕TN = T (R2n+1)|S2nを使っ
て，ポントリャーギン類はすべて零であることがわかる．つまり pi(S

2n) = 0を得
る．よって Â(S2n) = 1である．そこで，twisted Dirac作用素の指数定理から，

ind DE =

∫

S2n

Â(S2n)ch(E) =

∫

S2n

ch(E) =

∫

S2n

chn(E)

となる．またEの全チャーン類を考える

c(E) = 1 + c1(E) + · · ·+ cr(E) ∈ H0(S2n)⊕H2(S2n)⊕ · · · ⊕H2n(S2n)

となり，H i(S2n) = 0（i 6= 0, 2n）を使えば，

c(E) = 1 + cn(E)

となることがわかる．あとは基本対称式と冪和対称式の関係式を使えば，球面上
では cn(E) = (n− 1)!chn(E)となることがわかる．よって，

ind DE =
1

(n− 1)!

∫

S2n

cn(E)

となる．指数は整数であったので，球面S2n上の複素ベクトル束Eに対して，cn(E)

は (n− 1)!で割り切れることがわかった．

Remark 4.17. もともとの Atiyah-Singer指数定理では，楕円型微分作用の主表象
を T ∗M のK群Kcpt(T

∗X)の元だとみなして，位相的指数を定義する（see [13]）．
u ∈ Kcpt(T

∗X)が K 理論における向きとは，Kcpt(T
∗X)が uを生成元とする

K(X)加群となることである．実はスピノール束のディラック作用素の主表象がK

理論における向きとなる．よって，他の楕円型作用素は主表象レベル（というかK

群レベル）では，ディラック作用素とあるベクトル束のテンソル積となる．これが
「ディラック作用素は指数定理において基本的である」ことの理由である．かなり
いい加減に述べているので，詳しいことは [13] p384あたりを見よ．上の twisted

ディラック作用素もそのことを反映している．

5 色々なスピノール
この Sectionでは，スピン幾何学の一つの方向として，ツイスタースピノールと
キリングスピノールについて学ぶ．かなり，マニアックな話である．この Section

の話は，スピン幾何入門編というより，スピン幾何マニアック編である．
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5.1 キリングスピノール

5.1.1 定義

Friedrichによる固有値評価（定理 4.20）において，等号が成立するスピノールが
存在した場合を考えてみる．そのスピノール φ ∈ ker T に入るのでツイスタースピ
ノールであるが，さらに強い条件を満たすことがわかる．

κ0 := minx∈M κ(x)とすればD2φ = n
4(n−1)

κ0φであるので

Dφ = ±
√

n

4(n− 1)
κ0 φ

となるので，φ ∈ ker T とあわせれば

∇Xφ = ±
√

1

4n(n− 1)
κ0 X · φ ∀X

となる（下でみるようにこのようなスピノールが存在すればM は正スカラー曲率
をもつアインシュタイン多様体になる．よって κ0 = κ）．そこで次のようなスピ
ノールを定義する．

Definition 5.1. 次の条件を満たすスピノール φ ∈ Γ(S)をキリングスピノールと
よぶ：ある定数 µ ∈ Cが存在して

∇Xφ = µX · φ ∀X

を満たす．
またこのとき定数 µをキリング数とよぶ．

Remark 5.1. より一般的に，（複素数値）関数 f に対して，∇Xφ + f
n
X · φ = 0を満

たすスピノールを考えることができる．Ref 6≡ 0の場合には，f が実定数であり，
φが実キリングスピノールになってしまう（後述．proposition 5.32）．よって，一
般化するにしても f を純虚数値の関数とすることになる．

Example 5.1. Friedrichの固有値評価において等号をみたすスピノールはキリング
スピノールである．

Example 5.2. Hijazi固有値評価において，等号が成立するスピノールはキリング
スピノールである．また，そのようなスピノールがあるなら，Friedrich固有値の
場合の等号が成立．

Proof. Hijazi固有値評価の証明を思い出せば，等号が成立するには，スピノール
φが，D′φ′ = λe−σφ′, T ′φ′ = 0を満たすときである．ここで「′」は共形変形した
計量に対するものであることを意味する．そこで，

∇′
Xφ′ +

λe−σ

n
X ·′ φ′ = 0 X ∈ X(M)
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が簡単にわかる．上の Remarkから．λ 6= 0なら，λe−σ は定数である．よって σ

は定数となる．これより φがキリングスピノールであることがわかる．また，σが
定数なら，κ′e2σ = κとなるので，

λ2 =
n

4(n− 1)
inf
M

κ′e2σ =
n

4(n− 1)
inf
M

κ

となる．
また λ = 0の場合には，φ′が (M, g′)上の平行スピノールである． ¥

固有値評価において，「等号が成立する多様体を分類せよ」という問題は微分幾
何において自然である．そこで，今の場合は「キリングスピノールをもつスピン多
様体を分類せよ」とう問題になる．この問題は Friedrichらドイツスピン幾何一派
や Liechnerowiczなどが研究し始めたことで，この問題は，N. Hitchin, M. Wang

（平行スピノール [10], [16], [17]），C. Bär（実キリングスピノール [2]），H. Baum

（純虚キリングスピノール [4]）により解かれる．H. Baumの結果は純虚数値関数
キリングスピノールの分類へと一般化され，これもH. B. Rademacherにより分類
されている（[14]）．C. Bärの結果は単連結の仮定をおくので，完全に分類された
というわけではないが，それ以上やっても，目新しい結果が生まれないであろう．
また，スピンｃの場合への一般化もある（Herzlich and Morianu）．
キリングスピノールについて，いくつか基本的な事実を述べよう．

Proposition 5.1. キリングスピノールはツイスタースピノールである．

Proof.

Dφ =
∑

ei∇ei
φ =

∑
eiµeiφ = −nµφ

となる．よって

∇Xφ +
1

n
XDφ = µXφ− µXφ = 0

となるので φ ∈ ker T となる． ¥

Proposition 5.2. Mを偶数次元スピン多様体として，φをキリング数µのキリン
グスピノールとする．このとき φ = φ+ + φ−とすれば，φ̃ = φ+ − φ−はキリング
数−µのキリングスピノールである．

Proof. ∇Xφ± = µXφ∓であるので∇X(φ+ − φ−) = µXφ− − µXφ+ = −µX(φ+ −
φ−)となる． ¥

Remark 5.2. 上の命題における φ±はツイスタースピノールであるが，キリングス
ピノールではない（ただし µ 6= 0）．

次の命題はキリングスピノールという名前の由来である（一般的なことをSection

7.6で述べる）．
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Proposition 5.3. キリング数が実数のキリングスピノール ψに対して,

V ψ =
√−1

∑
(eiψ, ψ)ei

はキリングベクトル場である.

Proof. まず．V ψは

V ψ = −√−1
∑

(ψ, eiψ)ei =
√−1

∑
(eiψ, ψ)ei = V ψ

となるので，実ベクトル場である．
ある点 xの近傍の局所直交フレームで (∇ei)x = 0を満たすものをとる.

∇XV ψ =
√−1

∑
(ei∇Xψ, ψ)ei +

√−1
∑

(eiψ,∇Xψ)ei

=
√−1µ(

∑
(eiXψ, ψ)ei +

∑
(eiψ,Xψ)ei)

=
√−1µ

∑
((eiX −Xei)ψ, ψ)ei

（ここで µが実数であることを使っていることに注意）．よって

g(∇XV ψ, Y ) =
√−1µ((Y X −XY )ψ, ψ)

となる.とくに g(∇XV ψ, Y )はX,Y について交代である.よってキリングベクトル
になる.（キリングベクトル場についの詳細は Secion 7の共形キリングベクトル場
の章をみよ）． ¥

次の補題は重要である．

Lemma 5.4. (M, g)を連結スピン多様体として，恒等的に零でないキリングスピ
ノールをもつとする．このときキリングスピノールにはゼロ点がない．
また，キリングスピノールの一点での値が定まれば，他の点での値も定まる．

Remark 5.3. ツイスタースピノールには零点がある（後述）．

Proof. φをキリングスピノールとする．点 xで φ(x) = 0とする．γ(t)を xを通る
任意の曲線とすれば，

∇γ′(t)φ(γ(t)) = µγ′(t)φ(γ(t))

となる．そこで φ(γ(0)) = φ(x) = 0とすれば，常微分方程式の解の存在と一意性
から γ(t)上で φ = 0となる．M 連結なので，恒等的に φ = 0となるので矛盾．
同様に，解の存在と一意性から，キリングスピノール φの一点での値が定まれ
ば，任意の点での値が定まる．（もちろんキリング数の値が異なれば方程式は変わ
ることに注意）． ¥

Remark 5.4. 上の補題の別証明：∇′
X := ∇X − µXとすれば，これはスピノール束

上の接続になる．そして，キリング数が µのキリングスピノールはこの接続に対
して平行切断となる．平行切断は一点の値で定まるのであった．
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5.1.2 色々なスピノール

次の定理によりキリングスピノールの考察は三つに場合わけされる．

Theorem 5.5. (M, g)を連結スピン多様体で，キリングスピノールを持つとし，
そのキリング数を µと書く．

1. M はアインシュタイン空間である．

2. M のスカラー曲率は定数となるが，

µ2 =
1

4

1

n(n− 1)
κ

特に，キリング数 µは実数または純虚数である．またキリング数 µのキリン
グスピノールが存在したとき，他のキリングスピノールのキリング数は±µ

となる．

そこで次の三つの場合が考えられる

1. キリング数が実で零でないとき：このときキリングスピノールを実キリング
スピノールと呼ぶ．このときM が完備とすれば，M はアインシュタイン空
間でスカラー曲率は正．そしてM はコンパクト．また，このときキリング
スピノールは固有値が±1

2

√
n

n−1
κの固有スピノールである．またキリングス

ピノールを φとすれば，〈φ, φ〉は定数．

2. キリング数が純虚数の場合：このときキリングスピノールを虚キリングスピ
ノールと呼ぶ．このときMはアインシュタイン空間でスカラー曲率が負．そ
してMは非コンパクト．またキリングスピノールを φとすれば，〈φ, φ〉は零
点のない定数でない関数．

3. キリング数が零：このときキリングスピノールは平行スピノールである．M

はリッチ平坦になる．

この定理を証明するために補題を用意する．

Lemma 5.6. ψ ∈ Wnをスピノールとしてψ 6= 0とする. u, v ∈ Rnに対して, もし

(u + iv)ψ = 0

なら,

|u| = |v|, 〈u, v〉 = 0

が成り立つ．
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Proof.

0 = (u + iv)(u + iv)φ = 〈u, u〉φ− 〈v, v〉φ− 2i〈u, v〉φ
となる．φ 6= 0であるので，|u| = |v|と 〈u, v〉 = 0がわかる． ¥

Proof of Theorem. キリングスピノールφに対して，∇X∇Y φ = µ(∇XY )·φ+µ2X ·
Y · φとなる．よって

R∆(X, Y )φ = µ2(XY − Y X)φ

そこで (4.3)を使って
∑

eiR∆(X, ei)φ = µ2ei(eiX −Xei)φ = 2(1− n)µ2Xφ = −1

2
Ric(X)φ

よって，(Ric(X)− 4(n− 1)µ2X)φ = 0となる．そこで

0 =
∑

ei(Ric(ei)− 4(n− 1)µ2ei)φ = (−κ + 4n(n− 1)µ2)φ

となり，補題 5.4からキリングスピノールには零点がなかったので，

µ2 =
1

4

1

n(n− 1)
κ

が成立する．特に κは定数となり κは実なので µは実数か純虚数になる．
µは実数か純虚数なので (Ric(X)−4(n−1)µ2X)φ = 0と補題 5.6より |Ric(X)−

4(n − 1)µ2X| = 0となりRic(X) = 4(n − 1)µ2X を得る．よってリッチ曲率が定
数となり．M はアインシュタイン多様体になる．また，µ = 0の場合（平行スピ
ノールが存在）ならRic = 0となる．

µ 6= 0かつ µが実の場合には，M が完備を仮定すれば，リッチ曲率が正の定数
（よって正の定数で下から一様に抑えらている）なのでマイヤースの定理 (命題 2.2

) から多様体はコンパクトでなければならない．また，

Dφ = −nµφ = ∓1

2

√
n

(n− 1)
κ

となる．これは Friedrichの固有値評価で等号が成立する多様体である．
次に µ 6= 0で µが純虚数 µ = ibの場合を考える．このときスカラー曲率は負の

アインシュタイン多様体になる．M がコンパクトと仮定する．D2φ = −n2b2φと
なるが，D2は非負の作用素であったので φ = 0となってしまう．よってM は非
コンパクトでなければならない．
キリングスピノール φを考える．このとき

X〈φ, φ〉 = 〈∇Xφ, φ〉+ 〈φ,∇Xφ〉 = (µ− µ̄)〈X · φ, φ〉
となる．よって，µが実数なら，X〈φ, φ〉 = 0であり，〈φ, φ〉は定数．µが虚数 ibと
すれば，X〈φ, φ〉 = 2ib〈X · φ, φ〉となる．φに零点はないので，〈φ, φ〉は非定数の
零点がない関数である． ¥
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Remark 5.5. 上の定理から，Friedrich固有値評価において，等号が成立する多様
体があるなら，アインシュタイン多様体であり，実キリングスピノールをもつこ
とがわかった．逆に，実キリングスピノールをもつ多様体を考えると，固有値評
価で等号が成立する．よって，「等号が成立する多様体の分類」と「実キリング
スピノールをもつ多様体の分類」が同じことになる．

上の定理の証明からわかるように，２次元に場合を考えても，リッチテンソル
が定数であることがわかる．よって，

Corollary 5.7. ２次元スピン多様体上にキリングスピノールがあれば，定曲率空
間である．

Corollary 5.8. (M, g)を平行スピノールをもつスピン多様体とする．このときM

はリッチ平坦となる．また (M, g)を 3次元スピン多様体とし，平行スピノールを
持てば，M はリーマン多様体として平坦になる．

Proof. 最初の主張はすでに証明した．また，３次元スピン多様体において，リッ
チ平坦ならリーマン曲率が零である． ¥

Corollary 5.9. ３次元スピン多様体がキリングスピノールを持てば，定曲率空間
である．

Proof. アインシュタイン多様体なので，リッチ曲率が定数である．３次元ならリー
マン曲率はリッチテンソルのみで定まるので，定曲率空間になる． ¥

今までの議論で，次のようなスピノールがでてきた

1. 平行スピノール．∇φ = 0．多様体はリッチ平坦．

2. 調和スピノール．Dφ = 0．

3. ツイスタースピノール．Tφ = 0（∇Xφ + 1
n
XDφ = 0）．

4. 実キリングスピノール．∇Xφ = µX · φ（µ ∈ R）．

5. 虚キリングスピノール．∇Xφ = µX · φ（µ ∈ √−1R）．

これらの関係は次のようになる．

78



調和スピノールツイスタースピノール

キリングスピノール（実）
平行スピノール（零キリング）

キリングスピノール（純虚）

Remark 5.6. 上で挙げたスピノールの他にも，純スピノールおよび平行純スピノー
ルとよばれるものもある．これは４次元ツイスター理論の一般化に使用するもで
ある（see [13]）．これは，四元数ケーラーへの一般化とは異なる．また，４次元
ツイスター理論の一般化はその他にもある（不定値計量への一般化や，表現論的
な一般化など）．

また，キリング数 µのキリングスピノールをもつ場合には，他のキリングスピ
ノールは存在したとしても±µのキリング数をもつ．また，計量を g → ag（a > 0,

a定数）と変形すれば，実キリング数なら±1/2, 虚キリングス数は±√−11/2と
なる．そこで，

Definition 5.2. 上のように正規化したとき，±1/2（resp. ±√−11/2）をキリン
グ数とするキリングスピノールの空間をK±とする．このとき，K±はベクトル空
間であり，K+ ⊕ K− ⊂ ker T となる．多様体の次元が偶数なら dimK+ = dimK−
となる．

キリング数 1/2の実キリングスピノール φをもつ場合を考える．n 6≡ 3 mod 4

の場合には，クリフォード作用と反可換な実構造または四元数構造 J が定義でき
た．そこで，Jφはキリング数−1/2の実キリングスピノールである．同様に，キ
リング数

√−11
2
の虚キリングスピノール φをもつ場合を考える．n 6≡ 1 mod 4の

場合には，クリフォード作用と可換な実構造または四元数構造 Jが定義できた．こ
のとき Jφはキリング数−√−11

2
の虚キリングスピノールである．よって

Proposition 5.10. 実キリングスピノールをもつ n次元スピン多様体を考える．
このとき n 6≡ 3 mod 4なら dimK+ = dimK−となる．また虚キリングスピノー
ルをもつ n次元スピン多様体を考えると，n 6≡ 1 mod 4なら，dimK+ = dimK−
となる．
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さて，補題 5.4を思い出そう．キリングスピノールは一点での値で定まるので
あった．キリング数が 1/2の方程式の解はファイバーの次元しかない．−1/2の場
合も同様である．よって．dimK± ≤ 2[n/2]となることがわかる．

Proposition 5.11. dimK± ≤ 2[n/2]である．

Remark 5.7. Ric ≡ 0となるスピン多様体があっても,その多様体が平行スピノー
ルをもつとは限らない.反例を挙げる.

X4 = {(x1, · · · , x4) ∈ R4|x1 > 0, 0 < x2 < π} ⊂ R4

これは可縮なのでスピン構造が唯一つはいる．計量を

ds2 =
x1

x1 + c
dx2

1 + x2
1dx2

2 + x1 sin2 x2dx2
3 +

x1 + c

x1

dx2
4

(c > 0)で入れればリッチ平坦であるが平行スピノールは存在しない．もちろん，
平坦な計量を入れれば，リッチ平坦であり，平行スピノールは存在する．このよ
うに，特殊なスピノールの存在は一般には計量に依存している．

Remark 5.8. トーラスT n上にはスピン構造がたくさん存在する（H1(M,Z) = Zn）
自明なスピン構造をとって，定数スピノールを考えれば，それは平行スピノール
になる．しかし，自明でないスピノールをとった場合には，平行スピノールは存
在しない．このように，上で述べた特殊なスピノールは一般にスピン構造依存し
ていることに注意する．

5.2 ツイスタースピノール

ツイスタースピノールをもう少し調べてみる．

5.2.1 ツイスタースピノールの有限次元性

Lemma 5.12. ψをツイスタースピノールとする.このとき

∇X(Dψ) =
n

2(n− 2)
(

κ

2(n− 1)
X −Ric(X))ψ (5.1)

Proof. ツイスター方程式∇Xψ + 1
n
XDψ = 0（Xは任意）を一階微分して,

∇ei
∇Xψ +

1

n
(∇ei

X)Dψ +
1

n
X∇ei

(Dψ) = 0

∇X∇ei
ψ +

1

n
(∇Xei)Dψ +

1

n
ei∇X(Dψ) = 0

よって

R∆(X, ei)ψ +
1

n
ei∇X(Dψ)− 1

n
X∇ei

(Dψ) = 0.
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さらに ei をかけて和をとれば，(4.3)および最適ボホナーワイゼンベック公式を
使って，

∑
eiR∆(X, ei)ψ = ∇X(Dψ)− 1

n
XD2ψ − 2

n
∇X(Dψ),

−1

2
Ric(X)ψ =

n− 2

n
∇X(Dψ)− 1

n
X(

n

4(n− 1)
κψ)

¥

さて

K(X) :=
1

n− 2
(

κ

2(n− 1)
X −Ric(X)) (5.2)

とする．K(X) : TM → TM というテンソルである．

Remark 5.9. このK(X)は 3次元リーマン多様体の共形平坦性のときなどに現れ
るテンソルである．３次元の場合には共形ワイルテンソルがないが，共形平坦で
あるための必要十分条件は

(∇XK)(Y )− (∇Y K)(X) = 0, ∀X, Y

となる．

これを用いてスピノール束の直和 S⊕ S上に新しい共変微分を次で定義する．

∇s
X :=

(
∇X

1
n
X·

−n
2
K(X)· ∇X

)
(5.3)

と定義する（共変微分であることは演習問題）．

Lemma 5.13. ψをツイスタースピノールとすると，(ψ, Dψ) ∈ Γ(S⊕S)は∇s-平
行である．逆に∇s-平行なスピノールは (ψ, Dψ)と書け，ψはツイスタースピノー
ルになる．

Proof.
(

∇X
1
n
X

−n
2
K(X) ∇X

)(
ψ

Dψ

)
=

(
∇Xψ + 1

n
XDψ

−n
2
K(X)ψ +∇XDψ

)
= 0

となる．
逆を証明する．(φ, ψ)を∇s-平行とすると，

∇Xφ +
1

n
Xψ = 0, −n

2
K(X)φ +∇Xψ = 0

となる．よって，

Dφ =
∑

ei∇ei
φ =

∑
i

1

n
eieiψ = ψ

となる．よって，φはツイスタースピノールである． ¥
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Theorem 5.14 (有限次元性). n ≥ 3として，Mをn次元スピン多様体とする．こ
のときツイスタースピノールの空間 ker T は有限次元である．dim ker T ≤ 2[n/2]+1．
ここで多様体はコンパクトでなくてもよいことに注意する．

Proof. ∇s-平行な切断は一点での値で定まる．そこでファイバーの次元を数えれば
よいので，dim ker T ≤ 2[n/2]+1となる． ¥

次の系は (φ,Dφ)が平行であることから従う．

Corollary 5.15. ψをツイスタースピノールとする．ある点xでのψ(x)と (Dψ)(x)

が定まれば，任意の点での値が定まる．特に，ある点 xで ψ(x) = 0, Dψ(x) = 0

を満たすなら ψ ≡ 0である．

5.2.2 ２次元の場合

上の計算では多様体の次元が二次元の時にK(X)が定義できない．二次元の場
合は別で考える．Mを二次元スピン多様体として，{e1, e2}を正規直交フレームと
する．φ = φ+ + φ− ∈ Γ(S+ ⊕ S−)をツイスタースピノールとすれば，ツイスター
方程式は

∇e1φ +
1

2
e1(e1∇e1 + e2∇e2)φ =

1

2
(∇e1 + e1e2∇e2)φ = 0

∇e2φ +
1

2
e2(e1∇e1 + e2∇e2)φ =

1

2
(∇e2 + e2e1∇e1)φ = 0

となるので，ツイスタースピノールであるための必要十分条件は

(e1∇e1 − e2∇e2)φ = 0 ( ⇐⇒ (∇e1 + e1e2∇e2)φ± = 0)

である．同様に調和スピノールであるための必要十分条件は

(e1∇e1 + e2∇e2)φ = 0 ( ⇐⇒ (∇e1 − e1e2∇e2)φ± = 0)

となる．
もう少しわかりやすく書き換えてみる．体積要素を

ω = ie1e2 =

(
1 0

0 −1

)

となるとする．つまり ωは S±に±1で作用するとする．このとき，調和スピノー
ルの方程式（ディラック方程式）は，

(∇e1 − e1e2∇e2)φ± = (∇e1 ±
√−1∇e2)φ± = ∇e1 ±

√−1∇e2φ± = 0
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となり，ツイスター方程式は

(∇e1 + e1e2∇e2)φ± = (∇e1 ∓
√−1∇e2)φ± = ∇e1 ∓

√−1∇e2φ± = 0

となる．よって，

φ ∈ ker D ⇐⇒ ∇∂/∂z̄φ+ = 0, ∇∂/∂zφ− = 0

φ ∈ ker T ⇐⇒ ∇∂/∂zφ+ = 0, ∇∂/∂z̄φ− = 0

となり，ほとんど同じ方程式となるのである．具体的に対応させるには，スピノー
ル束上の実または四元数構造 J を用いる．この J は，スピノール束上の複素歪線
形写像であり，クリフォード作用と可換なものである（反可換なものを入れること
もできる）．また，J : S± → S∓となるのであった．例えば，φ+ ∈ ker D+ ⊂ ker D

とすれば，
∇∂/∂zJφ+ = J∇∂/∂z̄φ+ = 0

となるので，Jφ+ ∈ ker T− ⊂ ker T となる．以上から，

Proposition 5.16. 二次元スピン多様体上で，複素歪線形同型 J : S → Sにより，
J : ker D → ker T は同型である（ker D± ' ker T∓）．

Remark 5.10. ベクトル束の対応を見れば，

S± ⊗ T ∗(M) = S± ⊗ (Λ1,0 ⊕ Λ0,1) = (S± ⊗ Λ1,0)⊕ (S± ⊗ Λ0,1)

となる．この対応をみても，ツイスター作用素とディラック作用素が複素共役の
関係にあることがわかるであろう．

このように，ツイスタースピノールを考えたければ，調和スピノールを考えれ
ばよい．
さて，例えば R2 = Cを考えると，正則関数 f(z)を与えれば，f(z) ∈ ker T と
なることがわかる．つまり，C上で，

ker T = {正則関数 } ⊕ {歪正則関数 } = ker D

となる．この例をみてわかるように，二次元の場合には，ker T は有限次元とは限
らない．もちろん，コンパクトなら T ∗T もDも楕円型なので，ker T , ker Dは有
限次元になる．
そこで，以下，ツイスタースピノールを考える場合には，多様体の次元が３以
上と仮定して話を進める．
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5.2.3 例：ユークリッド空間上ツイスタースピノール

Example 5.3. ユークリッド空間M = Rnを考える．φ : M → Wnを定数スピノー
ルとする．これは平行スピノールであるのでツイスタースピノールである．また，
x ∈ Rnに対してX =

∑
xieiとして，

φ′(x) := X · φ =
∑

xieiφ

を考える．このとき，

∇ei
φ′ =

∂

∂xi

(
∑

xjejφ) = eiφ,
1

n
eiDφ′ =

1

n
ei

∑

k

ek
∂

∂xk

(
∑

j

xjejφ) = −eiφ

となるので φ′(x)はツイスタースピノールである（これはキリングスピノールでは
ないことに注意する）．よって，dim ker∇ = 2[n/2]であり，dim ker T = 2[n/2]+1と
なる．そして上で上げたもの以外にはツイスタースピノールは存在しない．また，
Rn上のツイスタースピノールの零点は高々一点である．

5.2.4 例：球面上のキリングスピノール

Example 5.4. 球面 (Sn, g)を考える．ここで gは標準的な計量とする．Nを北極と
して，Sn \N は立体射影によりRnと共形同値である．実際，計量は

g = e2σg0 =
4

(1 + |x|2)2
g0, g0 =

∑
dx2

i

となる．Section 4.3を参考にして，正規直交基底の対応は，

e′i =
1 + |x|2

2
ei = e−σei

となる．また，grad eσ = eσgradσであるので，

gradσ = −eσ
∑

xiei

となる．共変微分の対応を書けば，

∇′
e′i
Ψ = Ψ{e−σ∇ei

+
1

4
(−x · ei ·+ei · x·)}

となる．
Sn \ Sの座標を yを使えば (Sは南極），y = x/|x|2となる．そこで正規直交基
底の変換は

1 + |x|2
2

∂

∂xi

=
1 + |y|2

2

∂

∂yi

− 2yi

|y|
∑

j

yj

|y|
1 + |y|2

2

∂

∂yj
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となる．しかし，立体射影の定義からわかるように，y = x/|x|2という変換関数は
向きを逆にすることがわかる．実際，上の変換の行列式を計算すると−1となる．

e1
e2

e1

e2

そこでスピノール束の変換行列もPin(n)に値を持つようにする．その推移関数
は x

|x| ·である．実際，捩れ随伴表現を使えば，

− x

|x|ei(
x

|x|)
−1 =

x

|x|ei
x

|x| = ei − 2xix = ei − 2
yi

|y|
∑

j

yj

|y|ej

となり，先ほどの正規直交基底の変換を得る．
さて，ツイスター作用素は共形共変一階微分作用素であったので，Rnのツイス
タースピノールを φとすれば，eσ/2φは Sn \N 上のツイスタースピノールになる．
そこで，u, vをRn上の定数スピノールとして，

U(x) =
u + x · v√

1 + |x|2

が Sn \N 上のツイスタースピノールである．また x →∞として有界である．別
の言い方をすれば，Sn \ Sの座標 yを使えば，

x

|x|U(y) =
y

|y|U(y) =
y

|y|
|y|u + y

|y| · v√
1 + |y|2 =

y · u− v√
1 + |y|2

となるので，y = 0で定義できるのである．よって，Sn全体で定義できることに
なる．
さて，

∇′
e′i
Ψ(U) = Ψ(e−σ∇ei

U +
1

2
ei · x · U +

1

2
xiU) = Ψ(

1

2

1√
1 + |x|2 ei(xu + v))
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となる．そこで，v = ±uとすれば，

∇′
e′i
Ψ(U) = ±1

2
e′i ·Ψ(U)

となりキリング数が±1/2のキリングスピノールになる（Sn \Sでも同様の計算が
成立．ただし，変な自明化をしてるから符合がかわるけど）．
標準球面（半径１）のスカラー曲率は κ = n(n − 1)であるので，φをキリング
数が±1/2のキリングスピノールとすれば，

Dφ = −nµφ = ∓n

2
φ

となる．一方 Friedrich固有値評価よれば，球面上のディラック作用素の固有値 λ

は

λ2 ≥ n

4(n− 1)
min

x
κ(x) =

n2

4

をみたす．この等号を成立させる固有スピノールが上で挙げたキリングスピノー
ルである．また，他に等号を成立させる固有スピノールがあるとすると，キリング
スピノールになってしまうが dimK+ + dimK− ≤ 2[n/2]+1であることに矛盾する．

Proposition 5.17. 標準球面 Sn上で，キリング数が±1/2のキリングスピノール
全体の空間をK±とすれば，dimK± = 2[n/2]となる．よって，dimK+ + dimK− =

2[n/2]+1．また，これら以外に独立なツイスタースピノールは存在しない．
これらのキリングスピノールに対して，Friedrich固有値評価において等号が
成立する．そして，D2の最小固有値は n2/4であり，重複度は 2[n/2]+1となる．

このように，Friedrich固有値評価が sharpであることがわかった．ただし，等
号が成立する多様体は球面だけに限らないことに注意する．

Remark 5.11. 球面は実キリングスピノールをもつスピン多様体の中で，かなり特
別であることを見ておく．
一般の完備連結スピン多様体M を考える．M 上に実キリングスピノールでキ
リング数が µ 6= 0および−µであるものがあると仮定する（よってM はコンパク
トアインシュタインスピン多様体）．それぞれのキリングスピノールを φ, ψとし
ておく．このとき，

∇Xφ = µXφ, ∇Xψ = −µXφ,

が成立した．また，D2 = ∇∗∇+ κ/4 = ∇∗∇+ n(n− 1)µ2より．

n2µ2φ = D2φ = ∇∗∇φ + n(n− 1)µ2φ

となるので，∇∗∇φ = nµ2φ = κ
4(n−1)

φ が成立する．さて，M 上の関数 f = 〈φ, ψ〉
を考える．(∇ei)x = 0なる正規直交フレームをとって，

∆f = ∇∗∇f = −
∑

∇ei
∇ei

f

=〈∇∗∇φ, ψ〉+ 〈∇∗∇ψ〉 − 2
∑

〈∇ei
φ,∇ei

ψ〉
=

κ

2(n− 1)
〈φ, ψ〉+

κ

2(n− 1)
〈φ, ψ〉 =

κ

n− 1
f
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が成立する．つまり f はラプラシアンの固有値である．さて，Section 7で見るよ
うに，コンパクトリーマン多様体がRic ≥ (n − 1)r > 0を満たせば，定数関数以
外の固有関数の固有値は λ ≥ nr > 0を満たす．更に，小畠の定理から等号が成立
すれば，球面になってしまう．よって，今の場合に当てはめると，f は等号を満た
す固有関数であるので，M が球面でなければ，f = 0となる．よって，

Proposition 5.18. M を完備連結スピン多様体で，球面の等長同型でないとする．
このときφ, ψをキリング数がµ, −µの実キリングスピノールとすれば，〈φ, ψ〉 ≡ 0

（各点で零）となる．

Remark 5.12. Bär により，コンパクトスピン多様体上で，dimK+ = 2[n/2]なら，
M は球面か実射影空間であることが知られている（ただし，実射影空間の場合は
n = 3 mod 4）[3]．また，偶数次元で次元が６以外の場合には，実キリングスピ
ノールをもつなら球面となることが知られている [2]（後でもう少し詳しく述べる）．

5.2.5 例：双曲空間上のキリングスピノール

双曲空間Hnという双曲空間をRn内の開球とみなす．このとき計量は

g =
4

(1− |x|2)2
g0, g0 =

∑
dx2

i

となる．球面の場合とまったく同様のことをする（ただし，張り合わせは必要な
い）．正規直交基底の対応は，

e′i =
1− |x|2

2
ei = e−σei

となる．また，gradeσ = eσgradσであるので，

gradσ = eσ
∑

xiei

となる．共変微分の対応を書けば，

∇′
e′i
Ψ = Ψ{e−σ∇ei

+
1

4
(x · ei · −ei · x·)}

となる．このとき，u, vを定数スピノールとすれば，

U(x) =
u + xv√
1− |x|2

はHn上のスピノールになる．

∇′
e′i
Ψ(U) = Ψ(e−σ∇ei

U − 1

2
ei · x · U − 1

2
xiU) = Ψ(

1

2

1√
1− |x|2 ei(−xu + v))

そこで，v = ±√−1uとすれば，

∇′
e′i
Ψ(U) = ±√−1

1

2
e′iΨ(U)

となる．
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Proposition 5.19. 双曲空間Hn上にはキリング数±√−1/2のキリングスピノー
ルの空間をK±とすれば，dimK± = 2[n/2]となる．また，それら以外には独立な
ツイスタースピノール（よってキリングスピノールも）は存在しない．

5.2.6 ツイスタースピノールの零点

次にツイスタースピノールの零点について考える．

Proposition 5.20. 恒等的に零でないツイスタースピノールのゼロ点の集合

Zφ = {x ∈ M |φ(x) = 0} (5.4)

は孤立点である．

Proof. M 上の関数 |φ|2 = 〈φ, φ〉を考える．まず，

grad|φ|2 =
∑

∇ei
〈φ, φ〉ei =

∑
〈∇ei

φ, φ〉ei+〈φ,∇ei
φ〉ei = − 1

n

∑
(〈eiDφ, φ〉+〈φ, eiDφ〉)ei

が成立．そこで点 xで φ(x) = 0とすると，xは |φ|2の臨界点である．ゼロ点での
ヘシアンを計算しよう．

(XY |φ|2)(x)

=〈∇Y∇Xφ, φ〉+ 〈∇Xφ,∇Y φ〉+ 〈∇Y φ,∇Xφ〉+ 〈φ,∇Y∇Xφ〉
=

1

n2
{〈XDφ, Y Dφ〉(x) + 〈Y Dφ, XDφ〉(x)}

=
2

n2
g(X, Y )|Dφ(x)|2

となるので,関数 |φ|2のゼロ点 xでのヘシアンは

Hessx|φ|2(X, Y ) =
2

n2
(X,Y )|Dφ(x)|2

となる．そこで系 5.15より，Dφ(x) = 0なら φ ≡ 0となってしまうので仮定に反
する．よって，ゼロ点においてDφ(x) 6= 0としてよいので，ヘシアンは非退化で
ある．つまり，φのゼロ点は関数 |φ|2の非退化な臨界点の集合に含まれる．よって
孤立点である. ¥

Remark 5.13. ツイスタースピノールの零点については，もうすこしいろいろなこ
とが知られている [5]．
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5.2.7 ツイスタースピノールと共形ワイルテンソル

さて，ツイスタースピノールと共形ワイルテンソルとの関係を見ていこう．そ
こで (5.3)における∇sの曲率を計算したいのであるが，リーマン曲率テンソルに
関する補題をいくつか必要とする．

Lemma 5.21. 式 (5.2)のKをKijとテンソル表示すれば，

Kij =
1

n− 2
(

κ

2(n− 1)
δij −Rij) = Eij − κ

2n(n− 1)
δij

となるが，このとき

Wijkl = Rijkl − δjlKik − δikKjl + δjkKil + δilKjk

が成立するので，

1

4

∑

k,l

Wijklekel =
1

4
(
∑

k,l

Rijklekel) +
1

2
(
∑

k,l

Kilejel + Kjlelei) + Kij

Proof. 直接計算すればよい． ¥

Lemma 5.22. 共形ワイルテンソルの発散を δW = −∑∇iWijklとする．

δW = −
∑

i

∇iWijkl = (n− 3)(∇lKkj −∇kKlj)

となる．特に n ≥ 4なら，δW = 0と (∇XK)(Y )− (∇Y K)(X) = 0（∀X, Y）は同
値である．

Proof. 第二ビアンキ恒等式を縮約すればよい．面倒だけど直接計算なので演習問
題． ¥

Remark 5.14. n ≥ 4のとき，W = 0なら∇lKkj −∇kKlj = 0を得る．一方 n = 3

のときは，W = 0であったとしても，上の式から∇lKkj −∇kKlj = 0を導けない．
実際，∇lKkj −∇kKlj = 0であることが３次元多様体M が共形平坦であることが
同値である．またアインシュタイン多様体ならKは定数になるが，アインシュタ
イン多様体上では δW = 0を得る．その意味で δW = 0を満たす多様体をアイン
シュタイン多様体の一般化とみなすこともある．

さて，∇sの曲率を計算しよう．
( ∇X

1
nX

−n
2 K(X) ∇X

)( ∇Y
1
nY

−n
2 K(Y ) ∇Y

)
−

( ∇Y
1
nY

−n
2 K(Y ) ∇Y

)( ∇X
1
nX

−n
2 K(X) ∇X

)

−
( ∇[X,Y ]

1
n [X,Y ]

−n
2 K([X, Y ]) ∇[X,Y ]

)
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を計算すると，R∆(X, Y )φ = 1
2
R(X,Y )φに注意すれば，

R∆(X, Y )− 1

2
XK(Y ) +

1

2
Y K(X) =

1

2
W (X,Y )·, (1,1)成分

1

n
(∇XY + X∇Y −∇Y X − Y∇X − [X,Y ]) = 0, (1,2)成分

− n

2
(K(X)∇Y +∇XK(Y )−K(Y )∇X −∇Y K(X)−K([X,Y ]))

=
n

2
((∇Y K)(X)− (∇XK)(Y )), (2,1)成分

− 1

2
(K(X)Y −K(Y )X) + R∆(X, Y ) =

1

2
W (X,Y )·, (2,2)成分

となる．よって，φをツイスタースピノールとして，(φ, Dφ)が∇s-平行であるこ
とから，

Rs(X, Y )

(
φ

Dφ

)
= 0

であるので，次が成立する．

Proposition 5.23 (ツイスタースピノールと共形ワイルテンソル). φをツイスター
スピノールとすれば，

W (X,Y ) · φ = 0, W (X,Y )Dφ + n((∇Y K)(X)− (∇XK)(Y ))φ = 0

が成立する．さらに n ≥ 4かつ δW = 0ならW (X,Y )Dφ = 0を得る．

いくつか応用を挙げる．３次元多様体が平行スピノールを持てば，平坦である
ことは証明した．また，キリングスピノールをもてば定曲率空間であった．次は，
その中間にある命題である．

Corollary 5.24. 連結３次元リーマン多様体がツイスタースピノールを持つなら，
共形平坦である．

Proof. ３次元ならW = 0であるので，((∇Y K)(X) − (∇XK)(Y ))φ = 0を得る．
φ(x) 6= 0となる点で |(∇Y K)(X)− (∇XK)(Y )| = 0を得る．よって，(∇Y K)(X)−
(∇XK)(Y ) = 0となる．またゼロ点の集合は孤立点であったので，(∇Y K)(X) −
(∇XK)(Y ) = 0はM の稠密な集合上で成立する．よってM 全体で (∇Y K)(X)−
(∇XK)(Y ) = 0を得る．この式はMが共形平坦であることと同値であった．（正確
には，局所的共形平坦）． ¥

∇R = 0をみたす多様体を局所対称空間というが，∇W = 0をみたすときは共
形対称とよぶ．また共形対称なら δW = 0である．

Corollary 5.25. 共形対称なリーマン多様体を考える．ツイスタースピノール φ

が存在して，Dφの零点が孤立点のみと仮定すれば，W = 0となる．つまり共形
平坦多様体である．
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Proof. φをツイスタースピノールとする．

(∇ZW )(X, Y ) · φ = ∇Z(W (X, Y )) · φ−W (∇ZX, Y )φ−W (X,∇XY ) · φ
=∇Z(W (X, Y ) · φ)−W (X, Y )∇Zφ

=
1

n
W (X, Y ) · Z ·Dφ

となる．そこで，2-form W (X, Y )に対して，

W (X, Y )·Z = Z∧W (X, Y )+ι(Z)W (X, Y ) （交代形式への右クリフォード作用）

であり．交代形式のスピノールへの作用を考えると，

(Z ∧W (X, Y ) + ι(Z)W (X, Y )) = Z ·W (X,Y ) + 2(ι(Z)W (X, Y ))·

となる．よって，

(∇ZW )(X,Y )φ =
1

n
(Z ·W (X,Y ) ·Dφ + 2(ι(Z)W (X, Y )) ·Dφ)

となる．
さて∇W = 0という仮定すると，δW = 0であり，W (X, Y )Dφ = 0を得る．よっ
て，上の式は，ι(Z)W (X, Y )·Dφ = 0となる．Dφの零点以外で，ι(Z)W (X,Y ) = 0．
よってW = 0を得る．Dφのゼロ点は孤立していると仮定してるので，M 上で
W = 0を得る． ¥

5.2.8 ツイスタースピノールとキリングスピノールの関係

キリングスピノールはツイスタースピノールであったが，ツイスタースピノー
ルはキリングスピノールとなるわけではない．以下では，ツイスタースピノール
とキリングスピノールの関係をみていこう．

Proposition 5.26. コンパクトスピン多様体でスカラー曲率が定数とする．この
とき，ツイスタースピノールが存在するなら，アインシュタイン空間となる．さ
らに，スカラー曲率が正なら

K+ ⊕K− = ker T

となり，キリング数±1
2

√
κ

n(n−1)
である．また，スカラー曲率が零ならker∇ = ker T

となる．

Proof. スカラー曲率が零なら，最適ボホナーワイゼンベック公式及びコンパクト
であることから，ker T = ker Dとなる．よって，ker T = ker D = ker∇となる．
よって，平行スピノールとツイスタースピノールは一致する．
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次にスカラー曲率が零でないとする．φをツイスタースピノールとすると最適
ボホナーワイゼンベック公式から，

D2φ =
n

4(n− 1)
κφ

となる．また ker(D − λ)⊕ ker(D + λ) = ker(D2 − λ2)であったので，つまり，

φ± =
1

λ
(±λφ + Dφ)

とすれば，φ = φ+ + φ−であり，Dφ± = ±λφとなる．さらに，最適ボホナーワイ
ゼンベック公式を使えば，T ∗Tφ± = 0を得る．また，コンパクトより Tφ± = 0と
なる．よって，

0 = ∇Xφ± +
1

n
XDφ± = ∇Xφ± +

±λ

n
Xφ±

となるので φ±はキリングスピノールである．よって，M はキリングスピノール
をもつのでアインシュタイン空間である． ¥

上で見たように，コンパクトリッチ平坦多様体上ではツイスタースピノールと
平行スピノールは一致する．コンパクトでない場合に，最適ボホナーワイゼンベッ
ク公式を使えば，ker T ⊂ ker D2まではわかる．しかし ker D2 6= ker Dであるの
で，ツイスタースピノールは平行になるとは限らない．また，よく知られている
ように，完備スピン多様体上において，L2(S)上で ker D = ker D2となるが，ツイ
スタースピノールはL2(S)に入るとは限らない．実際，Rn上にはツイスタースピ
ノールだが平行スピノールでないものが存在した．そのツイスタースピノールは
L2(S)に入らない．

Corollary 5.27. M をコンパクトスピン多様体でツイスタースピノールを持つと
する（dim ker T 6= 0）．このとき計量 gをうまく共形変形すれば，Mはアインシュ
タイン空間となり

K+ ⊕K− = ker T, (or ker∇ = ker T )

とすることができる．

Proof. 山辺問題の解決により,コンパクトリーマン多様体M の計量を共形変形す
れば，スカラー曲率が定数にできる．よって我々はスカラー曲率が定数であると
してよい．ker T は共形不変であったので，ker T ' ker T ′に注意する．あとは前
命題をつかえばよい． ¥

次の命題は，M がもしキリングスピノール（キリング数 6= 0）をもつなら，ツ
イスタースピノールとキリングスピノールは区別しなくてもよいことを述べてい
る（M が非コンパクトでもよい）．
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Proposition 5.28. M をアインシュタイン空間でスカラー曲率（定数）が零でな
いとする．このとき，

K+ ⊕K− = ker T

が成立する．また，キリング数は±1
2

√
κ

n(n−1)
である．（M はコンパクトでなくて

もよい）．

Proof. φをツイスタースピノールとする．アインシュタイン空間なのでRic = κ
n
g

となる．そこで，式 (5.1)を使えば，

∇X(Dφ) = − κ

4(n− 1)
X · φ

を得る．そこで，µ = 1
2

√
κ

n(n−1)
として，

ψ± = ∓µφ +
1

n
Dφ

と定義すれば，

∇Xψ± =∓ µ∇Xφ +
1

n
∇XDφ

=± µ

n
XDφ− µ2X · φ

=± µX · (∓µφ +
1

n
Dφ) = ±µXψ±

となり，ψ±はキリングスピノールであり，キリング数±µである．また，

φ =
1

2µ
(φ− − φ+)

であるので，ツイスタースピノールはキリングスピノールの和でかける． ¥

ツイスタースピノールにゼロ点が存在することを見たが，ゼロ点を除いて共形
変形すれば，ツイスタースピノールをキリングスピノールの和にすることができ
ることを見ていこう．

Proposition 5.29. M をスピン多様体でツイスタースピノール φで |φ|2 ≡ 1とな
るものがあるとする.このときM はアインシュタインであり，

κ =
4(n− 1)

n
|Dφ|2

は定数となる．
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Proof. |φ|2 ≡ 1であるので<〈Xφ, Dφ〉 = 0を得る．さて (5.1)より，

n

2
g(K(X), Y ) = 〈∇XDφ, Y φ〉

= ∇X〈Dφ, Y φ〉 − 〈Dφ,∇X(Y φ)〉
= <(∇X〈Dφ, Y φ〉 − 〈Dφ, (∇XY )φ〉+

1

n
〈Dφ, Y XDφ〉)

= − 1

n
g(X, Y )|Dφ|2.

よって

K(X) =
1

n− 2
(

κ

2(n− 1)
X −Ric(X)) = − 2

n2
|Dφ|2X,

となり，

Ric(X) =
κ

2(n− 1)
X + (n− 2)

2

n2
|Dφ|2X

となる.このように Ric = f(x)gとなる場合には（dim M ≥ 3）f は定数となる.

よってアインシュタイン空間である．また，

κ =
4(n− 1)

n
|Dφ|2

となる． ¥

Corollary 5.30. 上の命題において κ = 0となるなら，φは平行スピノールであ
る．（非コンパクトでもよい）．

Proof. |Dφ|は定数で零であるので，Dφ ≡ 0を得る．φはツイスタースピノール
であったので∇φ = 0となるので平行スピノールである． ¥

Example 5.5. ユークリッド空間上の定数スピノール φで，|φ|2 ≡ 1を満たすもの
は，平行スピノールである．（see section 5.2.3）

上の命題を使えば次はすぐに分かる.

Corollary 5.31. M をスピン多様体でツイスタースピノール φをもつとする.零
点の集合を

Zφ := {x ∈ M |φ(x) = 0} (5.5)

とする（孤立点のみからなるのであった）. このとき，M \ Zφ上で g′ = 1
|φ|4 gと

共形変形したとき，アインシュタイン空間になる．また，φ/|φ|は実キリングスピ
ノールの和になる．ただし，M \ Zφは完備でないことに注意する．

Example 5.6. ユークリッド空間 Rnを考え，ツイスタースピノール φ = u ± x · u
を考える．ここで uは |u| = 1の定数スピノールであり，x =

∑
xieiである．この

とき，

|φ|2 = 〈u, u〉+〈u,±xu〉+〈±xu, u〉+〈xu, xu〉 = 1−〈±xu, u〉+〈xu, u〉+|x|2〈u, u〉 = 1+|x|2

94



となる，また零点は存在しない．そこで，計量として

g′ =
1

(1 + |x|2)2
g0

を考えると，これは立体射影した場合の球面の計量である．そして，

φ/|φ| = u± xu√
1 + |x|2

はキリングスピノールになる．実際，キリングスピノールになることは section 5.2.4

でみた．また，この空間は球面から一点を除いたものであり完備ではない．

5.2.9 キリングスピノールの一般化

ここでは，キリングスピノールの方程式を一般化した方程式

∇X +
f

n
X · φ = 0, f ∈ C∞(M,C)

を考える．

Proposition 5.32 (Lichnerowicz). 連結スピン多様体Mでdim M ≥ 3とする．こ
のとき，f を複素数値関数でRe(f) 6≡ 0とする．このとき，

∇Xφ +
f

n
Xφ = 0

を満たすスピノールが存在するなら，f は実定数であり，φはキリングスピノール
になる．

Proof. まず，Dφ =
∑

ei∇ei
φ = fφとなるので，

∇Xφ +
1

n
XDφ = −f

n
Xφ +

f

n
Xφ = 0

となるので，φはツイスタースピノールである．よって，(n ≥ 3なので）

n

2
K(X)φ = ∇X(Dφ) = (Xf)φ− f 2

n
X · φ (5.6)

を満たす．f を実部と虚部にわけて，f = a + ibと書けば，

0 = <〈n
2
K(X)φ, φ〉 = <〈(Xf)φ, φ〉 − <〈f

2

n
X · φ, φ〉 = (Xa)|φ|2 − 2ab

n
〈iXφ, φ〉

を得る．さらに，(5.6)より．
∑

i

(eif)eiφ + (f 2 − nκ

4(n− 1)
)φ = grad(f)φ + (f 2 − nκ

4(n− 1)
)φ = 0

∑
i

(eif)ejeiφ + (f 2 − nκ

4(n− 1)
)ejφ = 0

− (ejf)φ + (f 2 − nκ

4(n− 1)
)ejφ− 1

2

∑
i

(eif)(eiej − ejei)φ = 0
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となるので，

0 =<〈(ejf)φ, φ〉 − <〈(f 2 − nκ

4(n− 1)
)ejφ, φ〉+ <〈1

2

∑
i

(eif)(eiej − ejei)φ, φ〉

=(eja)|φ|2 − 2ab〈iejφ, φ〉+
1

2
i
∑

i

(eib)〈(eiej − ejei)φ, φ〉

=(1− n)(eja)|φ|2 +
1

2
i
∑

i

(eib)〈(eiej − ejei)φ, φ〉

を得る．(ejb)をかけて，jについて和ととれば，第二項は i, jについて交代なので，

(1− n)
∑

j

〈eja, ejb〉|φ|2 = (1− n)g(grad(a), grad(b))|φ|2 = 0

を得る．よって，φの零点は孤立点であったので，

g(grad(a), grad(b)) ≡ 0

をえる．
さて，

∇X<〈Dφ, φ〉 = <〈∇X(Dφ), φ〉+ <〈Dφ,∇Xφ〉 = 0 + <〈Dφ,
1

n
XDφ〉 = 0

となるので．<〈Dφ, φ〉 = a|φ|2は定数である．a|φ|2 = 0とすると，φのゼロ点は
孤立点であったので，a = 0となり，<(f) = a 6≡ 0に矛盾．よって，a|φ|2は零で
ない定数である．よって，任意の点で a 6= 0, |φ2| 6= 0を得る．また，a|φ|2が定数
なので，|φ|2grad(a) + agrad(|φ|2) = 0を得る．よって，

0 = g(|φ|2grad(a) + agrad(|φ|2), grad(b)) = ag(grad(|φ|2), grad(b))

となり，g(grad|φ|2, gradb) = 0を得る．そこで，

g(grad|φ|2, gradb) =
∑

(ei|φ|2)eib =
2i

n

∑
(eib)b〈ei · φ, φ〉

となるので，
b〈grad(b)φ, φ〉 ≡ 0

を得る．
さて，grad(f)φ + (f 2 − nκ

4(n−1)
)φ = 0と bφの内積をとれば，

0 = b〈(grada+igradb)φ, φ〉+b(f 2− nκ

4(n− 1)
)|φ|2 = b〈(grada)φ, φ〉+(f 2− nκ

4(n− 1)
)|φ|2

となるので，実部をとれば，

b(a2 − b2 − nκ

4(n− 1)
) = 0
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を得る．
U = {x ∈ M | a2 − b2 − nκ

4(n− 1)
6= 0}

とすれば，Uは開集合であり，U上では b = 0である．(Xa)|φ|2− 2ab
n
〈iXφ, φ〉 = 0

を使えば，U 上で aは定数である．よって，φ|U は実キリングスピノールである．
そこで，κ = 4n(n − 1)µ2 = 4(n−1)

n
(a2 − b2)となり．U の定義に矛盾する．以上

から，
a2 − b2 − nκ

4(n− 1)
≡ 0 on M

となる．
次に，

(1− n)(eja)|φ|2 +
1

2
i
∑

i

(eib)〈(eiej − ejei)φ, φ〉

に ejaをかけて和をとり，g(grad(a), grad(b)) = 0を使えば，

(1− n)|grada|2|φ|2 + <〈igrad(b)grad(a)φ, φ〉 = 0

を得る．grad(f)φ + (f 2 − nκ
4(n−1)

)φ = 0に igrad(b)をかければ，

igrad(a)grad(b)φ + |grad(b)|2φ + (f 2 − nκ

4(n− 1)
)igrad(b)φ = 0

この式と φの内積をとり，実部をとれば，

0 = <〈igrad(b)grad(a)φ, φ〉+ |gradb|2|φ|2 + (a2 − b2 − nκ

4(n− 1)
)〈igradbφ, φ〉

= <〈igrad(b)grad(a)φ, φ〉+ |gradb|2|φ|2
= ((n− 1)|grada|2 + |gradb|2)|φ|2

となる．よって，grada = 0 = gradbとなるので，f は定数であり，φはキリング
スピノールである．キリング数は実数または純虚数であったので，<f = a 6= 0と
しているので，b = 0となる． ¥

5.2.10 ４次元スピン多様体上ツイスタースピノール

４次元スピン多様体上にツイスタースピノールが存在した場合を考える．４次元
なら 2-formの空間はΛ2 = Λ2

+⊕Λ2
−と分解し，スピノール空間もW4 = W+

4 ⊕W−
4

と分解する．この分解は Spin(4) = SU(2) × SU(2) = Sp(1) × Sp(1)に対応して
いる．

Lemma 5.33. η± ∈ Λ2
±とする．また φ± ∈ W±

4 ' C2をスピノールとする．

1. η∓φ± = 0である．
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2. φ± 6= 0として η±φ± = 0なら η± = 0となる．

Proof. spin(4) = su(2)⊕ su(2)の分解がΛ2 = Λ2
+⊕Λ2

−の分解に対応している．ま
た su(2)⊕ su(2)の各成分の自然表現がスピノール表現W±

4 である．つまり，Λ2の
スピノール空間への作用は spin(4)の作用そのものである．よって η±φ∓ = 0は明
らかである．また η+φ+ = 0であるとする．自然表現なので su(2)の基底の行列表
示はパウリ行列である．よって η+ =

∑
Xiσiとすれば η+η+φ+ = (

∑
X2

i )φ+とな
る．よって η+ = 0が証明できる． ¥

Proposition 5.34. 4次元スピン多様体M上にツイスタースピノールφ+ ∈ Γ(S+)

（resp. φ− ∈ Γ(S−)）が存在していたとする．このときM は反自己双対多様体で
ある（resp. 自己双対多様体）．ここで反自己双対多様体とはW+ = 0となる多様
体である．

Proof. ツイスタースピノール φ+が存在したとする．このときW (X, Y ) · φ+ = 0

となる．よって，

0 = W (X, Y )φ+ = W+(X, Y )φ+ + W−(X, Y )φ+ = W+(X,Y )φ+

となる．φ+(x) 6= 0となる点ではW+(X, Y ) = 0を得る．しかし，ツイスタースピ
ノールのゼロ点は孤立点であったので，M 上でW+(X,Y ) = 0となる．つまり反
自己双対多様体である． ¥

次は，ツイスター理論（Atiyah-Hitchi-Singerの論文 [1]）における重要な定理で
ある．

Theorem 5.35. Mを向きつきリーマン多様体とする．このときS−のファイバー
を射影化した空間をP (S−)とする．これをツイスター空間とよぶ．このときP (S−)

には，自然に概複素構造が存在する．さらに，概複素構造が可積分であるための
必要十分条件はW− = 0（self-dual多様体）である．

上の定理の証明はAtiyah-Hitchin-Singerの論文 [1]や Besseの本 [6]を参照．ま
た，S−はスピン多様体でないと定義できないが，射影化した P (S−)は向きつき
リーマン多様体で定義できることに注意．

Corollary 5.36. 4次元スピン多様体上にツイスタースピノール φ− ∈ Γ(S−)が存
在したとすれば，ツイスター空間 P (S−)は複素多様体である．

Remark 5.15. ペンローズ変換により，ツイスタースピノールはツイスター空間上
のある正則ベクトル束の正則切断になる．

5.3 キリングスピノール再論

ツイスタースピノールの考察を参考にして，キリングスピノールについて議論
していこう．
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5.3.1 ４次元スピン多様体上キリングスピノール

２，３次元の場合にキリングスピノールが存在した場合には，定曲率空間にな
ることはすでに述べた．そこで４次元の場合を考えよう．
まずはキリング数が零でないキリングスピノールを持つ場合を考える．

Proposition 5.37. M を４次元スピン多様体でキリング数がゼロでないキリング
スピノールがあるとする.このときX は定曲率空間である．特に，４次元スピン
多様体が実キリングスピノールを持つなら，標準球面（半径は 1

2|µ|）である．

Proof. キリングスピノール ψを ψ+ + ψ−とわける.よって

∇Xψ+ = µXψ−, ∇Xψ− = µXψ+

そして，
Zψ = {m ∈ M |ψ+(m) = 0, or ψ−(m) = 0}

とする．このゼロ点集合は内点のない閉集合であり，M \ ZψはM の稠密な開集
合であることを証明する（つまり Zψは次元が落ちる）．Zψが内点をもつとする.

ある開集合 U ⊂ Zψ ⊂ M をとれる.そして ψ+|U = 0としてよい.このときキリン
グ数がゼロでないのでψ−|U = 0となりψ|U = 0となる．これはキリングスピノー
ルに零点がないことに矛盾.（これは任意の偶数次元でよい.４次元の性質は用いて
いない）.

さて，キリングスピノールはツイスタースピノールであったので，

W (X,Y )ψ+ = 0, W (X,Y )ψ− = 0

となる，４次元ツイスタースピノールの場合と同様にすれば，M \Zψ上でW± = 0

を得る．よって，M 上でW = 0を得る．また，M はアインシュタイン空間でも
あったので，M は定曲率空間である．
また，実キリングスピノールをもつ場合は，正の定曲率空間である．偶数次元
の正の定曲率空間は球面が実射影空間であった．しかし，4次元実射影空間はスピ
ン多様体ではない（向き付けも無理）なので，M は球面になる． ¥

5.3.2 ４次元多様体上の平行スピノール

次にキリング数が零の場合を考える．

Proposition 5.38. ４次元スピン多様体が平行スピノール φ+ ∈ Γ(S+)を持つと
すると．そのホロノミー群は Sp(1) = SU(2)に含まれる．つまり，超ケーラー多
様体である．また，このとき独立な平行スピノールの次元は２以上である．独立
な平行スピノールが３つ以上あればM は平坦になる．

99



Proof. スピノール表現はSpin(4) = SU(2)×SU(2)の表現であり，S+に対応する
表現は第一成分のSU(2)の自然表現である．平行スピノールφの存在と，ある点 x

でのホロノミー群に対し不変スピノール φ(x)が存在することは同値であった．そ
こでH ⊂ Spin(4)が不変スピノールφ(x)をもつとする．φ(x)の張る一次元部分空
間V を考えるとV の任意の元は固定点である．そこでスピノール空間C2 = W+

4 を
射影化したCP 1に SU(2)が推移的に作用していることを考えれば，不変ベクトル
φ(x)が入る V として (1, 0)ベクトルの張る空間としてよい．つまり φ(x) = (1, 0)

と仮定してもよい．そこで
(

a b

−b̄ ā

)(
1

0

)
=

(
1

0

)

とすれば，a = 1, b = 0である．つまりH ⊂ SU(2) × id ⊂ Spin(4)となる．命題
3.1 により，リーマンホロノミー群もSU(2) = Sp(1)となることがわかる．よって
M は超ケーラー多様体である．このとき，不変ベクトル (0, 1)に対応する平行ス
ピノールも存在するので，平行スピノールは２次元以上である．また，３つ以上平
行スピノールがある場合には，平行スピノール φ− ∈ Γ(S−)が存在することを意味
する．同様の議論により，ホロノミー群は idとなり平坦であることがわかる． ¥

Remark 5.16. 4次元リッチ平坦ケーラー多様体なら，制限ホロノミー群Hol0(M)

はHol0(M) ⊂ SU(2) = Sp(1)となる．しかし，必ずしもホロノミー群Hol(M)

は Hol(M) ⊂ SU(2)とはならない．つまり SU(2) 6⊂ G 6⊂ U(2)となる Gにホ
ロノミー群が含まれる可能性がある．例えば Enriques曲面は制限ホロノミーは
Sp(1) = SU(2)となるが，ホロノミー群は Sp(1)oZ2 Z4 ⊂ U(2)である．[[6] page

400]．つまり局所超ケーラー多様体であるが超ケーラー多様体ではない．

コンパクト４次元スピン多様体で平行スピノールをもつ多様体は完全に分類で
きる．しかし，いろいろと大道具が必要なので，定義と結果だけを述べることに
する．

Definition 5.3. K3曲面とはコンパクト複素曲面で h1,0(M) = 0かつ標準束Kが
（正則）自明であるもの．

Example 5.7. CP 3内の超曲面

S = {[z0, z1, z2, z3] ∈ CP 3|z4
0 + z4

1 + z4
2 + z4

3 = 0}

はK3曲面である．

K3曲面に対しては複素曲面論において様々な結果が知られている．結果だけ述
べると

1. （位相的な結果）K3曲面は単連結である．またベッチ数は b2 = 22, b+
2 = 3,

b−2 = 19．よって符号数 σ(M) = −16, オイラー数 χ(M) = 24．
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2. （複素幾何的な結果）K3曲面にはケーラー計量が入る．またh2,0 = h0,2 = 1,

h1,1 = 20．

3. 微分位相的な結果：すべてのK3曲面は微分同相である．

4. Kummer曲面という代数多様体でないK3曲面もある．

5. K3曲面にはリーマンホロノミー群が Sp(1)に一致するケーラー計量が唯一
つ入る．逆に，コンパクト４次元リーマン多様体でホロノミー群が Sp(1)に
一致するものがあれば，複素構造 Iが存在して，(M, I)がK3曲面となるも
のが存在する．

以上の結果に対する証明などは複素曲面の本を参照．

Corollary 5.39. コンパクト４次元スピン多様体Mが平行スピノールを持つなら，
M はK3曲面か平坦である．

Proof. M を４次元コンパクトスピン多様体で平行スピノール φ+ を持つとする．
このとき超ケーラー多様体であり，ホロノミー群は Sp(1)に含まれる．M はコン
パクトリッチ平坦であるのでチーガー・グロモールの定理からリーマン有限被覆
T k×NでNがコンパクト単連結リッチ平坦であるものが存在する．Mはケーラー
多様体なので T k×Nもケーラーであり，T k, Nもケーラーになる．つまり，Mの
リーマン有限被覆T k×NでNがコンパクト単連結リッチ平坦ケーラーとなるもの
が存在する．またN のホロノミー群は Sp(1)に含まれるが，ドラーム分解定理を
使うと，Nはいくつかの「コンパクト単連結既約対称空間」といくつかの「Berger

のリストのコンパクト単連結リーマン多様体」の積である．単連結既約対称空間
でリッチ平坦なものはユークリッド空間であり，コンパクトでない．そこでN は
Bergerのリストにあるコンパクト単連結リーマン多様体のいくつかの積である．
リッチ平坦で，ホロノミー群が Sp(1)に含まれるものは Sp(1)または idしかない．
Hol(N) = idはありえないのでHol(N) = Sp(1)となる．よってM の有限被覆は
K3曲面または T 4を有限群で割ったもの（平坦）である．
さて，Mは４次元スピン多様体であるので，Rochlinの定理から Â(M) = −1

8
σ(M)

は偶数．つまり符号数 σ(M)は 16の倍数である．
Mの有限被覆のK3曲面を M̃とする．Mは M̃を等長有限群Gの作用で割った
ものである．M̃ のオイラー数は 24で符号数は−16であった．またM のオイラー
数と符号数は#Gで割ったものである（例えば指数定理から indD̃ = #G× indD

がわかるので）．そこでM の符号数が 16の倍数となるのはGの位数が 1のとき，
つまり M̃ = M のときである．
以上からM はK3曲面またはM は平坦である． ¥
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5.3.3 リーマン多様体としての局所既約性

Proposition 5.40. キリング数がゼロでないキリングスピノールを持つスピン多
様体はリーマン多様体として局所的に既約である.

Proof. キリングスピノール φに対して，

R∆(X, Y )φ = µ2(XY − Y X)φ =
κ

4n(n− 1)
(XY − Y X)φ

であった．よって，

(
1

2
R(X,Y ) · − κ

4n(n− 1)
(XY − Y X))φ = 0

となる．M が局所的にリーマン積とするU = U1 ×U2.このときX, Y をそれぞれ
U1, U2に接する接ベクトルとすれば，R(X,Y ) = 0かつ g(X, Y ) = 0となるので，

κXY ψ = 0

を得る．キリング数がゼロでないのでスカラー曲率もゼロでない. XXY ψ =

|X|2Y ψ = 0であり, Y ψ = 0.よって Y Y ψ = |Y |2ψ = 0であるので ψ = 0（on U）
となりキリングスピノールに零点がないことに矛盾． ¥

Proposition 5.41. キリング数がゼロでないキリングスピノールを持つスピン局
所対称空間は定曲率空間である．

Proof. 局所対称とは∇R = 0となるリーマン多様体であるので，∇W = 0を満た
す，キリングスピノール φに対して，Dφ = −nµφとなるのであった．キリング数
µは零でないとしているので，φにゼロ点がないことから，Dφにもゼロ点がない．
よって，系 5.25を使ってW = 0がわかる．M はアインシュタインであったので，
定曲率空間となる． ¥

Proposition 5.42. キリング数がゼロでないキリングスピノールを持つ単連結ス
ピン対称空間は球面 Snか双曲空間Hnとなる．

Proof. 単連結なら局所対称空間は対称空間のことである．どちらにしろ，単連結
定曲率空間になる．よって，Rn, Sn, Hnのいずれかであるが，Rn上にはキリング
スピノールは存在しなかったので，除ける． ¥
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5.3.4 平行微分形式の非存在

キリングスピノール φが存在したときに，調和微分形式や平行微分形式にも制
限がつくことを見ていこう．調和微分形式とは (dd∗ + d∗d)w = 0となるものであ
り，平行微分形式とは∇w = 0となるものである．p = 0の場合，つまり関数の場
合には，平行なものは定数関数のみである．また p = nの場合は，体積要素の定
数倍である．特に p = nの場合はΛn(M)が自明束になることを意味する．つまり
向き付け可能ということである．平行移動のところで見たように，平行微分形式
があるなら，ホロノミー群の小さくなることを意味するのであった．

Proposition 5.43. M を連結スピン多様体でキリング数が零でないキリングスピ
ノールを持つとする．このとき，p 6= 0, nとすれば，平行な p-formは存在しない．
またwを調和 p-formとして，M をコンパクトとすれば，w · φ = 0である．

Proof. Remark 4.5で述べたように，wを p-formとすれば，

D(wφ) = (−1)pwDφ + ((d + d∗)w) · φ− 2
∑

(ι(ei)w)∇ei
φ

が成立していた．そこで φをキリングスピノール，wを調和形式とすれば，

D(wφ) = (−1)k+1nµφ− 2µ
∑

(ι(ei)w) · ei · φ = (−1)k+1µ(n− 2p)wφ

となる．よってD2(wφ) = µ2(n−2p)2wφを得る．つまり，wφが固有スピノールに
なる．さて，Mがコンパクトなら，D2の最小固有値はn2µ2であったので，p 6= 0, n

ならwφ = 0を得る．
次に w が平行 p-formであるとする．これはもちろん調和 p-fromであるので，

D2(wφ) = µ2(n−2p)2wφが成立する．また，D2 = ∇∗∇+κ/4 = ∇∗∇+n(n−1)µ2

により，

∇∗∇(wφ) = w∇∗∇φ = w(D2 − κ/4)φ = µ2(n2 − n(n− 1))wφ

∇∗∇(wφ) = (D2 − n(n− 1)µ2)(wφ) = µ2((n− 2p)2 − n(n− 1))wφ

を得る．よって，p 6= 0, nならwφ = 0が成立する（非コンパクトでもよい）．そ
こで，

0 = ∇X(wφ) = µwXφ

となるので

0 = wXφ = (−1)p((w ∧X) · φ + (ι(X)w) · φ) = (−1)p(X · w · φ + 2(ι(X)w) · φ)

= 2(−1)p(ι(X)w)φ

となるので，(ι(X)w) · φ = 0となる．さらに，

0 = ∇X2((ι(X1)w) · φ) = (∇X2ι(X1)w)φ + ι(X1)w∇X2φ

= ι(∇X2X1)wφ + µι(X1)w ·X2φ = µι(X1)wX2φ

= 2(−1)p−1µ(ι(X2)ι(X1)w)φ
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となる．よって，(ι(X2)ι(X1)w)φ = 0となる．以下これを繰り返すと，

w(X1, · · · , Xp)φ = 0

となるので，キリングスピノールにゼロ点はないので，w = 0となる． ¥

Corollary 5.44. キリング数が零でないキリングスピノールが入るスピン多様体
には，ケーラー構造は入らない．また四元数ケーラー構造，G2構造，Spin(7)構
造は入らない．

Proof. ケーラー多様体には平行 2-formであるケーラー形式が存在する．四元数
ケーラーの場合にもKraines形式という平行 4-formが存在．G2, Spin(7)は説明し
てないが，それらにも平行な微分形式がはいる． ¥

単連結スピン多様体M でキリング数が零でないキリングスピノールが入る場
合を考える．まず，局所既約であったので，単連結から既約になる．また，対称
空間とするとM は Hn または Sn となる．そこで，M 6= Sn, Hn とすれば，対
称空間でない既約単連結リーマン多様体のホロノミー分類を使うと，ホロノミー
群はSO(n), U(n/2), SU(n/2), Sp(n/4), Sp(n/4)Sp(1), G2, Spin(7)のいずれかであ
る．上の系を使えば，Hol(M) = SO(n)となることがわかる．（Sn, Hnのホロノ
ミー群も SO(n)である）．

Corollary 5.45. 単連結スピン多様体上にキリング数が零でないキリングスピノー
ルが入るなら，既約であり，リーマンホロノミー群は SO(n)に一致する．

5.4 低次元の平行スピノール

スピン多様体の次元が４以下の場合の平行スピノールについては，すでに述べた．

5.4.1 5次元スピン多様体上の平行スピノール

５次元スピン多様体で平行スピノールを持つものを考える．Spin(5) ' Sp(2)で
あり，スピノール表現は Sp(2)のH2 ' C4への自然表現であった．さらに，次の
補題から S7 ⊂ H2に Sp(2)は推移的に作用する．

Lemma 5.46. Hnへの Sp(n)の自然表現を考える．S4n−1 ⊂ Hnへ Sp(n)へ作用
し，Sp(n)/Sp(n− 1) ' S4n−1である．

Proof. S4n−1 ⊂ Hnは

S4n−1 := {q ∈ Hn||q|2 =
∑

qiq̄i = 1}
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で定義される．ある点 qからHnの正規直交基底をつくって並べた行列Aは Sp(n)

に入る．よって Ae1 = q となる．つまり推移的に作用する．イソトロピー群が
Sp(n− 1)になることもすぐわかる．
注意：四元数ベクトル空間の場合には

B(p, q) = p1q̄1 + · · ·+ pnq̄n ∈ H

として内積を入れる．この内積を保つ線形同型全体の群が Sp(n)である．（例えば，
横田「群と位相」などに詳しく載っている）． ¥

Remark 5.17. 同様にしてCnへの SU(n)またはU(n)の作用を考えると，S2n−1 ⊂
Cnへ推移的に作用し SU(n)/SU(n− 1) ' U(n)/U(n− 1) ' S2n−1を得る．Rnで
考えたら，SO(n)/SO(n− 1) ' O(n)/O(n− 1) ' Spin(n)/Spin(n− 1) ' Sn−1と
なる．

さて Sp(2)が S7 ⊂ H2に推移的に作用するので，平行スピノールに対して，不
変ベクトルは (1, 0, 0, 0) ∈ S7 ⊂ C4 ' H2としてよい．そしてこのイソトロピー群
は Sp(1)である．また，スピン群の作用と可換な四元数構造 Jが存在するので，φ

を平行スピノールとすれば，Jφも平行スピノールである．よって

Proposition 5.47. 5次元スピン多様体M 上に，平行スピノール φが存在したと
する．このとき，ホロノミー群は Sp(1) ⊂ SO(5)に含まれる．さらに，スピノー
ル束上の四元数構造 Jを使って Jφは φと独立な平行スピノールになる．

Remark 5.18. 上の Sp(1) ⊂ Sp(2)の埋め込みによって，Sp(2)の表現H2を Sp(1)

へ制限した場合には，「Hという Sp(1)の自然表現」と「複素２次元自明表現」の
和に分解される．このことからも平行スピノールが二つ存在することがわかる．

この命題とドラーム分解を使えば，M は局所的にR×N（N は実 4次元超ケー
ラー多様体 or平坦）と分解できる．実際，コンパクト非平坦スピン多様体で平行ス
ピノールをもつ多様体はS1上のK3曲面をファイバーとするファイバー束になる．

Proposition 5.48. (M, g)を５次元コンパクト非平坦スピン多様体で平行スピノー
ルを持つとする．このときM は S1上のK3曲面をファイバーとするファイバー
束になる．

証明は Friedrich and Kath 「Compact 5-dimesional Riemannian manifold with

Parallel spinors」Math. Nachr. 147 (1990) 161-165をみよ．または [5]を見よ．（証
明は難しくはない）．

5.4.2 ６次元スピン多様体上の平行スピノール

６次元スピン多様体上で平行スピノールがある場合を考える．偶数次元なので
φ ∈ Γ(S+)が零でない平行スピノールする．φ ∈ Γ(S−)なら向きを変えればよい．
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平行スピノールが一つ存在した場合に，ホロノミー群は Spin(6)のスピノール表
現のある点のイソトロピー群に含まれるのであった．Spin(6) = SU(4)であり，ス
ピノール表現∆+

6 は C4への自然表現である（∆−
6 = (∆+

6 )∗であったので，∆−
6 は

自然表現の共役表現である）．

Proof. スピノール表現∆±
6 の次元は複素４次元である．一方 SU(4)の複素４次元

表現はこれらしかない．または具体的にクリフォード代数内で同型をつくって証
明しても良い． ¥

そこでSU(4)の自然表現を考える．４次元の場合と同様にしてCP 3にSU(4)は
推移的に作用していることから，不変ベクトルは (1, 0, 0, 0) ∈ C4としてよい．こ
のとき，イソトロピー群はSU(3)である．よって命題 3.1より平行スピノールが存
在すれば H̃ ⊂ SU(3)であり，リーマンホロノミー群もH ⊂ SU(3)となる．特に，
リッチ平坦ケーラー多様体である．ホロノミー群がSU(3)に入る場合にはスピノー
ル表現は

∑3
p=0 Λ0,pであり，Λ0,0, Λ0,3は自明表現である．そして Λ0,0(M) ⊂ S+,

Λ0,3 ⊂ S−である．

Proposition 5.49. ６次元スピン多様体が平行スピノールをもつなら，リッチ平坦
ケーラー多様体でありホロノミー群が SU(3) ⊂ SO(6)に入る．また平行スピノー
ルは２個以上存在して，そのうち一つは S+の切断で, 一つは S−の切断である．

さてφ1 ∈ Γ(S+)を平行スピノールとする．これはφ1 ∈ Λ0,0(M)に入るとしてよ
い．この φ1と独立な平行スピノール φ2 ∈ Γ(S+)が存在したなら，それはΛ0,2(M)

の切断である．(Λ0,2(M))∗ ' Λ1,0(M)であるので Λ0,2(M) ' T 1,0(M)となり，こ
れは SU(3)の自然表現である．SU(3)はCP 2の推移的に作用しているので φ2に
対応する不変ベクトルは (1, 0, 0) ∈ C3としてよい．そこで，このイソトロピー群
を計算すると SU(2) ' Sp(1)となる．よって φ1, φ2 ∈ Γ(S+)という独立な平行ス
ピノールがあれば，ホロノミー群H はH ⊂ SU(2)となる．またこのとき．平行
スピノール φ′1, φ

′
2 ∈ Γ(S−)の存在がわかる．

5.4.3 高次元平行スピノール

上で見たように，６次元以下の場合にはスピノール表現空間の射影化した空間
にスピン群が推移的に作用している．これは特殊な状況である．７次元，８次元
でも同様のことが成立する（G2, Spin(7)の話なので，詳しくことは省略する）．
７次元の場合を考える．Spin(7)のスピノール表現空間はW7 ' C8である．こ

の空間には，クリフォード代数の作用と可換な実構造が入った．そこで，Spin(7)

の実スピノール表現R8を考える．このとき，S7 ⊂ R8に Spin(7)は推移的に作用
して，S7 = Spin(7)/G2であることがわかる（see [13]）．よって，平行スピノール
を持つなら，Hol(M) ⊂ G2である．また．逆にHol(M) ⊂ G2なら，標準的なス
ピン構造が入り，平行スピノールが存在することがわかる（つまりG2 ⊂ Spin(7)

となり，W7をG2へ制限したとき，自明表現が存在する）．よって，
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Proposition 5.50. ７次元スピン多様体に平行スピノールが存在するなら，Hol(M) ⊂
G2である．つまり，G2多様体である．逆にG2多様体には平行スピノールが存在
する．

同様に，８次元の場合を考える．Spin(8)のスピノール表現空間はW±
8 ' C8であ

り，クリフォード作用と可換な実構造が入る，そこで，Spin(8)の実スピノール表現
R8を考える．このときS7 ⊂ R8にSpin(8)は推移的に作用し，S7 = Spin(8)/Spin(7)

となることがわかる．よって，平行スピノールを持つならHol(M) ⊂ Spin(7)と
なる．逆も成立する．

Proposition 5.51. ８次元スピン多様体上に平行スピノールが存在するなら，
Hol(M) ⊂ Spin(7)である．つまり Spin(7)多様体である．逆に Spin(7)多様体に
は平行スピノールが存在する．

さらに，高次元の場合を考える．このときは，スピノール空間上のある点のスピ
ン群による軌道は，点によって異なるので，そのイソトロピー群も異なってしま
る．よって，上のような話ができるのは８次元まである．より高次元の場合は，既
約リーマン多様体のホロノミー群と平行スピノールの関係を見ていくことになる．

Remark 5.19. ４，６次元と同様のことが起こるのは 2m次元スピン多様体上で平
行純スピノール（平行pure spinor）というものが存在する場合である．この時，ホ
ロノミー群がSU(m)に含まれ，Mはリッチ平坦ケーラー多様体になる．同様に５
次元と同様なことが起こるのは 2m + 1次元スピン多様体上に平行純スピノールが
存在するときで，このときホロノミー群も SU(m)へ縮約し，局所的にN × Rと
分解する（N はホロノミー群が SU(m)になるもの）．これら純スピノールについ
ては [13]を見よ．

6 展望
我々はキリングスピノールについて議論してきた．とりあえず，４次元以下の
場合には，ほとんど上で述べたことで分類できたいってよい．それより高次元の
場合を考える．
完備単連結スピン多様体でキリングスピノール（および平行スピノールでも）を
もつものは分類されている．ここまで読んだ読者は，それらに関する論文は，そ
れほど難しくないと思う．単連結を仮定しない場合には，完全に分類されている
わけではない．単連結を仮定しない平行スピノールをもつ場合には [17]などがあ
る．キリングスピノールについても [5]などに様々な結果が書いてある．
しかし，あまり細かく分類するのもどうかと思うので，とりあえず単連結な場
合には（つまり局所的には），キリングスピノールをもつスピン多様体は分類さ
れているので，それで良しとするのがよい．（まあ，これ以上やっても，面白くな
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いってことです．もちろん，幾何構造に付随したキリングスピノールや，そのほ
かの一般化などは，面白いと思う）．
とりあえず，ここでは結果と概要を述べることにする．

6.1 平行スピノール

まず，平行スピノールをもつ場合を考える．平行スピノールを持つなら，リッチ
平坦であったので，単連結既約リーマン対称空間はユークリッド空間である．そ
れ以外の場合はBergerの分類に対応させれば次を得ることができる．

Theorem 6.1 ([16],[10]). M を完備単連結既約 n次元スピン多様体とする．また
平坦でないと仮定する．N = dim ker∇（平行スピノールの空間の次元）とする．
N > 0ならば，M は次のいずれかである．

1. n = 2mで，Hol(M) = SU(m)．さらに，N = 2．

2. n = 4kで，Hol(M) = Sp(k)．さらに，N = k + 1．

3. n = 8で，Hol(M) = Spin(7)．さらに，N = 1．

4. n = 7で，Hol(M) = G2．さらに，N = 1．

逆に，ホロノミー群が上のいずれかに一致するなら，平行スピノールが存在し，N

は上で与えられたものに一致する．

Proof. M は，平行スピノールをもつのでリッチ平坦である．また平坦でないとし
ているので対称空間であるユークリッド空間は外せる．そこで，Bergerの分類で
リッチ平坦なものは，ホロノミー群Hol(M)は SU(m), Sp(k), Spin(7), G2のいず
れかに一致する．また，単連結を仮定していたので，スピン構造は唯一つであり，
幾何構造と可換な標準的なものである．そこで，Hol(M) ⊂ Spin(n)となり，スピ
ノール表現をHol(M)へ制限したときに，自明表現が何次元あるか数える．SU(m)

と Sp(k)の場合は「スピン幾何入門２」で述べたようにそれぞれ，2次元, m + 1

次元である．Spin(7), G2の場合も同様にして 1次元自明表現が存在することがわ
かる．
逆に，M を完備単連結既約 n次元スピン多様体でホロノミー群が上のいずれか
に一致した場合には，平行スピノールの次元は上で与えたものに一致しなければ
ならない．それ以上平行スピノールが合った場合には，ホロノミーが小さくなっ
てしまうのである． ¥

Remark 6.1. 上で与えた平行スピノールを使えば，幾何構造に付随した平行微分
形式を作ることが可能である（作り方は Section 7.6を参照．詳しくは [16]）．

108



6.2 実キリングスピノール

完備単連結スピン多様体上の実キリングスピノールの分類は [2]による．

6.2.1 変形接続

まずは，リー環レベルの話をする．sp(n) ⊂ Cln, Rn ⊂ Clnを足して，リー環
spin(n)⊕Rnを考える．ここで，リー環の積は [x, y] = xy − yxで入れている．こ
のとき，環同型Cln 3 ei 7→ eien+1 ∈ Cl0n+1を考慮すれば，

spin(n)⊕ Rn ' spin(n + 1)

となることがわかる．以上から，spin(n + 1) ⊂ Clnを得た．

Remark 6.2. 「スピン幾何入門１」のスピノール空間への内積を入れるときにも，
この手法を使った．

クリフォード代数Cln内で指数写像をとれば，．リー群の単射準同形

ι : exp spin(n) = Spin(n) → Spin(n + 1) = exp spin(n)⊕ R ⊂ Cln

を得る．スピノール空間Wnはクリフォード代数の表現であったので，Spin(n +

1) ⊂ Cln へ制限することで，Wn は Spin(n + 1)の表現空間と見なせる．実際，
Cln ' Cl0n+1を考慮すれば，nが偶数なら，Wn ' Wn+1であり，nが奇数なら，
Wn ' W+

n+1となる．これは，体積要素がCln → Cl0n+1により，どのように移って
いるかを考えればよい．n = 2m− 1とすれば，

ω2m−1 = i[
n+1

2
]e1 · · · en 7→

i[
n+1

2
]e1en+1 · · · enen+1 = i[

n+1
2

](−1)n(n−1)/2e1 · · · ene
n
n+1

im(−1)m+1(−1)m−1e1 · · · e2m−1e2m = ime1 · · · e2m = ω2m

となる．
M をスピン多様体として，主 Spin(n)束 Spin(M)を考える．また，被覆写像
はΦ : Spin(M) → SO(M)とする．この主束には，スピン接続Aspin = Φ∗ALCが
入っていた．Aspinを使って，Spin(M)上の spin(n + 1)値 1-formを，

A := Φ∗ALC + aΦ∗Θ, aは実定数

として入れる．ここで，Θはフレーム束上の標準形式である．

Definition 6.1. フレーム束SO(M)の標準形式Θとは，SO(M)上のRn値 1-form

であり，次で定義されるもの：p ∈ SO(M)は，p : Rn → Tπ(p)(M)を定めるので，
Θp(X) := p−1(dπ(X))（∀X ∈ TpSO(M)）．
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Lemma 6.2. 上で定めた接続AはSpin(n)同変である．つまり，(R∗
hA)p = Ad(h)Ap

が成立する．

Proof. Φ∗ALCはスピン接続なので，Spin(n)同変である．つまり，(R∗
hΦ

∗ALC)p =

Ad(h−1)(Φ∗ALC)pが成立する．一方，Φ(Rh(p)) = Φ(ph) = Φ(p)Ad(h) = RAd(h)Φ(p)

及び π(ph) = π(p)に注意すれば，

(R∗
hΦ

∗Θ)p(Xp) = ΘΦ(ph)(dπdΦdRhXp) = ΘΦ(p)Ad(h)(dΦdRhXp)

=Ad(h)−1Φ(p)−1(dπdRAd(h)dΦXp) = Ad(h)−1Φ(p)−1(dπdΦXp) = Ad(h)−1(Φ∗Θ)p(Xp)

となる．よって，
(R∗

hA)p = Ad(h−1)Ap

を得る．この作用は Spin(n)の spin(n + 1) = spin(n)⊕Rnへの随伴作用と一致し
ていることに注意する． ¥

主 Spin(n + 1)束 Spinn+1(M) = Spin(M) ×ι Spin(n + 1)を考える．ここで，
Spin(M) 3 p → [p, 1] ∈ Spinn+1(M)で埋め込んでいる．先ほどの接続をここへ
拡張する．まず，p ∈ Spin(M) ⊂ Spinn+1(M)上では，水平方向Hp = ker Apが
すでに定まっている．補題から，Hph = ker Aph = dRh ker Ap = dRhHpとなる．そ
こで，任意の点 [p, g] ∈ Spinn+1(M) = Spin(M)×ι Spin(M)上で

H[p,g] := dRgHp = dRgH[p,1]

と水平方向を定義する．このようにして，主Spin(n + 1)束Spinn+1(M)上の接続
が定まった．別の言い方をすれば，A[p,g] := Ad(g−1)Ap ◦ dRg−1 かつA(X∗) = X

（∀X ∈ spin(n + 1)）とすればよい．

Lemma 6.3. スピノール空間Wnに対する同伴束 Spinn+1(M)×ρ Wn上で，上の
接続から導かれる共変微分は，

∇̃X = d +
1

4

∑
g(∇Xei, ej)[ei, ej] + aX·

となる．

Proof. U ⊂ M として，U 上の正規直交フレーム (e1, · · · , en)を選ぶ．これは局所
切断 e : U → SO(M)のことである．そして，Φ : Spin(M) → SO(M)で対応す
る切断を f とする．この切断により Aspin = Φ∗ALC を引き戻せば，U 上の接続 1

形式Aspin
U = 1

4

∑
g(∇Xei, ej)[ei, ej]を得るのであった．そして，スピノールへ作用

させるときには，
1

4

∑
g(∇Xei, ej)π∆([ei, ej])
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となる．そこで，Φ∗Θについて同様のことを考える．標準形式ΘはT (M)⊗T ∗(M) =

End(TM)の恒等写像 idに対応するのであった．つまり (e1, · · · , en)を局所フレー
ムとすれば，

∑
ei ⊗ e∗i =

∑
g(ei, ·)eiである．そこで，

ΘU =
∑

i

g(ei, ·)ei

となる．これをスピノール空間に作用させるのだが，Rn ⊂ spin(n + 1)の部分に
入っているので， ∑

i

g(ei, X)ei = X·

となる． ¥

Proposition 6.4. Spin(M) ×∆ Wn = Spinn+1(M) ×ρ Wn上のスピン接続Aspin

から導かれる共変微分を∇とすれば，接続Aからみちびかれる共変微分は

∇̃X = ∇X + aX·

となる．

主 SO(n + 1) 束 SOn+1(M) = Spinn+1(M) ×Ad SO(n + 1) を考える．ここ
で [p, h] = [pg, Ad(g−1) · h]としているが，Ad(g−1)hは g−1hg のことではなく，
Ad(g−1) ∈ SO(n + 1)と見なして，積Ad(g−1) · hを考えている．上で定義した接
続Aを，SOn+1(M)へ落としてみる．Ad : Spin(n + 1) → SO(n + 1)の無限小写
像Ad∗ : spin(n + 1) → so(n + 1)を計算すればよい．同型Cln → Cl0n+1を考慮す
れば，

spin(n + 1) ⊃ Rn 3 ei → eien+1 → 2ei ∧ en+1 ∈ so(n + 1)

spin(n + 1) ⊃ spin(n) 3 eiej → eien+1ejen+1 = eiej → 2ei ∧ ej ∈ so(n) ⊂ so(n + 1)

となるので，SOn+1(M)上の接続は
(

ALC −2aΘ

2aΘt 0

)

となる．また，自然に SO(M) ⊂ SOn+1(M)と埋め込め，SOn+1(M) ×ρ Rn+1 =

TM ⊕ (M × R)となる．

Proof.

SO(M) = Spin(M)×Ad SO(n) 3 [p, h]

7→ [[p, 1], h] ∈ SOn+1(M) = Spin(M)×ι Spin(n + 1)×Ad SO(n + 1)
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はwell-definedである．ただし，右辺の hは
(

h 0

0 1

)

のことである．また，g ∈ Spin(n)とすれば，

ρAd(ι(g)) = Ad(g) =

(
Ad(g) 0

0 1

)

であるので，

SOn+1(M)×ρ Rn+1 = Spin(M)×ι Spin(n + 1)×Ad SO(n + 1)×ρ Rn+1

=TM ⊕ (M × R)

となる． ¥

6.2.2 捩れ積（cone）

M をスピン多様体として，捩れ積 M̄ = M ×r2 R+（M の cone）を考える．つ
まり，多様体としては，M ×R+ = M × (0,∞)であり，計量を r2gM + dr2で入れ
たものである：

M̄ = M ×r2 R+ = (M × R+, r2gM + dr2)

射影 p1 : M̄ → M を考えて，p∗1SOn+1(M)×ρ Rn+1を考える．これは束としては，
TM̄ = TM ⊕ (M × R)と同型である．さらに，

p∗1SOn+1(M) 3 (e1, · · · , en, 1) 7→ (
1

r
e1, · · · ,

1

r
en, ∂r) ∈ SO(M̄)

とすれば，等長同型になる．
この捩れ積上のレビチビタ接続∇′を p∗1SOn+1(M)上でみると，

(
ALC Θ

−Θt 0

)

となる．

Proof. 直接計算することで，

∇′
r∂r = 0, ∇′

rX = ∇′
X∂r =

X

r
, ∇′

XY = ∇XY − rgM(X, Y )∂r

となる．そこで，p∗1SOn+1(M) → SO(M̄)の対応を考えればよい． ¥

以上から，
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Proposition 6.5. 捩れ積M̄上のレビチビタ接続は，p∗1SOn+1(M)上の接続A（a =

−1/2）に一致する．また，捩れ積の向きを逆にすれば（つまり，∂r → −∂r），捩
れ積 M̄ 上のレビチビタ接続は，p∗1SOn+1(M)上の接続A（a = 1/2）に一致する

捩れ積 M̄ のリーマンホロノミー群Hol(M̄)を考える．上で述べたことから，こ
れは p∗1SOn+1(M)の接続Aに対するホロノミー群に一致する．また，H̃ol(M) ⊂
Spin(n + 1)をSpinn+1(M)に対するホロノミー群とする．このとき，次は明らか
である．

Lemma 6.6. M を単連結とする，a = −1/2とすれば，Hol(M̄) = Ad(H̃ol(M))

となり，H̃ol(M)はAd−1(Hol(M̄))の単位元連結成分である．a = 1/2とすれば，
M̄ の向きを変えれば同様のことが成立する．

さらに，次のことが知られている．

Lemma 6.7. M をコンパクト単連結とする．Hol(M̄)が可約なら M̄ は平坦であ
る．よって，M は球面に等長同型．

Proof. M̄が平坦ならMが球面に等長同型であることは，簡単．Hol(M̄)が可約な
らM̄は平坦であることは，Gallotの論文「Equations différentielles caractéristiques

de la sphere」（Ann. Sc. Ec. Norm. Sup, 12, 235-267. 1979)を参照．（難しくない．
リーマン直積に分解すると仮定して，計量が r2gM + dr2であることを使えば，曲
率が零となることがわかる）． ¥

6.2.3 分類

さて，スピン多様体M 上に実キリングスピノール φが存在したとする．正規化
してキリング数は±1/2としてよい．キリングスピノールは∇Xφ = ±1

2
Xφを満た

すので，∇̃に対して平行である．M を完備単連結として，キリング数 1/2のキリ
ングスピノールを持つとする．このときM はコンパクトでアインシュタインであ
る（Ric = n− 1）．そこで，M̄ が単連結リッチ平坦であることがわかる．よって，
Bergerの分類が使える．まず．M̄ が可約なら，補題から M̄ は平坦であり，M は
球面と等長同型である．そこで M̄は既約単連結リッチ平坦多様体としよい．また，
対称空間としてもユークリッド空間となるので，平坦でありM は球面と等長同型
である．そこで，M̄ のホロノミー群の候補は自明（ユークリッド空間），SU(m),

Sp(k), Spin(7), G2のいずれかに一致する．
また，p∗1SOn+1(M) ' SO(M̄)を使って，p∗1Spinn+1(M) ' Spin(M̄)であり，
接続A（a = −1/2）と M̄ 上のスピン接続は一致する．そして，M 上のキリング
数 1/2のキリングスピノールは cone M̄ 上の平行スピノールに一致する（よって，
H̃ol(M) ' Hol(M̄)）．実際．キリングスピノールは ∇̃に対して平行であった．ただ
し，nが偶数ならWn = Wn+1，nが奇数ならWn = W+

n+1であることに注意しなけ
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ればならない．nが偶数の場合に M̄（dim M̄ = n+1）に平行スピノールが存在し
たとき，M̄の向きをかえたとき，その平行スピノールはM上でキリング数が−1/2

のキリングスピノールに対応する．また，nが奇数の場合に，M̄（dim M̄ = n+1）
上の S+に入る平行スピノールが，M 上でキリング数 1/2のキリングスピノール
に対応し，M̄ の向きをかえたときには，S+が S−になるので，M̄ の S−に入る平
行スピノールがM 上のキリング数−1/2のキリングスピノールに対応する．以上
のことに注意すれば，分類ができる．

nが偶数 2mとすると，n + 1 = 2m + 1は奇数である．このとき M̄ は平坦また
はG2多様体である．

1. M̄ が平坦の時はM は球面であり，dimK± = 2n/2となる．

2. M̄のホロノミー群がG2の場合には，平行スピノールは一つである，M̄の向
きを変えた場合にも，対応する平行スピノールが存在するので，M のキリ
ングスピノールは dimK± = 1となる．

次に，nが奇数 n = 2m− 1の場合を考える．この場合には，M̄は平坦またはホ
ロノミー群が SU(m), Sp(k), Spin(7)のいずれかとなる．

1. M̄ が平坦ならM は球面であり，dimK± = 2[n/2]となる．

2. M̄ のホロノミー群が SU(m)となる場合を考える．このとき S = ⊕Λ0,pとな
る．そして，Λ0,0, Λ0,nが平行スピノールがいる空間である．mが偶数なら，
Λ0,0 ⊕Λ0,n ⊂ S+であるので，M 上にキリング数が 1/2の独立なキリングス
ピノールが二つ存在する．つまり dimK+ = 2かつ dimK− = 0．mが奇数な
ら，Λ0,0 ⊂ S+, Λ0,n ⊂ S−となるので，dimK± = 1となる．

3. M̄ のホロノミー群が Sp(k)となる場合を考える．M̄ 上に平行スピノールが
k + 1個存在した．すべて S+ に入るので，M 上で dimK+ = k + 1かつ
dimK− = 0となる．

4. M̄ のホロノミー群が Spin(7)となる場合には，M̄ 上には一つ平行スピノー
ルが存在した．これは S+ に入ることが知られている．よって，M 上で，
dimK+ = 1かつ dimK− = 0となる．

以上で，単連結スピン多様体で実キリングスピノールをもつ場合の分類ができ
た．さらに，M̄ の構造およびM のキリングスピノールから，M 上にどのような
幾何構造が入るかを調べることができる．これについては，もと論文 [2]を参照．
また，[5]も参照．

Theorem 6.8. M を完備単連結 n次元スピン多様体で，実キリングスピノールを
もつとする．このときM は次のいずれかである．ここで M̄ はM の coneである．
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n = dim M Hol(M) 幾何構造 dim(K+,K−)

n SO(n) general (0, 0)

n {1} Sn (2[n/2], 2[n/2])

4k + 1 SU(2k + 1) Einstein-Sasakian (1, 1)

4k − 1 SU(2k) Einstein-Sasakian (2, 0)

4k − 1 Sp(k) 3-Sasakian (k + 1, 0)

7 Spin(7) nearly parallel vector cross product (1, 0)

6 G2 nearly-Kählerかつ non-Kähler (1, 1)

Corollary 6.9. Mを偶数次元完備スピン多様体で実キリングスピノールを持つと
する（単連結は仮定しない）．このとき，次元が 6でないなら，M は標準球面で
ある．

Proof. Mが実キリングスピノールを持つなら，普遍被覆 M̃も実キリングスピノー
ルをもつ．そしてコンパクトである．上のリストから，n = 6の場合ははずせるの
で，M̃ は球面である．そして，Mも正の定曲率空間である．偶数次元なので，M

は球面または実射影空間である．しかし，偶数次元実射影空間は向き付け不可能
なのでありえない．よって，M は球面である． ¥

Remark 6.3. 6次元完備単連結スピン多様体で実キリングスピノールをもつなら，
Mは球面または M̄のホロノミー群がG2に一致する．また，6次元の場合には，概
複素構造と実キリングスピノールが関係している（[5]）．

6.3 虚キリングスピノール

次に，虚キリングスピノールの分類について考える．これは単連結を仮定しな
くてもよい．以下の結果はH. Baum [4]による．

Theorem 6.10. 完備連結スピン多様体M で，虚キリングスピノールをもつとす
る（キリング数 iµ）．このとき，M はwarped product（捩れ積）

(F n−1 × R, e−4µth + dt2)

と等長同型である．ここで，(F n−1, h)は，完備連結スピン多様体で平行スピノー
ルを持つものである．逆に，(F n−1, h)は，完備連結スピン多様体で平行スピノー
ルを持つとすると，(F n−1 × R, e−4µth + dt2)は虚キリングスピノールをもつ．

証明はしないが，方針は次のよう：虚キリングスピノール φに対して，f(x) =

〈φ, φ〉は定数でない零点がない関数である．これを高さ関数だとみなし，モース理
論を行うのである．f のレベル曲面が F n−1となる．（詳細は [4]や [5]）
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Remark 6.4. (B, k), (F, h)をリーマン多様体とすれば，(B × F, k× h)はリーマン
多様体である．f をB上の正の関数として，上のリーマン直積をねじったものが
捩れ積M = (B ×f F, k + fh)である．このとき π : M → Bはリーマン沈め込み
である．F をアインシュタイン空間として，fが適当な非線形微分方程式をみたし
たとき，M もアインシュタイン空間になることがしられている（[6], page 267）．
このように，捩れ積は，アインシュタイン空間を作る一つの方法として知られて
いる．特に，dim B = 1, dim F > 1のときには f は線形方程式になる．
その他にも，捩れ積はリーマン幾何でよく見かける話題である．

Example 6.1. 双曲空間を捩れ積として書けば

Hn = (Rn−1 × R, e−2tg0 + dt2)

となる．これは上半平面による記述である．つまりHn = {(x1, · · · , xm) | xm > 0}
として，計量を 1

x2
m

∑
dx2

i によって入れる．ここで xm = etと変数変換すれば，上
の捩れ積になる．

6.4 幾何構造とキリングスピノール

実キリングスピノールをもつスピン多様体の分類は，ディラック作用素の二乗
D2に対するFriedrich固有値評価で等号を満たすスピン多様体の分類と同じであっ
た．幾何構造があった時の固有値評価に対しても，様々な結果が知られている．

• ケーラースピン多様体上では，ケーラー構造があるので，Friedrich固有値
評価より良い評価を得る（by Kirchberg）．等号が成立する多様体を考える．
もちろん，Friedrich固有値評価の等号成立とは一致しないので，そのような
多様体上にはキリングスピノールは存在しない．しかし，ケーラー多様体上
での一般化として，ケーラーツイスタースピノールやケーラーキリングスピ
ノールの概念がある（定義は簡単）．そして，等号が成立するケーラー多様
体の分類は，ケーラーキリングスピノールを持つ多様体の分類となる．この
分類は Kirchbergから始まり，最終的にはMorianuにより解決されている．
特に，Moroianuは複素奇数次元でケーラーキリングスピノールを持つもの
は，正四元数ケーラー多様体上のツイスター空間であることを示した．また，
複素偶数次元の場合には，その普遍被覆がM ×R2と等長同型であることを
示した（ここで，M は複素奇数次元のケーラーキリングスピノールを持つ
もの）．

上記の解説はMoroianu「Special Spinors and Contact Geometry」, Quater-

nionic structures in mathematics and physics - Rome , 273-283 (1999).

をみよ．Moroianuのページからダウンロード化．
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• 正四元数ケーラー多様体（正とはスカラー曲率が正）上のD2の固有値評価
はKramer, Semmelmann, Weingartによる．等号が成立する四元数ケーラー
多様体の分類は，四元数キリングスピノールをもつ多様体の分類となる．そ
して，Kramer, Semmelmann, Weingartらにより，それは四元数射影空間と
なることがわかっている．

• Bergerの分類における，上記以外のホロノミー群をもつ多様体を考えた場合
には，平行スピノールが存在するので，D2は零固有空間を持ってしまう．つ
まり，第一固有値の評価は意味がない．

7 ホッジ-ラプラシアン
この sectionでは，微分形式上のディラック作用素 d+ d∗について考える．また，
その固有値評価や関連した話題である共形キリング作用素について論じる．

7.1 ホッジ-ラプラシアン

向きつきリーマン多様体上の微分形式の束Λ∗(M)⊗Cを考える．これは同伴ベク
トル束としてクリフォード束と同型であった．さらに左クリフォード積をΛ∗(M)⊗C
へ作用とみれば

Lv = v ∧ −ι(v)

となるのであった．またCl(M)がこの左クリフォード作用によりディラック束と
なる．

Proof. 内積は Λ∗(M) = Cl(M)に入る通常の実内積を考える．複素化したものに
自然なエルミート内積をいれることによる．実内積の時点で 〈eiφ, ψ〉+ 〈φ, eiψ〉 = 0

は成立している（v· = v ∧ −ι(v)からわかる）．クリフォード作用は実作用であっ
たので同様の式がエルミート内積についても成り立つ．また∇とクリフォード積
の可換性は明らか． ¥

さて，このベクトル束に対するディラック作用素を考えると

DL =
∑

ei∇ei
=

∑
ei ∧∇ei

+
∑

−ι(ei)∇ei
= d + d∗

となる．

Proof. d =
∑

ei ∧∇ei
, d∗ =

∑−ι(ei)∇ei
となることを証明すればよい．{ei}を局

所正規直交フレーム束で，点xにおいて (∇ei)x = 0となるものとする．φ ∈ Λ∗(M)

として
φ = fe1 ∧ · · · ∧ ep
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に対して証明すれば十分である．点 xで考えれば
∑

ei ∧∇ei
φ =

∑
i

(eif)ei ∧ e1 ∧ · · · ∧ ep = dφ

となる．同様に d∗φ = ((−1)np+n+1 ∗ d∗)φ = −∑
ι(ei)∇ei

φとなることがわかる．
¥

また右作用を考えると
Rv = (−1)p(v ∧+ι(v))

となるのであった．この場合もディラック束になり，ディラック作用素は

DR = (−1)p(d− d∗)

となる．以上から

Proposition 7.1. Λ∗(M)⊗C = Cl(M)上で

DR = d + d∗, DL = (−1)p(d− d∗), DLDR = DRDL

であり，さらに d2 = (d∗)2 = 0から

D2
R = D2

L = dd∗ + d∗d

となる．つまりディラック作用素の二乗はホッジ-ラプラシアン dd∗ + d∗dである．
ここでDR, DLは微分形式の次数は保たないが，それらの二乗は次数を保つこと
に注意する．よって ker DR = ker D2

Rであるので ker DRには微分形式としての次
数で分解される．

Corollary 7.2. (M, g)をコンパクトとすれば，dd∗ + d∗dの kernelは調和微分形
式の空間であった．調和 p形式の空間をHpと書く．このとき

ker DL = ker DR = ker(dd∗ + d∗d) = ⊕n
p=0H

p = ⊕n
p=0H

p(M,R)

またホッジ作用素は体積要素の定数倍となるが，これらは平行であったので，ホッ
ジラプラシアンと可換である．特に，∗ : Hp ' Hn−pというポアンカレ双対が成立
することがわかる．

Remark 7.1. 複素化して考えてるので調和形式も複素係数であるが，実部を考え
てもよいことは明らか．
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7.2 オイラー数と符号数

次に d + d∗というディラック作用素の指数定理を使って，ガウス-ボンネ-チャー
ンの定理と符号数定理を証明しよう．リーマン多様体を偶数次元でコンパクトと
する．指数定理を使うには，局所的に S⊗ Eと分解すればよいのであるが，この
ような分解は一つとは限らない．実際，「スピン幾何入門２」で見たようにCl2mに
は二つの grading Cl(M) = Cl0(M)⊕Cl1(M)とCl(M) = Cl+(M)⊕Cl−(M)が存
在した．
まずオイラー数を与える分解を考える．偶数次元なのでCl(M) = S⊗S∗という
分解が成立．オイラー数を与えるDLの分解

DL =

(
0 D−

L

D+
L 0

)

は

D+
L : Λeven(M)⊗ C→ Λodd(M)⊗ C, D−

L : Λodd(M)⊗ C→ Λeven(M)⊗ C

という分解を考える．「スピン幾何入門２」より

Λeven(M)⊗ C = Cl0(M) = S+ ⊗ (S+)∗ ⊕ S− ⊗ (S−)∗,

Λodd(M)⊗ C = Cl1(M) = S+ ⊗ (S−)∗ ⊕ S− ⊗ (S+)∗

となる．そこで S ⊗ (S+)∗と Ŝ ⊗ (S−)∗というベクトル束を別々に考える．ただ
し Ŝは Sで±を逆にしたもの．S⊗ (S+)∗に対しては twistedディラックの指数定
理をそのまま適用すればよい．Ŝ⊗ (S−)∗は±が逆になることに注意して twisted

ディラックの指数定理を使えば，

ind(DL) = dim ker D+
L−dim ker D−

L =

∫

M

Â(TM)ch((S+)∗)−
∫

M

Â(TM)ch((S−)∗)

となる．一方で，

dim ker D+
L − dim ker D−

L =
∑

dimH2p −
∑

dimH2p+1

=
∑

(−1)p dimHp =
∑

(−1)pbp = χ(M)

となる（χ(M)はM のオイラー数）．以上から

χ(M) =

∫

M

Â(TM)(ch((S+)∗)− ch((S−)∗))

となる．そこで右辺の特性類を計算しよう．
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1. Vを実向きつき rank 2rベクトル束とする．このとき分解定理からV = l1⊕
· · · ⊕ lrと仮定してよい．ここで liは実向きつき rank 2ベクトル束であるが，
これは複素直線束とみなすことができる．liに対するオイラー類は第一チャー
ン類で定義する．e(li) := c1(li)．そして xi = c1(li)として．Vに対するオイ
ラー類を

e(V) = x1 · · · xr

と定義する．

2. Eを複素ベクトル束とする．E = l1 ⊕ · · · ⊕ lr として c1(li) = xi とする．
c1(l

∗
1) = −xi であったので，ch(E∗) =

∑
e−xi となる．また ch(E ⊗ F) =

ch(E)ch(F)および ch(E⊕ F) = ch(E) + ch(F)となることはすぐわかる．

3. TMは実向きつき rank 2mベクトル束であり，TM⊗C = l1⊕ l̄1⊕· · ·⊕lm⊕ l̄m
と分解され，c1(l1) = x1とすれば

Â(TM) =
∏ xj/2

sinh xj/2

となる．

4. ch((S+)∗)− ch((S−)∗)を計算しよう．まずM がリーマン面の場合を考える．
つまり TM ⊗ C = TM1,0 ⊕ TM0,1 = l1 ⊕ l̄1，c1(l1) = x1 とする．リー
マン面のスピノール束で見たように，S+ = Λ0,0(M) ⊗

√
Λ1,0(M), S− =

Λ0,1(M)⊗
√

Λ1,0(M) =
√

Λ0,1(M)である．そこで

c1(K) = −c1(TM1,0) = −x1, c1(
√

K) = −x1/2

となるので
ch((S+)∗)− ch((S−)∗) = ex1/2 − e−x1/2

となる．一般には分解原理を考えればよいが，複素クリフォード代数の周
期性 Cln+2 = Cln ⊗ Cl2 を考えれば，スピノール束はテンソル積分解され
ることになる．よって TM ⊗ C = l1 ⊕ l̄1 ⊕ · · · ⊕ lm ⊕ l̄mに対しては S =

(l̄1
1/2 ⊕ l

1/2
1 )⊗ · · · ⊗ (l̄m

1/2 ⊕ l
1/2
m )と分解される．仮想的に考えて

S+ − S− = (l̄1
1/2 − l

1/2
1 )⊗ · · · ⊗ (l̄m

1/2 − l1/2
m )

となるので，

ch((S+)∗)− ch((S−)∗) =
∏

(exi/2 − e−xi/2)

となる．
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5. 上の計算は次のように表現のweight分解を考えるてもよい．Rn⊗Cのweight

分解は (0i−1,±1, 0m−i)となる．(0i−1, 1, 0m−i)というweightをもつweight空
間に対応するものが liである．このweight分解が，まさに TM ⊗ C = l1 ⊕
l̄1 ⊕ · · · ⊕ ln ⊕ l̄mである．一方スピノール表現∆2mをweight分解した時の，
weigthは (±1/2, · · · ,±1/2)となった．例えば (1/2, · · · 1/2)に対応する直線
束は l

1/2
1 ⊗ · · · ⊗ l

1/2
m である．よって Sを分解したときの各成分の c1は

1

2
(±x1 ± · · · ± xm)

となる．そこでch(E⊕F) = ch(E)+ch(F)を利用すればch((S+)∗)−ch((S−)∗)
を求めることができる．

6. さて，上で述べたことをあわせれば

Â(TM)(ch((S+)∗)− ch((S−)∗)) =
∏ xj/2

sinh xj/2

∏
(exi/2 − e−xi/2)

=
∏ xi/2

1
2
(exj/2 − e−xj/2)

(exi/2 − e−xi/2)

=x1 · · ·xm = e(TM)

となるので，接束のオイラー類になる．

Proposition 7.3 (ガウス-ボンネ-チャーン定理). Mを向きつき偶数次元多様体と
する．このとき

χ(M) =

∫

M

e(TM)

となる．ここで e(TM)は TMのオイラー類というH2m(M,R)に値をもつ特性類．

次に符号数定理について考える．「スピン幾何入門２」より

Cl+(M) = S+ ⊗ S∗, Cl−(M) = S− ⊗ S∗

という分解を考え，ディラック作用素DLの分解は

D±
L : Γ(Cl±(M)) → Γ(Cl∓(M))

とする．twistedディラックの指数定理から

ind (DL) = dim ker D+
L − dim ker D−

L =

∫

M

Â(TM)ch(S∗)

となる．
さてCl+(M)⊕Cl−(M)の分解は体積要素による分解であるが，ホッジ作用素と
体積要素の関係は φ ∈ Λp(M)に対して，

ω · φ = i[
n+1

2
](−1)p(n−p)+ 1

2
p(p+1) ∗ φ

である．
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Proof. φ = e1 ∧ · · · ∧ epとして証明する．

∗φ = ep+1 ∧ · · · ∧ en

であるが

ωφ = i[(n+1)/2](e1 · · · en)(e1 · · · ep) = i[(n+1)/2](−1)p(n−p)+ 1
2
p(p+1)ep+1 · · · en

となる ¥

我々は偶数次元だけ考えるので

ω · φ = (−1)p2+ 1
2
(p(p+1)+m) ∗ φ = (−1)(p(p−1)+m)/2 ∗ φ

となる．体積要素の掛け算によって同型

ω : Λp(M)⊗ C ' Λ2m−p(M)⊗ C

が成立した．体積要素は平行であったので調和形式の同型

ω : Hp ' H2m−p,

という同型を得る．そこで p < mに対して，

Hp ⊕H2m−p = H+(p)⊕H−(p)

が ωに関する分解となり，dimH+(p) = dimH−(p)が成立する．一方 p = mのと
きは

Hm = Hm
+ ⊕Hm

−

となる．ここで「スピン幾何入門２」で見たようにn = 2m = 4k+2なら (Λm
+ (M)⊗

C)∗ = Λm
− (M)⊗Cであり，これは調和形式にも遺伝してdimHm

+ = dimHm
−となる．

上で述べたことから

dim ker D+
L − dim ker D−

L =
m−1∑
p=0

(dimH+(p)− dimH−(p)) + dimHm
+ − dimHm

−

= dimHm
+ − dimHm

−

となる．ただし n = 2m = 4k + 2の場合には零となる．
そこで我々が考えるべきは n = 2m = 4kの場合である．このときの dimHm

+ −
dimHm

− の意味を考えよう．まず向きつき n = 2m = 4k次元多様体にM を考えた
ときHm(M,C)上に次の二次形式が存在する

Q : Hm(M,C)×Hm(M,C) 3 (φ, ψ) 7→ Q(φ, ψ) =

∫

M

φ ∧ ψ ∈ C
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n = 4kなら φ ∧ ψ = ψ ∧ φからQは対称二次形式であり，その符号数を考えるこ
とができる．この符号数は多様体の位相（＋向き）のみで定まる量であり，σ(M)

と書きM の符号数と呼ぶ．さて n = 2m = 4kならΛm(M)上で ω = ∗，∗2 = 1と
なるのでHm(M,C) ' Hm = Hm

+ ⊕Hm
− という分解は，Hodge作用素による±分

解である．そして
∫

M

φ+ ∧ φ+ =

∫

M

φ+ ∧ ∗φ+ = ‖φ+‖2

∫

M

φ− ∧ φ− = −
∫

M

φ− ∧ ∗φ− = −‖φ−‖2

∫

M

φ+ ∧ φ− = −
∫

M

φ+ ∧ ∗φ− = −(φ+, φ−) = 0

となるので，

σ(M) = dimHm
+ − dimHm

− =

∫

M

Â(TM)ch(S∗)

を得る．
右辺の特性類を計算しよう．オイラー数のときと同様に

ch(S∗) =
∏

(exi/2 + e−xi/2)

であるので

Â(TM)ch(S∗) =
∏ xj/2

sinh xj/2
(exi/2 + e−xi/2) =

∏ xj/2

tanh xj/2

となる．この特性類をもう少し詳しく見てみる

x

tanh x
= 1 +

1

3
x2 − 1

45
x4 + · · ·

となる．そこで，

L(M) : =
∏ xj

tanh xj

= 1 + L1(M) + L2(M) + · · · ,

L̂(M) : =
∏ xj/2

tanh xj/2
= 1 + L̂1(M) + L̂2(M) + · · ·

とすれば，これらはポントリャーギン類で書けることになり

L1(M) =
1

3
p1(M), L2(M) =

1

45
(7p2(M)− p1(M)2), · · ·

となる．また Li(M) = 4iL̂(M)が成り立つ．よって

σ(X) =

∫

M

L̂k(M) = 4k

∫

M

Lk(M) = 2m

∫

M

Lm/2(M)

が成り立つ．
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Proposition 7.4. M を向きつき 4k次元多様体とする．このとき

σ(X) = 4k

∫

M

Lk(M)

が成立する．ここで Lk(M)はHirzebruch L-類と呼ばれるもである．

Example 7.1. 4次元向きつきスピン多様体上で考えると，

Â(M) = − 1

24
p1(M) = −1

8

1

3
p1(M) = −1

8
σ(M)

となる．

7.3 ボホナーワイゼンベック公式と消滅定理

d + d∗に対するボホナーワイゼンベック公式を計算しよう．これは twistedとみ
なすよりも直接計算してしまったほうが楽．計算方法は Lichnerowicz公式と全く
同じであるが，異なるのは曲率作用のところである．実際

D2
L = dd∗ + d∗d = ∇∗∇+

∑
ei · ej ·RΛ∗(ei, ej)/2

がわかる．ここでRΛp(ei, ej)はΛp(M)上の曲率作用である．曲率は局所的な話で
あるので，Cl(M) = Spin(M)×Ad Clnとみなせば，

RAd(ei, ej)φ =
1

8

∑

k,l

Rijkl[[ek, el], φ]

となる．さてD2
Rも考えると

D2
R(φ) = ∇∗∇φ +

1

2

∑
(RΛ∗(ei, ej)φ)ejei

となる．D2
R = D2

Lであるので

1

8

∑

k,l

Rijkleiej[[ek, el], φ] =
1

8

∑

k,l

Rijkl[[ek, el], φ]ejei = −1

8

∑

k,l

Rijkl[[ek, el], φ]eiej

(7.1)

が成立する．よって

1

2

∑
ei · ej ·RΛ∗(ei, ej)φ =

1

64

∑

ijkl

Rijkl[[ei, ej], [[ek, el], φ]]

となる．これを計算すればよい．
まずΛ1(M)で計算する．

[[ei, ej], [[ek, el], es]] = 4δks(4δliej − 4δljei)− 4δls(4δkiej − 4δkjei)

= 16(δksδli − δlsδki)ej − 16(δksδlj − δlsδkj)ei
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よって

1

64

∑
Rijkl[[ei, ej], [[ek, el], es]] =

∑
(Ritsiet −Ritiset −Rtjsjet + Rtjjset)

=
∑

Rtset = Ric(es)

となる．以上から

Proposition 7.5 (ボホナーワイゼンベック公式). Λ1(M)上で

dd∗ + d∗d = ∇∗∇+ Ric

でが成立する．また，一般のΛp(M)上では，このようにきれいにならず，Wijklな
どの作用がのこるので

dd∗+d∗d = ∇∗∇+
1

64

∑

ijkl

Rijkl[[ei, ej], [[ek, el], φ]] = ∇∗∇+
1

16

∑

ijkl

Rijkl[eiej, [ekel, φ]]

という形のままにしておく．

Remark 7.2. 1/16
∑

ijkl Rijkl[eiej, [ekel, φ]]という項は，Λpへの so(n)への表現を
πΛp と書けば，

1/4
∑

RijklπΛp(ei ∧ ej)πΛp(ek ∧ el)

となる．

ボホナーワイゼンベック公式を使って，いくつかの古典的な消滅定理を述べよう．

Proposition 7.6 (Bochner). M をコンパクトリーマン多様体とする．Ric > 0と
なる計量が入れば第一ベッチ数 b1(M)は零．これはRic ≥ 0かつある点でRic > 0

としても成立．
またRic = 0なら，調和 1-formの空間と平行 1-formの空間は一致する．

Proof. b1(M) > 0とすると，φ ∈ H1で零でないものが存在．ボホナーワイゼン
ベック公式から ∫

M

〈Ric(φ), φ〉 = −(∇∗∇φ, φ) = −‖∇φ‖2

が成立する．Ric ≥ 0なら∇φ = 0となる．よって 〈φ, φ〉は定数である．そこであ
る点でRic > 0なら，

∫
M
〈Ric(φ), φ〉 = 0となることは無いので矛盾である．よっ

て b1(M) = 0． ¥

Proposition 7.7. (M, g)をコンパクトリーマン多様体とする．Ric = 0なら b1(M)

は平行 1-formの空間に等しい．さらに b1(M) ≤ dim M となる．等号成立はM

が平坦トーラスの場合である．
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Proof. 最初の主張はすでの述べた．k = b1(M)とすれば k個の独立な平行ベクト
ルが存在する．よって k ≤ dim(M)となる．さて k = dim M の場合を考える．こ
のとき平行ベクトルをX1, · · · , Xnとすると，[Xi, Xj] = ∇Xi

Xj −∇Xj
Xi = 0とな

る．また，キリングベクトル場でもある．よって，Xiの生成する変換 φi
tは等長変

換群であり，φi
tφ

j
s = φj

sφ
i
tを満たす．そこで，Rnの等長作用がM に存在する．つ

まり，
Φ(t1, · · · , tn, x) = φ1

t1
· · ·φn

tn(x), x ∈ M

である．これは推移的に作用することを証明する．x ∈ M を固定して，

Φx(t1, · · · , tn) = Φ(t1, · · · , tn, x) : Rn → M

を考える．まず，dΦx(t)
∂
∂t

= Xi(Φp(t))であるので，dΦx(t)は等長線形同型である
ことに注意する．平行ベクトル場X =

∑
tiXiの積分曲線 φX

t (x)は測地線である．
そこでM はコンパクトなので，xと任意の点 yは最短測地線で結べる．その初期
ベクトルがX =

∑
tiX

iとすれば，

Φx(t1, · · · , tn) = φ1
t1
· · ·φn

tn(x) = y

となるので，推移的に作用している．点 xでのイソトロピー群H はRnの閉部分
群であるので，dim M = dimRnより，離散部分群である．よって，M はコンパ
クトより，HはRnは格子 Γでなければならない．そして，M = Rn/Γ（dΦxが等
長同型であったので，リーマン多様体として等長同型である）．
また，Mは平坦トーラスを有限群で割ったものという場合も考えられるが，ファ
イバー束 T n → M（ファイバー離散群）において，

H1(T n) = H1(M)⊗H0(F )⊕H0(M)⊗H1(F ) = H1(M)⊗H0(F )

となり，b1(M) < dim M になってしまう． ¥

Remark 7.3. リーマン幾何では，リッチ曲率や断面曲率に適当な条件を持ったリー
マン多様体の位相構造などに関する定理は非常にたくさんある．これは，真面目
にリーマン幾何の本を一冊読まなくてはならない．さらに，現代リーマン幾何と
もいうべきGromov以降（1980ぐらい-現在）の話でも，このような定理の一般系
はたくさんある．上で述べた命題は，もっとも古典的な（1940ぐらい-60ぐらいま
で）消滅定理である．

Λp(M)上での消滅定理を述べる．リーマン曲率を R : Λ2(M) → Λ2(M)とみ
なる．これは対称変換であった．そこで各点でその固有値を考えることができる．
リーマン曲率Rが正とは，すべての点での固有値が負であることと定義する．

Remark 7.4. 上で固有値を負としているが，それは

R : Λ2(M) 3 ei ∧ ej 7→ 1

2

∑
Rijklek ∧ el ∈ Λ(M)

と定義したからである．固有値を正としたければ，この定義にマイナスをつけれ
ばよい．
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Proposition 7.8 (Gallot-Meyer (1975)). (M, g)を n次元コンパクトリーマン多
様体でリーマン曲率がすべての点で非負で，ある点で正とする．このとき p =

1, · · · , n− 1までのベッチ数は零である．つまり (M, g)はホモロジー球面．

Proof. 証明の方法はΛ1(M)上の話と全く同様である．証明すべきはリーマン曲率
が正のときに，

R :=
1

16

∑

ijkl

Rijkl[eiej, [ekel, φ]]

が正の作用素であることである．つまり 〈Rφ, φ〉 > 0（φ 6= 0）を証明する．式 (7.1)

を使って

〈Rφ, φ〉 =〈 1

16

∑

ijkl

Rijkl[eiej, [ekel, φ]], φ〉

=
1

16

∑

ijkl

〈[eiej, Rijkl[ekel, φ]], φ〉

=− 1

16

∑

ijkl

Rijkl〈[ekel, φ], [eiej, φ]〉

=− 1

4

∑

i<j,k<l

Rijkl〈[ekel, φ], [eiej, φ]〉

となる．上の式は正規直交基底のとり方によらない式であるので，我々は点 xで
R : Λ2(M) → Λ2(M)の固有ベクトルとして ei ∧ ejをとることができる．つまり

R(ei, ej) =
1

2

∑
Rijklek ∧ el = λijei ∧ ej, i < j, λij < 0

としてよい．よって

〈Rφ, φ〉 =
1

4

∑
i<j

(−λij)|[eiej, φ]|2

となる．ここで，すべての i < jに対して [eiej, φ] = 0となってしまったら消滅定
理が成立しない．もし，すべての i < jに対して [eiej, φ] = 0とする．このとき φ

が張る空間は自明表現であるが，我々はΛp(M)（p = 1, · · · , n− 1）としているの
で，φ = 0となってしまう．
以上から命題が証明できた． ¥

7.4 共形キリング作用素と固有値評価

スピノール束上のディラック作用素と対になってツイスター作用素が現れた．そ
して，ディラック作用素の固有値評価をすることができた．
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ではホッジ-ラプラシアンまたは外微分 d, 余微分 d∗に対になって現れる作用素
は何であろうか？それは共形キリング作用素 Cである．そして ker Cは共形キリ
ング微分形式の空間である．
キリングベクトル場の一般化として共形キリングベクトル（共形変換の無限小
版）が，古典的に調べられた（矢野健太郎など）．さらに，その一般化としてキ
リング微分形式と共形キリング微分形式が調べられた．共形ベクトル場に対して
は古典的であるが，いろいろと面白い結果がある．しかし共形キリング微分形式
に対しては，それほど発展はしなかった．最近になってスピン幾何学者であるU.

Semmelmannなどが再び研究している（G2構造や四元数ケーラー構造などと共形
キリング微分形式の関係．しかし，それほど目新しい結果はないように思う）．
ここでは共形キリング作用素に関する基本的な事柄を学び，ホッジ-ラプラシア

ンの固有値評価などについて述べる．やり方はツイスター作用素のときと同じで
ある．以下では，T ∗(M) = T (M)とリーマン計量によって同一視して考えてる．
また，ホッジ作用素によるΛp(M) ' Λn−p(M)により p ≤ [n + 1/2]と仮定する．
次の補題は役立つ．

Lemma 7.9. Λp(M)上で次が成立
∑

ei ∧ ι(ei) = pid,
∑

ι(ei)ei∧ = (n− p)id

Proof. φ ∈ Λp(M)を φ = e1 ∧ · · · ∧ epとして計算すればよい．まず

∑
ei ∧ ι(ei)(e1 ∧ · · · ∧ ep) = pe1 ∧ · · · ep

となる．そこで ι(v)u ∧+u ∧ ι(v) = 〈u, v〉を使って，
∑

ι(ei)ei ∧ φ =
∑

(−ei ∧ ι(ei) + 1)φ = (n− p)φ

となる． ¥

まず，次の二つの写像を考える

Πp+1 : Λp(M)⊗ T (M) 3 φ⊗ v 7→ v ∧ φ ∈ Λp+1(M),

Πp−1 : Λp(M)⊗ T (M) 3 φ⊗ v 7→ ι(v)φ ∈ Λp+1(M).

Πp+1 ◦ ip+1 = id, Πp−1 ◦ ip−1 = idとなる写像を求めると，

ip+1 : Λp+1(M) 3 φ 7→ 1

p + 1

∑
i(ei)φ⊗ ei ∈ Λp(M)⊗ T (M)

ip−1 : Λp−1(M) 3 φ 7→ 1

n− p + 1

∑
ei ∧ φ⊗ ei ∈ Λp(M)⊗ T (M)

となる．
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Proof. 補題から

Πp+1(
∑

i(ei)φ⊗ ei) =
∑

ei ∧ i(ei)φ = (p + 1)φ

Πp−1(
∑

ei ∧ φ⊗ ei) = (n− (p− 1))φ = (n− p + 1)φ

となる． ¥

以上から Λp(M) ⊗ T (M)には Λp+1(M)及び Λp−1(M)が既約成分として含まれ
ることがわかる．Λ0(M)，Λn(M)，Λm(M)（for n = 2m）などの特別な場合には
多少異なる．それらの場合わけは面倒なので述べない（練習問題）．

Proposition 7.10. 次の同伴束としての既約分解が成立する．

Λp(M)⊗ T (M) = Λp,1(M)⊕ Λp+1(M)⊕ Λp−1(M)

ここでΛp,1(M)は highest weight (2, 1p−1, 0m−p)となる既約表現に対応した同伴
ベクトル束．さらにΛp,1(M)への射影は

ΠC :Λp(M)⊗ T (M) 3 φ⊗ v

7→ φ⊗ v − 1

p + 1

∑
i(ei)v ∧ φ⊗ ei − 1

n− p + 1

∑
ei ∧ i(v)φ⊗ ei ∈ Λp,1(M)

となる．

Proof. 証明はツイスター束のときと同様である． ¥

そこで

Definition 7.1. 共変微分

∇ : Γ(Λp(M)) → Γ(Λp(M)⊗ T ∗(M)) = Γ(Λp(M)⊗ T (M))

と射影ΠC を合成することにより

C(φ) := ΠC(
∑

∇ei
φ⊗ ei) =

∑
(∇ei

φ− 1

p + 1
i(ei)dφ +

1

n− p + 1
ei ∧ d∗φ)⊗ ei

という一階微分作用素を得る．これを共形キリング作用素とよぶ．そしてφ ∈ ker C

となる元を共形キリング微分形式とよぶ．これは次と同値

∇Xφ− 1

p + 1
i(X)dφ +

1

n− p + 1
X ∧ d∗φ = 0, ∀X ∈ X(M).
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次に共形キリング作用素の形式的随伴作用素 C∗を求めよう．φ =
∑

φi ⊗ ei ∈
Λp,1(M)とは，

∑
ei ∧ φi = 0,

∑
ι(ei)φi = 0となるものである．

〈Cψ, φ〉 =
∑
i,j

〈(∇ei
ψ − 1

p + 1
i(ei)dψ +

1

n− p + 1
ei ∧ d∗ψ)⊗ ei, φj ⊗ ej〉

=
∑

i

〈∇ei
ψ, φi〉 − 1

p + 1

∑
i

〈i(ei)dψ, φi〉+
1

n− p + 1

∑
i

〈ei ∧ d∗ψ, φi〉

=
∑

i

ei〈ψ, φi〉 −
∑

i

〈ψ,∇ei
φi〉

なのでCの形式的随伴作用素はC∗(φ) = −∑∇ei
φiとなる．

そこでC∗Cを計算する．

C∗Cφ =−
∑

∇ei
(∇ei

φ− 1

p + 1
i(ei)dφ +

1

n− p + 1
ei ∧ d∗φ)

=∇∗∇φ− 1

p + 1
d∗dφ− 1

n− p + 1
dd∗φ

=(d∗d + d∗d−R)− 1

p + 1
d∗dφ− 1

n− p + 1
dd∗φ

=−R +
p

p + 1
d∗dφ +

n− p

n− p + 1
dd∗φ

となる．

Proposition 7.11 (最適ボホナーワイゼンベック公式). 向きつきリーマン多様体
上のΛp(M)を考える．このベクトル束上の外微分 d，余微分 d∗，共形キリング作
用素Cは次をみたす

C∗C +
1

p + 1
d∗d +

1

n− p + 1
dd∗ = ∇∗∇,

−C∗C +
p

p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗ = R.

つぎの系はすぐわかる．

Corollary 7.12. φ ∈ Λp(M)を共形キリング p-formとする．このとき ∗φは共形
キリング (n− p)-formである．

この命題から，ホッジ-ラプラシアンの固有値評価をすることができる．p ≤ [(n+

1)/2]なので

d∗d + d∗d =
n− p + 1

n− p
(

n− p

n− p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗)

≥n− p + 1

n− p
(

p

p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗)

=
n− p + 1

n− p
(C∗C + R) ≥ n− p + 1

n− p
R
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となる．よってRが適当な条件のもとで固有値評価をすることが可能である．[9]

を参照．固有値評価において等号成立を考えても，Rの条件がきつ過ぎることも
あった，それほど面白くない．面白いのは次の場合である．

Λ1(M)なら
d∗d + d∗d ≥ n

n− 1
Ric

となるので，Ric ≥ (n− 1)r > 0なら固有値は λ ≥ nrとなる．さらに等号が成立
する 1-formは φ ∈ ker Cかつ φ ∈ ker dとなる．また関数 f で∆f = d∗df = λf と
なるものに対して df ∈ Λ1(M)は∆df = λdf を満たす．よって λ 6= 0なら λ ≥ nr

となる．

Proposition 7.13 (Lichnerowicz). (M, g)をコンパクトリーマン多様体でRic ≥
(n − 1)r > 0とする．関数空間上のラプラシアンに関して零でない固有値 λは
λ ≥ nr > 0を満たす．

Remark 7.5. 関数の場合には 0固有値（定数関数が固有ベクトル）が必ず存在す
る．また，等号が成立する多様体が定曲率 rの球面になることが知られている（小
畠の定理）．これについては，例えば酒井「リーマン幾何学」などをみよ．この小
畠の定理のディラック作用素版がキリングスピノールをもつ多様体の分類なので
あった．

7.5 共形キリング微分形式と共形キリングベクトル場

共形キリング微分形式と共形ベクトル場について，いくつか基本的な性質を述
べよう．
ツイスター作用素の共形共変性をディラック作用素の共形共変性から導いた．同
様に，d, d∗の共形共変性からCの共形共変性を導くことができる（演習問題）．

Proposition 7.14. 共形キリング作用素 C は，共形共変一階微分作用素である．
共形重みは−1である．

Remark 7.6. 体積の共形変形を考慮すればC∗も共形共変一階微分作用素であるこ
とがわかる．

さて，Λ1(M)上で ker Cを考える．計量によってΛ1(M) = T (M)とみなす．そ
こで ker Cに入るベクトル場を共形キリングベクトル場（または共形ベクトル場）
と呼ぶ．これはキリングベクトル場の一般化である．

Proposition 7.15. Xをベクトル場とする．このとき次は同値である．

1. Xは ker Cに入る．つまり共形キリングベクトル場．
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2. Xは次を満たす．ここでX∗はXに対応する 1-form

∇Y X − 1

2
i(Y )dX∗ − 1

n
div(X)Y = 0, ∀Y

3. Xは次を満たす

g(∇Y X, Z) + g(∇ZX,Y ) =
2

n
div(X)g(Y, Z), ∀Y, Z

4. ある関数 λが存在して
LXg = 2λg.

5. Xが生成する，局所 1パラメータ変換群を φtと書けば φ∗t g = ft(x)gとなる．
つまり φtは共形変換である．

さらに，λは λ(x) = 1
n
div(X)となる．また

ft(x) = exp(

∫ t

0

2λ(φs(x))ds), 2λ =
dft(x)

dt
|t=0

となる．この λをXに対する特性関数とよぶ．

Proof. (1)と (2)の同値は定義から明らか．Xが (2)を満たすとする．つまり

∇Y X − 1

2
i(Y )dX∗ − 1

n
div(X)Y = 0, ∀Y

である．添え字を使って書いてみると，X =
∑

X iei, Y = ejとして

1

2

∑
(ejX

i)ei +
1

2

∑

k

(ekX
j)ek =

1

n
(
∑

i

eiX
i)ej

とも書ける．さて (2)からXは

g(∇Y X, Z)− 1

2
g(i(Y )dX∗, Z) +

1

n
div(X)g(Y, Z) = 0

を満たす．g(i(Y )dX∗, Y ) = dX∗(Y, Z)であるので，Y, Z を入れ変えたものを足
せば

g(∇Y X, Z) + g(∇ZX, Y ) =
2

n
div(X)g(Y, Z)

となるので (2)から (3)がわかる．逆に，(3)を満たすベクトル場X =
∑

X ieiが
存在すれば，

(ekX
l) + (elX

k) =
2

n

∑
(eiX

i)δkl

となるので，ekをかけて足し合わせれば
∑

(ekX
l)ek +

∑
(elX

k)ek =
2

n
(
∑

eiX
i)ek
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となり (3)から (2)が証明できた．
次に (3)と (4)が同値であることを証明しよう．(4)を仮定すると

2λg(Y, Z) =(LXg)(Y, Z) = Xg(Y, Z)− g([X,Y ], Z)− g(Y, [X,Z])

=g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇XY −∇Y X, Z)− g(Y,∇XZ −∇ZX)

=g(∇Y X, Z) + g(Y,∇ZX)

となる．X =
∑

X iei, Y = ek, Z = elとすれば

2λδkl = (ekX
l) + (elX

k)

となるので，k, l について和をとれば 2nλ = 2div(X)となる．このように λは
div(X)/nとなる．以上から (3)と (4)が同値であることがわかる．

(5)から (4)は，単に微分すればわかる．(4)から (5)はキリングベクトル場の 1

パラメータ変換群が等長変換を与えることと同じ方法で証明すればよい．例えば
松島「多様体入門」などをみよ．ここでは f と λの対応だけ述べる．(5)における
関数 ft(x)は，

ft+s(x)gx(u, v) = (φ∗t+sg)x(u, v) = (φ∗s(φ
∗
t g))x(u, v)

= (φ∗t g)φs(x)(φs∗u, φs∗v)

= ft(φs(x))gφs(x)(φs∗u, φs∗v)

= ft(φs(x))fs(x)gx(u, v)

となり，ft+s(x) = ft(φs(x))fs(x)を満たす．これを tについて微分すると,

df(t, x)

dt

∣∣∣∣
t=s

= 2λ(φs(x))fs(x)

となるので，λ(x)が与えられていて上の方程式を満たす ft(x)は

ft(x) = exp(

∫ t

0

2λ(φs(x))ds)

となる. ¥

上の命題から，共形キリングベクトル場はキリングベクトル場の一般化である
ことがわかる（λが零のときがキリングベクトル場）．

Corollary 7.16. (M, g)をコンパクトリーマン多様体とする．またXを共形キリ
ングベクトル場とする．Xの特性関数 λが定数なら，λ = 0となる．つまりXは
キリングベクトル場である．

Proof. 向きがついてなくてもよい．話しは局所的な話なので，二重被覆を取って向
きがあると仮定してよい．λが定数なら dd∗X∗ = ddiv(X) = ndλ = 0となる．多様
体がコンパクトなので (dd∗X∗, X∗) = (d∗X∗, d∗X∗) = 0から d∗X∗ = div(X) = 0

となるので λ = 0である． ¥
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次も明らか．

Corollary 7.17. Xを共形キリングベクトル場として div(X) = 0（または d∗X∗ =

0）とすればXはキリングベクトル場である．よってキリングベクトル場は ker C∩
ker d∗として特徴づけられる．（コンパクトでなくてもよい）．

キリングベクトル場は等長変換群のリー群であった．ボホナーワイゼンベック
公式の応用として，リッチ曲率と等長変換群に関する結果を述べておく．

Proposition 7.18. (M, g)をコンパクトリーマン多様体とする

1. リッチ曲率が負なら，キリングベクトル場は零しかない．よって等長変換群
は有限群．

2. リッチ曲率が非正なら，キリングベクトル場と平行ベクトル場は一致する．
そして等長変換群の単位元連結成分はトーラスである．

3. 　リッチが零なら．キリングベクトル場の次元は b1(M)に一致する．

Proof. X をキリングベクトル場とする．これを 1-fromと同一視しておく．ボホ
ナーワイゼンベック公式を書けば

C∗C +
1

2
d∗d +

1

n
dd∗ = ∇∗∇, −C∗C +

1

2
d∗d +

n− 1

n
dd∗ = Ric

である．X ∈ ker C ∩ ker d∗であるので，

d∗dX = 2∇∗∇X, d∗dX = 2Ric(X)

よって

‖∇X‖2 =

∫

M

Ric(X, X)vol

が成立する．X 6= 0としてRicが負なら 0 ≤ ‖∇X‖ < 0となるので矛盾する．よっ
てRicが負ならX = 0が成立する．

Ric ≤ 0とすれば 0 ≤ ‖∇X‖ ≤ 0となるので∇X = 0である．もちろん平行ベク
トルはキリングベクトル場である．さらに，このとき [X, Y ] = ∇XY −∇Y X = 0

であるので等長変換群のリー環は可換である．またリーマン多様体がコンパクト
なら等長変換群はコンパクト群であることが知られている（下の remark参照）．
よって等長変換群の単位元連結成分はコンパクト可換群であるのでトーラス群に
なる．

Ric = 0なら平行ベクトル場とキリングベクトル場は一致する．一方Ric = 0な
ら調和 1-formと平行 1-formの空間は一致した．よってキリングベクトル場の次元
と b1(M)は一致する．（さらに，b1(M) = nなら，M は平坦トーラスになるので
あった）． ¥
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Remark 7.7. 正規直交フレーム束O(M)の点 pを一つ固定する．また等長変換群
を I(M, g)とかく．φ ∈ I(M, g)に対して φ∗はO(M)の主束同型を引き起こす．そ
こで i : I(M, g) 3 φ 7→ φ∗(p) ∈ O(M)とすれば，単射であり I(M, g)はO(M)の
閉部分多様体になる．M をコンパクトとすればファイバーO(n)もコンパクトな
のでO(M)はコンパクト．よって，等長変換群 I(M, g)もコンパクトである．

キリングベクトル場の全体はベクトル場の中で部分リー環となった．また等長
変換はこのリー環の同型写像を与える．これと同様のことが共形キリングベクト
ル場についても成立する．証明はキリングベクトル場の時と同様である．

Proposition 7.19. 共形キリングベクトル場の全体はベクトル場のリー環の部分
リー環である．X,Y の特性関数を λ, µとすれば [X,Y ]の特性関数はX(µ)− Y (λ)

である．また共形変換は，この部分リー環の環同型写像を与える．

キリングベクトル場のリー環の次元が，多様体がコンパクトでなくても1
2
n(n+1)

以下であることが知られている（後で証明する．または小林-野水など）．同様の
ことが共形キリングベクトル場についても成立する．

Proposition 7.20. 1. 多様体がコンパクトなら共形キリングベクトル場のリー
環の次元は有限次元である．

2. n > 2のときn次元多様体の共形キリングベクトル場のリー環の次元は 1
2
(n+

1)(n + 2)以下である．

Proof. 最初の主張は C∗C が楕円型作用素であることから従う．二番目の主張は，
後で証明する（Λp(M)上で ker Cが有限次元であることを証明する）． ¥

Remark 7.8. この命題で注意すべきは２番目の主張は n > 2としていることであ
る．n = 2の場合には共形構造は複素構造であるので，共形変換は正則変換にな
る．この場合には正則変換のリー環（正則ベクトル場のリー環）は無限次元リー
環となるのである．それが，共形場理論において無限次元リー環が現れる理由で
ある．n ≥ 3なら高次元共形場理論を行おうとしても無限の対称性は現れないの
で面白くない．この現象はツイスタースピノールに対しても成立した．

Example 7.2. 球面の共形変換の次元は 1
2
(n + 1)(n + 2)となる．n + 1次元双曲空

間Hn+1の等長変換群はO+(n + 1, 1)であったが，Hn+1の円盤モデル

Bn+1, g =
4

(1− |x|2)2

n∑
i=0

(dxi)2

を考えて，等長変換群を境界Snへ拡張すると，Snの共形変換になる．dim O+(n+

1, 1) = 1
2
(n + 1)(n + 2)であり，一方で共形変換の次元は 1

2
(n + 1)(n + 2)以下であ

るので，O+(n + 1, 1)が Snの共形変換全体を与える．
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以上で共形キリングベクトル場の基本的性質を述べたが，共形キリングベクト
ル場に対しては古典的であるが様々なことが知られている．例えば「conformal

deformaions of Riemannian manifold」（Weber and Goldberg.1969）[18]などを見
よ．また相対性理論との関係の論文もいくつかある．
次に共形キリング微分形式に関する基本的な性質を述べよう．
共形キリングベクトル場Xが co-closedのときキリングベクトル場になった．そ
こで，

Definition 7.2. 共形キリング微分形式 φが co-closed d∗φ = 0のとき，φをキリン
グ微分形式と呼ぶ．

共形キリング微分形式の微分幾何学における役割については「conformal Killing

forms on Riemannian manifolds」Semmelmann (Math. Z) [15]とそこに載ってる
参考文献を参照にするとよい．我々は ker Cの有限次元性とスピノールとの関係に
ついてのみ触れる．（[15]から引用している）．

Proposition 7.21. (M, g)を連結多様体とする．このときΛp(M)上で ker Cの次
元は次で抑えられる

ker C ≤
(

n + 2

p + 1

)
.

また球面の場合に等号が成立する（逆はわからない）．また多様体はコンパクトで
なくてもよいことに注意．

以下で，この命題を証明する．

Lemma 7.22. φを共形キリング p-formとする．このとき次が成立する

∇Xdφ =
p + 1

p
R+(X)φ +

p + 1

p(n− p + 1)
X ∧ dd∗φ (7.2)

∇Xd∗φ = −n− p + 1

n− p
R−(X)φ +

1

p
i(X)dd∗φ− n− p + 1

p(n− p)
i(X)Rφ (7.3)

ここでR+(X) =
∑

ei ∧R(X, ei), R−(X) =
∑

i(ei)R(X, ei)である．

Proof. φが共形キリングであるので，

Rφ =
p

p + 1
d∗dφ +

n− p

n− p + 1
dd∗φ

を満たす．さて，
いつものように (∇ei)x = 0として証明する．

∇ei
φ− 1

p + 1
i(ei)dφ +

1

n− p + 1
ei ∧ d∗φ = 0
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に∇ej
をあてると，

∇ej
∇ei

φ− 1

p + 1
i(ei)(∇ej

dφ) +
1

n− p + 1
ei ∧ (∇ej

d∗φ) = 0

よって

R(ei, ej)φ− 1

p + 1
i(ei)(∇ej

dφ)−i(ej)(∇ei
dφ)+

1

n− p + 1
(ei∧(∇ej

d∗φ)−ej∧∇ei
d∗φ) = 0

ここで i(ei)をかけて和ととれば
∑

i(ei)R(ei, ej)φ

=
∑

i(ei)
1

p + 1
i(ei)(∇ej

dφ)− i(ej)(∇ei
dφ)−

∑
i(ei)

1

n− p + 1
(ei ∧ (∇ej

d∗φ)− ej ∧∇ei
d∗φ)

=
1

p + 1

∑
i(ej)i(ei)(∇ei

dφ)−∇ej
d∗φ +

1

n− p + 1

∑
(−ej ∧ i(ei) + δij)∇ei

d∗φ

=− 1

p + 1
i(ej)d

∗dφ−∇ej
d∗φ +

1

n− p + 1
∇ej

d∗φ

=− 1

p + 1
i(ej)d

∗dφ− n− p

n− p + 1
∇ej

d∗φ

=− 1

p + 1
i(ej)(

p + 1

p
Rφ− (p + 1)(n− p)

p(n− p + 1)
dd∗φ)− n− p

n− p + 1
∇ej

d∗φ

=− i(ej)
1

p
Rφ + i(ei)

(n− p)

p(n− p + 1)
dd∗φ− n− p

n− p + 1
∇ej

d∗φ

よって (7.3)が証明できた．(7.2)も同様である． ¥

次に∇Xdd∗φを計算する．∇の分解は

∇Xψ =
1

p + 1
i(X)dψ − 1

n− p + 1
X ∧ d∗ψ + C(ψ)

であったので，∇Xdd∗φを計算するには C(dd∗φ)が求まればよいことになる．こ
れを計算するためにいくつかの作用素を導入する．

φ ∈ Λp(M)とする．このとき∇2φ ∈ T (M) ⊗ T (M) ⊗ Λp(M)である．そこで
射影

pr+
1 : Λp(M)⊗ T (M)⊗ T (M) 3 φ⊗ u⊗ v 7→ ΠC((u ∧ φ)⊗ v) ∈ Λp+1,1(M)

pr+
2 : Λp(M)⊗ T (M)⊗ T (M) 3 φ⊗ u⊗ v 7→ pr(v ⊗ ΠC(φ⊗ u)) ∈ Λp+1,1(M)

π+ : Λp(M)⊗ T (M)⊗ T (M) 3 φ⊗ u⊗ v 7→ ΠC

∑
i

ei ∧ φ⊗ i(ei)(u ∧ v) ∈ Λp+1,1(M)

を考える．ここで prは次の射影である．

pr : Λp,1(M)⊗ T (M) 7→ Λp+1,1(M)
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Proof. 上の射影の具体的な表示及び well-definedを確かめる．まず pr+
1 を具体的

表示すると

ΠC((u∧φ)⊗v) = u∧φ⊗v− 1

p + 2

∑
i(ei)v∧u∧φ⊗ei− 1

n− p

∑
ei∧i(v)u∧φ⊗ei

となる．
次に pr+

2 を考える．prは具体的には次のようになる．φ =
∑

φi ⊗ ei ∈ Λp,1(M)

とすれば，

pr(φ⊗ v) =
∑

i

(v ∧ φi)⊗ ei − 1

n− p

∑
ij

(v, ei)ej ∧ φi ⊗ ej ∈ Λp+1,1(M)

となる．実際
∑

i

ei ∧ v ∧ φi −
∑
ij

(v, ei)ej ∧ ejφi = 0,

∑
i

i(ei) ∧ v ∧ φi − 1

n− p

∑
ij

(v, ei)i(ej)ej ∧ φi =
∑

(v, ei)φi −
∑

(v, ei)φi = 0

となるので pr(φ⊗ v) ∈ Λp+1,1(M)となる．
よって pr+

2 の具体的な表示は

pr+
2 (φ⊗ u⊗ v)

=pr((
∑

i

((u, ei)φ− 1

p + 1
i(ei)u ∧ φ− 1

n− p + 1
ei ∧ i(u)φ)⊗ ei)⊗ v)

=
∑

i

v ∧ {(u, ei)φ− 1

p + 1
i(ei)u ∧ φ− 1

n− p + 1
ei ∧ i(u)φ} ⊗ ei

− 1

n− p

∑
ij

(v, ei)ej ∧ {(u, ei)φ− 1

p + 1
i(ei)u ∧ φ− 1

n− p + 1
ei ∧ i(u)φ} ⊗ ej

=v ∧ φ⊗ u +
1

p + 1

∑
j

i(ej)v ∧ u ∧ φ⊗ ej − 1

p + 1
u ∧ φ⊗ v +

1

n− p + 1

∑
j

ej ∧ v ∧ i(u)φ⊗ ej

− 1

n− p
(u, v)

∑
j

ej ∧ φ⊗ ej +
1

(n− p)(p + 1)

∑
j

ej ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ej

+
1

(n− p)(n− p + 1)

∑
j

ej ∧ v ∧ i(u)φ⊗ ej

=v ∧ φ⊗ u +
1

p + 1

∑
j

i(ej)v ∧ u ∧ φ⊗ ej − 1

p + 1
u ∧ φ⊗ v +

1

n− p

∑
j

ej ∧ v ∧ i(u)φ⊗ ej

− 1

n− p
(u, v)

∑
j

ej ∧ φ⊗ ej +
1

(n− p)(p + 1)

∑
j

ej ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ej
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最後に π+の具体的表示を求める．
∑

ei ∧ φ⊗ i(ei)u ∧ v = u ∧ φ⊗ v − v ∧ φ⊗ u

であるので，これにΠC を当てると，

π+(φ⊗ u⊗ v)

=u ∧ φ⊗ v − 1

p + 2

∑
i(ei)v ∧ u ∧ φ⊗ ei − 1

n− p

∑
ei ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ei

− v ∧ φ⊗ u +
1

p + 2

∑
i(ei)u ∧ v ∧ φ⊗ ei +

1

n− p

∑
ei ∧ i(u)v ∧ φ⊗ ei

=u ∧ φ⊗ v − v ∧ φ⊗ u− 2

p + 2

∑
i(ei)v ∧ u ∧ φ⊗ ei − 1

n− p

∑
ei ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ei

+
1

n− p

∑
ei ∧ i(u)v ∧ φ⊗ ei

¥

上の証明における具体的な表示から pr+
2 , pr+

1 , π+の関係がわかる．

(pr+
2 −

p

p + 1
pr+

1 )(φ⊗ u⊗ v)

=v ∧ φ⊗ u +
1

p + 1

∑
j

i(ej)v ∧ u ∧ φ⊗ ej − 1

p + 1
u ∧ φ⊗ v +

1

n− p

∑
j

ej ∧ v ∧ i(u)φ⊗ ej

− 1

n− p
(u, v)

∑
j

ej ∧ φ⊗ ej +
1

(n− p)(p + 1)

∑
j

ej ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ej

− p

p + 1
u ∧ φ⊗ v +

p

(p + 1)(p + 2)

∑
i(ei)v ∧ u ∧ φ⊗ ei

+
p

(n− p)(p + 1)

∑
ei ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ei

=v ∧ φ⊗ u− u ∧ φ⊗ v +
2

p + 2

∑
i(ei)v ∧ u ∧ φ⊗ ei +

1

n− p

∑
ei ∧ i(v)u ∧ φ⊗ ei

− 1

n− p

∑
j

ej ∧ i(u)v ∧ φ⊗ ej = −π+(φ⊗ u⊗ v)

つまり
π+ + pr+

2 =
p

p + 1
pr+

1

そこで∇2とこれらの射影を合成すれば，

pr+
1 ◦ ∇2φ = pr+

1 (
∑
ij

∇ej
∇ei

φ⊗ ei ⊗ ej) = C(dφ)

pr+
2 ◦ ∇2φ = pr+

2 (
∑
ij

∇ej
∇ei

φ⊗ ei ⊗ ej) = θ+(Cφ)

π+ ◦ ∇2 = π+(
∑
ij

∇ej
∇ei

φ⊗ ei ⊗ ej) =
∑

R+(ek)φ⊗ ek +
1

n− p

∑
ek ∧Rφ⊗ ek
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ここで θ+ := pr ◦ ∇ : Γ(Λp,1(M)) → Γ(Λp+1,1(M))としている．

Remark 7.9. π+ ◦ ∇2が曲率作用（束準同形）になることに注意．これは u ∧ φ⊗
v − v ∧ φ⊗ uと交代化しているためである．

Proof. π+ ◦ ∇2を計算すればよい

π+ ◦ ∇2φ =

=
∑
ij

{ei ∧∇ej
∇ei

φ⊗ ej − ej ∧∇ej
∇ei

φ⊗ ei − 2

p + 2

∑
i(ek)ej ∧ ei ∧∇ej

∇ei
φ⊗ ek

− 1

n− p

∑
ek ∧ i(ej)ei ∧∇ej

∇ei
φ⊗ ek +

1

n− p

∑
ek ∧ i(ei)ej ∧∇ej

∇ei
φ⊗ ek}

=
∑
ij

(∇ej
dφ⊗ ej − ej ∧∇ei

∇ej
φ⊗ ei + ej ∧R(ei, ej)φ⊗ ei) +

1

n− p

∑

k

ek ∧ d∗dφ⊗ ek

− 1

n− p

∑

k,i,j

ek ∧ ej ∧ i(ei)∇ej
∇ei

φ⊗ ek −
∑

k

1

n− p

∑
ek ∧∇∗∇φ⊗ ek

=
∑
ij

ej ∧R(ei, ej)φ⊗ ei) +
1

n− p

∑

k

ek ∧ d∗dφ⊗ ek

+
1

n− p

∑

k,i,j

ek ∧ dd∗φ⊗ ek −
∑

k

1

n− p
ek ∧∇∗∇φ⊗ ek

=
∑

k

R+(ek)φ⊗ ek +
1

n− p

∑
ek ∧Rφ⊗ ek

¥

よって

C(dφ) =
p + 1

p
θ+(Cφ) +

p + 1

p

∑
R+(ek)φ⊗ ek +

p + 1

p(n− p)

∑
ek ∧Rφ⊗ ek

が成立する．
同様に φ ∈ Λp(M)に対して，

C(d∗φ) = −n− p + 1

n− p
θ−(Cφ)−n− p + 1

n− p

∑

k

R−(ek)φ⊗ek−n− p + 1

p(n− p)

∑
i(ek)Rφ⊗ek

となる．ここで θ− = pr ◦ ∇ : Γ(Λp,1(M)) → Γ(Λp−1,1(M))である．
さて話を元に戻そう．我々が計算すべきは φ ∈ ker C ⊂ Γ(Λp(M))に対する

∇Xdd∗φ = C(dd∗φ)であった．

C(dd∗φ) =
p

p− 1
θ+(Cd∗φ)+

p

p− 1

∑
R+(ek)d

∗φ⊗ek+
p

(p− 1)(n− p + 1)

∑
ek∧Rd∗φ⊗ek
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この式の θ+(Cd∗φ)を考えると，

θ+(Cd∗φ) = θ+{−n− p + 1

n− p

∑

k

R−(ek)φ⊗ ek − n− p + 1

p(n− p)

∑
i(ek)Rφ⊗ ek}

=pr{c1

∑

k,j

∇ej
(R−(ek)φ)⊗ ek ⊗ ej + c2

∑

k,j

∇ej
(i(ek)Rφ)⊗ ek ⊗ ej}

=c1

∑

k,j

ej ∧∇ej
(R−(ek)φ)⊗ ek + c′1

∑

k,j,l

δkjel ∧∇ej
(R−(ek)φ)⊗ el

+ c2

∑

k,j

ej ∧∇ej
(i(ek)Rφ)⊗ ek + c′2

∑

k,j

δkjel ∧∇ej
(i(ek)Rφ)⊗ el

=c1

∑

k,j

ej ∧∇ej
(R−(ek)φ)⊗ ek + c′1

∑

k,l

el ∧∇ek
(R−(ek)φ)⊗ el

+ c2

∑

k,j

ej ∧ i(ek)∇ej
(Rφ)⊗ ek + c′2

∑

l,k

el ∧ i(ek)∇ek
(Rφ)⊗ el

となる．そこで φ ∈ ker C であるので∇φは dφ, d∗φで書けるので，θ+(Cd∗φ)は
dφ, d∗φに曲率R+,R,∇R+,∇Rを適当に作用させたもので書けることになる．
以上のことを合わせてker Cの有限次元性を証明する．φを共形キリングp-formと
して (φ, dφ, d∗φ, dd∗φ)を考える．この切断が入るベクトル束はEp(M) := Λp(M)⊕
Λp+1(M)⊕ Λp−1(M)⊕ Λp(M)である．そしてこのベクトル束の rankは

2

(
n

p

)
+

(
n

p− 1

)
+

(
n

p + 1

)
=

(
n + 1

p

)
+

(
n + 1

p + 1

)
=

(
n + 2

p + 1

)

である．そして∇(φ, dφ, d∗φ, dd∗φ)を考えると，上で述べたことから

∇(φ, dφ, d∗φ, dd∗φ) = A(X)(φ, dφ, d∗φ, dd∗φ)

と書ける．ここでA(X)は束準同形でありA(fX) = fA(X)を満たすものである．
具体的に書くのは面倒だが，リーマン曲率 Rおよび∇Rに依存したものである．
そこで ∇̃X = ∇X − A(X)という接続を Ep(M)へ導入すれば，φ ∈ ker C ならば
∇̃X(φ, dφ, d∗φ, dd∗φ) = 0となり平行切断である．平行切断で独立なものの数は，
高々Ep(M)の rankである．よって

ker C ≤
(

n + 2

p + 1

)

が証明できた．

Remark 7.10. この手法はツイスタースピノールの次元が有限次元であることの証
明の類似である．

上の証明から次は明らかである．
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Corollary 7.23. キリング微分形式は φ ∈ ker C ∩ ker d∗であったので，キリング
微分形式の次元は

(
n
p

)
+

(
n

p+1

)
=

(
n+1
p+1

)
で抑えられる．特に，キリングベクトル場

の次元は n(n+1)
2
以下となる．

Remark 7.11. キリングベクトル場は等長変換群（リー群）のリー環であった．実
は，等長変換群に次元が n(n+1)

2
に一致したら，M はRn, Hn, Sn, RP nのいずれか

に一致する（see [12]）．

球面の場合に等号が成立することを見る．Λp(M)上で dd∗ + d∗d = ∇∗∇+ Rが
成立したが，球面の場合にはRは定数である．

Proof. Wijkl = Kijkl = 0であり κ = n(n− 1)であるので，

RΛp(ei, ej)

=− κ

n(n− 1)
πΛp(ei ∧ ej) +

∑

k

(EikπΛp(ek ∧ ej)− EjkπΛp(ek ∧ ei))

+
1

2

∑

kl

WijklπΛp(ek ∧ el)

=− κ

n(n− 1)
πΛp(ei ∧ ej) = −πΛp(ei ∧ ej)

となる．よって

R = −
∑
i,j

πΛp(ei ∧ ej)πΛp(ei ∧ ej) = p(n− p)

となる．最後の等号は，直接計算でわかる（実はΛp(M)への so(n)の二次カシミー
ル元の作用） ¥

さて，固有値評価の手法を適用すれば

d∗d + d∗d =
n− p + 1

n− p
(

n− p

n− p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗)

≥n− p + 1

n− p
(

p

p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗)

=
n− p + 1

n− p
(C∗C + R) ≥ p(n− p + 1)

となる．等号成立する p-formがあれば，ker d ∩ ker Cに入る．実際，球面上でス
ペクトル分解を行うと閉形式で固有値が p(n− p+1)となるものが存在し，その重
複度は

(
n+1

p

)
となる．そこで上の不等式から，これら固有 p-fromは ker Cに入る．
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一方で，余閉形式で固有値が (p+1)(n−p)となるものも存在し，重複度は
(

n+1
p+1

)

である．d∗φ = 0であるので

(d∗d + d∗d)φ =
p + 1

p
(

p

p + 1
d∗d +

p

p + 1
dd∗)φ

=
p + 1

p
(

p

p + 1
d∗d +

n− p

n− p + 1
dd∗)φ

=
p + 1

p
(C∗C + R)φ ≥ p + 1

p
p(n− p)φ = (n− p)(p + 1)φ

という不等式が成立するが，固有値 (n − p)(p + 1)であるので φ ∈ ker C となる
（ker C ∩ ker d∗なので，これらはキリング微分形式である）以上から

dim ker C =

(
n + 1

p

)
+

(
n + 1

p + 1

)
=

(
n + 2

p + 1

)

となる．
球面上の微分形式のスペクトル分解については，次を参照：

1. G. B. Folland,「Harmonic analysis of the de Rham complex on the sphere」，
J. reine angew. Math. 398 (1989), 130-143.

2. A. Ikeda and Y. Taniguchi,「Spectra and eigenforms of the Laplacian on Sn

and P n(C)」Osaka J. Math. 15 (1978), no. 3, 515-546.

7.6 共形キリング微分形式とスピノール

共形キリング微分形式とツイスタースピノールの関係について述べる．

Proposition 7.24. (M, g)をスピン多様体とする．φ1, φ2をツイスタースピノー
ルとする．このとき

ωp(X1, · · · , Xp) = 〈(X1 ∧ · · · ∧Xp)φ1, φ2〉

は共形キリング p-formである．また，平行スピノールなら平行 p-formである．

Proof. 平行の場合は明らかである．ツイスタースピノールの場合について考えよう．
いつものように (∇ei)x = 0となる正規直交フレームを選んでおく．ツイスター
スピノールとは∇Xφ + 1

n
XDφ = 0となるものであった．そこで

(∇ej
ωp)(e1, · · · , ep) = ∇ej

〈(e1 ∧ · · · ∧ ep)φ1, φ2〉
=〈(e1 ∧ · · · ∧ ep) · ∇ej

φ1, φ2〉+ 〈(e1 ∧ · · · ∧ ep)φ1,∇ej
φ2〉

=− 1

n
〈(e1 ∧ · · · ∧ ep)ej ·Dφ1, φ2〉+

1

n
〈ej(e1 ∧ · · · ∧ ep)φ1, Dφ2〉
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そこで

(d∗ω)(e1, · · · , ep−1) = −
n∑

j=1

(∇ej
ω)(ej, e1, · · · , ep−1)

=
n∑

j=p

1

n
〈eje1 · · · ep−1ej ·Dφ1, φ2〉 − 1

n

n∑
j=p

〈ejeje1 · · · ep−1φ1, Dφ2〉

=
n− p + 1

n
(−1)p〈e1 · · · ep−1 ·Dφ1, φ2〉+

n− p + 1

n
〈e1 · · · ep−1φ1, Dφ2〉

=
n− p + 1

n
(−1)p〈e1 · · · ep−1 ·Dφ1, φ2〉+

n− p + 1

n
(−1)(p−1)p/2〈φ1, e1 · · · ep−1Dφ2〉

=
n− p + 1

n
(−1)p{〈(e1 ∧ · · · ∧ ep−1) ·Dφ1, φ2〉+ (−1)p(p+1)/2〈φ1, (e1 ∧ · · · ∧ ep−1) ·Dφ2〉}

となる．同様に，

(dω)(e0, e1, e2, · · · , ep) =

p∑
i=0

(−1)i(∇ei
ω)(e0, · · · , êi, · · · , ep)

=−
∑

(−1)i 1

n
〈e0 · · · êi · · · epei ·Dφ1, φ2〉+

∑
(−1)i 1

n
〈eie0 · · · êi · · · epφ1, Dφ2〉

=−
p∑

i=0

(−1)i(−1)p−i 1

n
〈e0 · · · ei · · · ep ·Dφ1, φ2〉+

p∑
i=0

(−1)i 1

n
(−1)i〈e0 · · · ei · · · epφ1, Dφ2〉

=(−1)p+1p + 1

n
〈e0 · · · ei · · · ep ·Dφ1, φ2〉+

p + 1

n
〈e0 · · · ei · · · epφ1, Dφ2〉

=(−1)p+1p + 1

n
{〈(e0 ∧ · · · ∧ ep) ·Dφ1, φ2〉+ (−1)p(p+1)/2〈φ1, (e0 ∧ · · · ∧ ep) ·Dφ2〉}

となる．
共形キリング微分形式であることを確かめるには

(∇ej
ω)(e1, · · · , ep) =

1

p + 1
(i(ej)dω)(e1, · · · , ep)− 1

n− p + 1
(ej ∧ d∗ω)(e1, · · · , ep)

をみればよいのであった．我々は j = 1と j /∈ {1, · · · , p}の場合を見れば十分であ
る．まず j = 1の場合には，

•
(∇e1ωp)(e1, · · · , ep)

=− 1

n
〈(e1 ∧ · · · ∧ ep)e1 ·Dφ1, φ2〉+

1

n
〈e1(e1 ∧ · · · ∧ ep)φ1, Dφ2〉

=− (−1)p 1

n
〈(e2 ∧ · · · ∧ ep) ·Dφ1, φ2〉 − 1

n
〈(e2 ∧ · · · ∧ ep)φ1, Dφ2〉

•
− 1

n− p + 1
(e1 ∧ d∗ωp)(e1, · · · , ep) = − 1

n− p + 1
d∗ωp(e2, · · · , ep)

=− 1

n
(−1)p{〈(e2 ∧ · · · ∧ ep) ·Dφ1, φ2〉+ (−1)p(p+1)/2〈φ1, (e2 ∧ · · · ∧ ep) ·Dφ2〉}
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• (i(e1)dω)(e1, · · · , ep) = 0

となるので j = 1の場合が証明できる．同様に j /∈ {1, · · · , p}の場合も成立す
る． ¥

Remark 7.12. ホロノミー群が SU(m), Sp(k), G2, Spin(7)に含まれるときに，平行
スピノールが存在したが，上の方法で，それぞれの幾何構造に付随した平行微分
形式を作れる．[16]．

Corollary 7.25. (M, g)をスピン多様体とする．φをキリング数 µが実数となる
実キリングスピノールとする．このとき p = oddとすれば

ωp(X1, · · · , Xp) = 〈(X1 ∧ · · · ∧Xp)φ, φ〉

はキリング p-formである．同様にキリング数 µが純虚数となる虚キリングスピ
ノール φに対して，p = evenなら ωpはキリング p-formである．

Proof. キリングスピノールはツイスタースピノールであったので，ωpは共形キリ
ング形式である．そこでキリングになるには d∗ωp = 0がいえればよい．キリング
ならDφ = −nµφを満たしたので，

(d∗ω)(e1, · · · , ep−1) = −
n∑

j=1

(∇ej
ω)(ej, e1, · · · , ep−1)

=
n− p + 1

n
(−1)p{−nµ〈(e1 ∧ · · · ∧ ep−1) · φ, φ〉 − nµ̄(−1)p〈(e1 ∧ · · · ∧ ep−1) · φ, φ〉}

=(n− p + 1)(−1)p+1(µ + (−1)pµ̄)〈(e1 ∧ · · · ∧ ep−1) · φ, φ〉
となる．この式から主張が証明できる． ¥

この命題からキリングスピノールの名前の由来がわかる．

8 スピンｃ接続とスピンｃディラック作用素

8.1 スピンｃ構造上の接続

スピン構造である主 Spin(M)の接続（スピン接続）は SO(M)のレビチビタ接
続ALC（SO(M)上 so(n)値 1-form）を引き戻せばよかった．これは Spin(M) →
SO(M)が２重被覆であり，接続は局所的な話だからである．
ちょっとスピン接続を思い出そう．Aspinがスピン接続とし，ALCをレビチビタ
接続とする．U ⊂ M 上の局所正規直交フレーム e = (e1, · · · , en)を使って書けば，
e∗(ALC)は U 上 so(n)値 1-fromであるが，それは

1

2

∑
i,j

g(∇ei, ej)ei ∧ ej
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となる．このときスピン接続は

1

8

∑
i,j

g(∇ei, ej)[ei, ej]

となる．同様に，Rをリーマン曲率とすれば，スピン接続に対する曲率は

1

8

∑
i,j

g(R(·, ·)ei, ej)[ei, ej]

となる．
さて，スピンｃ構造 Spinc(M)の接続を考える，「スピン幾何入門３」の記号を
使う．Q = SO(M)として，P1を主U(1)束とする．Spinc(M)はQ×̃P1のスピン
構造（二重被覆）とみなせるのであった．この主束の接続を考える．まずQ上の
接続はレビチビタ接続ALCが入っている．また P1の方の接続はU(1)接続ならな
んでもよい．それをAと書く．これらをあわせてALC ×AをQ×̃P1上の 1-formと
して，

ALC × A : T (Q×̃P1) → so(n)⊕ iR

を得る．これを Spinc(M)へ引き戻せばよい．つまり Φ∗(ALC × A)が Spinc(M)

の接続であり，これをスピンｃ接続と呼ぶ．言い換えれば，次の図式が可換にな
るような Spinc(M)上の接続である．

Spinc(M)
Φ∗(ALC×A)−−−−−−−→ spinc(n) = spin(n)⊕ iR

Φ

y
yAd∗×l∗

Q×̃P1
ALC×A−−−−→ so(n)⊕ iR.

局所フレームを使って，もう少し具体的に書いてみよう．U ⊂ M として U 上の
Qの局所フレームを e = (e1, · · · , en)とすれば，e∗(ALC)はU 上 so(n)値 1-formで
ある．

e∗(ALC) =
1

2

∑
i,j

g(∇ei, ej)ei ∧ ej

一方，U 上で P1の局所フレーム sをとればU 上 iR値 1-form As := s∗(A)を得る．
そこで (e× s)∗(ALC × A)は U 上 so(n)⊕ iR値の 1-formであり，

(
1

2

∑
i,j

g(∇ei, ej)ei∧ej, A
s).

と書ける．局所フレーム e× sに対して，Spinc(M)上の対応する局所フレームを
ẽ× sとする．そこでスピンｃ接続の局所表示 ẽ× s

∗
(Φ∗(ALC × A))は，

ẽ× s
∗
(Φ∗(ALC × A)) = (

1

8

∑
i,j

g(∇ei, ej)[ei, ej],
1

2
As)

となる．
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Remark 8.1. AsがAs/2となっているのはリー環の対応が l∗ : iR 3 ia/2 7→ ia ∈ iR
となっているから．

同様にして曲率の局所表示を得ることができる．P1上の接続Aに対する曲率は．
U(1)が可換なので FA = dA + 1

2
[A ∧ A] = dAとなり，M 上の 2-formになること

に注意する．特に，接続の局所表示はAsと sに依存するが，FAは sを書く必要は
ない．
以上から

Proposition 8.1. Mをスピンｃ多様体とする．このスピンｃ構造に付随した直線
束P1上の接続をAとする．このときQ×̃P1の局所フレーム e×s = (e1, · · · , en)×s

に対するスピンｃ接続の局所表示は

(
1

8

∑
i,j

g(∇ei, ej)[ei, ej],
1

2
s∗A) ∈ spinc(n) = spin(n)⊕ iR.

また曲率の局所表示は

(
1

8

∑
i,j

g(R(·, ·)ei, ej)[ei, ej],
1

2
dA)

となる．

Corollary 8.2. 同伴束である（複素）スピノール束S := Spinc(M)×∆ W 上では
（上の局所表示に対応した，Sの局所フレームをとったき），

∇Aφ = dφ +
1

4

∑
i,j

g(∇ei, ej)eiejφ +
1

2
Asφ

ここでAsφは φに 1-formをテンソルしたもの（クリフォード作用ではない）．ま
た，この接続に対する曲率は

RA
∆(X,Y ) =

1

4

∑
i,j

g(R(X,Y )ei, ej)ei · ej ·+1

2
dA(X,Y )

である．(P1の接続のとり方に依存するのでAを明記している）．

主 U(1)束 P1上の接続AをA′としたきにどうなるかを考える．

A− A′ = η

とすると ηはM 上 iR値 1-formになる．このときスピノール束上の共変微分の変
化は,上の系から

∇A
Xφ−∇A′

X φ =
1

2
η(X)φ

となる．

Remark 8.2. P1に対して c1(P1)が tosion元になる場合は，接続 Aが平坦接続に
なる．
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8.2 ディラック作用素

Mをスピンｃ多様体とし，Spinc(M)をスピンｃ構造とする．このときスピノー
ル束S := Spinc(M)×∆ Wnとする．この同伴束にスピンｃ接続からくる共変微分
を∇Aとする．このとき Sはディラック束になる．

1. クリフォード束が作用している．

2. 「スピン幾何入門３」で見たように．Sには内積が入り，〈vφ, ψ〉+〈φ, vψ〉 = 0

となる．

3. クリフォード作用と共変微分が可換．∇A
Y (Xφ) = (∇Y X)φ + X∇A

Y φ

4. 共変微分が内積を保存．(∇A
Xφ1, φ2) + (φ1,∇A

Xφ2) = X(φ1, φ2)

Proof. 「スピン幾何入門３」でみたように，W に入るクリフォード積や内積は，
スピンｃ群の作用と可換であったので，それらは∇Aに対して平行になるため． ¥

Definition 8.1. スピノール束はクリフォード加群なので，スピンｃディラック作
用素を

DA :=
∑

ei · ∇A
ei

として定義する．

Sはディラック束であるので次は明らか．

Proposition 8.3. Propositon 4.1で述べたディラック作用素に対する結果は，ス
ピンｃディラック作用素DAに対して成立する．

普通のディラックと異なるのは，Lichnerowicz公式と指数定理である．また共
形共変性については P1と接続Aを変えなければ成り立つ．
ここでは Lichnerowicz公式について述べる．指数定理は後で．

Proposition 8.4 (Lichnerowicz). スピンｃディラック作用素DAに対して次が成
立する．

D2
A = (∇A)∗∇A +

κ

4
+

1

2
dA · .

ここで dAの定義はつぎのよう．

dA· =
∑
i<j

dA(ei, ej)ei · ej· = 1

2

∑
i,j

dA(ei, ej)ei · ej.

つまり dAは純虚数値 2-formであるのでそれをスピノール束に作用させたもの
（束準同形）である．

148



Proof. 普通のディラック作用素のときの計算と同様にして，D2
A − (∇A)∗∇A =

1
2

∑
i,j eiejR

A
∆(ei, ej)がわかる．そこでRA

∆を代入して計算すればよい．
次のように証明してもよい．スピンｃ多様体には局所的にはスピン構造が入る．
このとき Spinc(M) = Spin(M)⊗ Lとかけた．ここでL2 = P1である．そしてス
ピノール束 S0 ⊗ Lとなる．ここで S0はスピン構造に対するスピノール束である．
よってディラック作用素は twisted ディラック作用素になるので，twistedディラッ
ク作用素に対する公式を使えばよい．このとき P1に入る接続がAであったので，
Lに入る接続は 1/2Aとなることに注意する．実際，曲率による第一チャーン類を
計算すると c1(P1) = 1

2πi
[dA] = 1

2πi
2[1/2dA] = 2c1(L)となる． ¥

Corollary 8.5. 上の命題の状況で束準同形 κ/4 + 1
2
dA·がすべての点で正である

と仮定する．多様体をコンパクトとすれば，dim kerDA = 0となる．

Proof. dAがスピノール束上の対称変換であることをみればよい．dAは 2-fromの
スピノールへの積であった．さらに純虚数値である．よって

〈dAφ, ψ〉 = (−1)2(2+1)/2(−1)〈φ, dAψ〉 = 〈φ, dAψ〉

が成立する．よって dAはエルミート行列であり，各点で対角化可能である． ¥

他の接続A′をとってきたきに，A− A′ = ηとする．このとき

DA −DA′ =
∑

ei(∇A
ei
−∇A′

ei
) =

∑ 1

2
η(ei)ei =

1

2
η·

となる．ここで η·はリーマン計量によって 1-from ηをベクトル場とみなしてクリ
フォード作用にしている．
さて，ディラック作用素の別の定義は，共変微分と射影の合成であった．Sも

T (M)もSpinc(M)の同伴束であるので，全くスピン構造のときと同様のことがで
きる．例えば

S⊗ T (M) = S⊕T

という分解が成立する．

Remark 8.3. 局所的に S = S0 ⊗ Lと見た場合には，T = T0 ⊗ Lとなる．（S0, T0

はスピンｃ構造に対するスピノール束とツイスター束である）．このように分解さ
れるのは Spinc(n) = Spin(n)⊗U(1)となるためであり，ほぼ直積群とみなせるた
めである．

そこでスピンｃツイスター作用素は

TAφ :=
∑

i

(∇A
ei
φ +

1

n
eiDAφ)⊗ ei ∈ Γ(T)

として定義する．また φ ∈ ker TAをスピンｃツイスタースピノールと呼ぶ．

149



さらに T ∗
A(

∑
φi ⊗ ei) = −∑∇ei

φiとなり，

1

n
D2

A + T ∗
ATA = (∇A)∗∇A

が成立する．もちろん固有値評価などもできるが，これは接続Aに依存したもの
になってしまうので，あまり面白くないと思う．
スピンｃキリングスピノールも∇A

Xφ = λXφ（∀X）で定義する．スピンｃ平行
スピノールは λ = 0のときである．平行スピノール，キリングスピノールをもつ
スピン多様体の分類がスピン幾何において重要であることは述べた．同様にして
スピンｃ平行スピノール，スピンｃキリングスピノールをもつ多様体の分類に対
する結果もある．A. Moroianu「Parallel and Killing spinors an Spinc manifolds」
C.M.P, 1997, 417-428．
またM. Herzlich and A. Moroianu「Generalized Killing spinors and conformal

eignvalue estimate for spinc manifold」では，一般キリングスピノールについて論
じている．一般キリングスピノールとは∇Xφ = fXφ（f ∈ C∞(M)）となるスピ
ノールである．この論文では，スピンｃ構造では n = 2, 3なら一般キリングスピ
ノールが存在し，n ≥ 4なら存在しないことを証明している．また，この非存在を
固有値評価に応用している．
以上のことは実践編で論じる予定である．

8.3 スピンｃ平行スピノール

この subsectionではスピンｃ平行スピノールに関する基本的な結果について述
べる．スピンｃ多様体上のスピノール束を考える．Xをベクトル場，φをスピノー
ルとして ∑

eiR
A
∆(X, ei)φ = −1

2
Ric(X) · φ +

1

2
(i(X)dA) · φ

が成立することは，すぐに証明できる．
さて，φ ∈ Γ(S)が（スピンｃ）平行スピノールとする．つまり∇Aφ = 0とする．

X‖φ‖2 = 〈∇A
Xφ, φ〉+ 〈φ,∇A

Xφ〉 = 0

となるので ‖φ‖ ≡ cとなる．特に，ある点で零なら恒等的に零である．そこで恒
等的に零でないとすると，上の公式に代入すれば左辺は零であるので，

Ric(X) · φ = (i(X)dA) · φ.

Ric(X)は実であるが i(X)dAは純虚数であるので，補題 5.6から

|Ric(X)| = |i(X)dA|, 〈Ric(X),
1√−1

(i(X)dA)〉 = 0 ∀X

が成立する．これらの式が意味することを調べるため，線形代数の復習をしよう．
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Lemma 8.6. 実ベクトル空間上で Sを対称変換，Aを交代変換とする，このとき

|S(X)| = |A(X)|, (S(X), A(X)) = 0 ∀X

が成立するなら，‖S‖ = ‖A‖（行列ノルム）である．

Proof. (S(X), A(X)) = 0にX+Y を代入すると (S(X), A(Y ))+(S(Y ), A(X)) = 0

であるので (X,SA(Y )) − (AS(Y ), X) = 0となり，SA = AS を得る．よって同
時対角化可能である．つまり，Sの固有値を λi，固有空間を Viとすれば ASvi =

λiAvi = S(Avi)となるのでAvi ∈ Viである．そこでA(Vi) ⊂ Viであるので，Vi上
でAを対角化できるのである．よってAを対角化して

A|Vi
=




0 −w1

w1 0

0 −w2

w2 0

· · ·
0

0




とする．さらに |S(X)| = |A(X)|（for any X）であるので，λi = ±wjが成立する
ので，

A|Vi
=




0 −λi

λi 0

0 −λi

λi 0

· · ·




の形をしている．特に

‖S‖2 = tr(tSS) = trS2 =
∑

multi(λi)λ
2
i

‖A‖2 = tr(tAA) = −trA2 = −
∑

multi(λi)(−λ2
i )

となるので ‖S‖ = ‖A‖である． ¥

そこで，我々が考えたいた状況にもどれば，2-formと行列のノルムは 2倍の差
があるので，

‖Ric‖2 = 2‖dA‖2

が成立する．以上から

Proposition 8.7. (M, g)をスピンｃ構造をもつリーマン多様体としてAを P1上
の接続とする．もし non-trivialな平行スピノール φがあるとすると（∇Aφ = 0），
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1. ‖Ric‖2 = 2‖dA‖2．

2. rankdA = rankRic（各点で）．

3. 接束の束準同型としてRicと dAは可換．

Remark 8.4. (M, g)がスピン多様体ならA = 0として，平行スピノールがあるな
らリッチ平坦となる．上の命題はスピンｃへの一般化である．

Corollary 8.8. (M, g)をスピンｃ構造をもつリーマン多様体としてAを P1上の
接続とする．Ricの rankがある点で奇数とする．このとき，任意のスピンｃ構造
と任意の接続Aに対して，non-trivialな平行スピノールは存在しない．

8.4 スピンｃディラック作用素の指数定理

スピンｃディラック作用素DAに対する指数定理を考える．スピンｃ構造Spinc(M)

は局所的に Spin(M)⊗Lと書ける．ここでL2 = P1である．そしてスピノール束
は局所的に S = S0 ⊗ Lとなる．よって，twistedディラック作用素の指数定理を
適用することができる．

Proposition 8.9. (M, g)を偶数次元コンパクト向きつきスピンｃ多様体とする．
また c = c1(P1)とする．スピンｃディラック作用素DAに対する指数を

ind(DA) := dim ker D+
A − dim ker D−

A

として定義する．このとき

ind(DA) =

∫

M

(exp
1

2
c)Â(TM)

が成立する．

Proof. S0⊗Lとして考えてよい．c1(L) = c1(P1)/2 = c/2であるので，twistedディ
ラック作用素の指数定理に代入すれば

ch(L) = exp c/2

であるので，命題が証明された． ¥

この命題から次の整数性定理が成立する．

Corollary 8.10. (M, g)を偶数次元コンパクト向きつき多様体とする．さらに c ∈
H2(M,Z)が c ≡ w2(M) mod 2を満たすとする．このとき

∫

M

(exp
1

2
c)Â(TM)

は整数である．
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