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このノートは Eschenburgの「Lecture Notes on Symmteric Spaces」を解説し，いろい

ろと付け加えたものです．また，Jostのリーマン幾何の本「Riemannian geometry and

geometric analysis, Third edition」の対称空間の章も載せてあります．第一章は，対称

空間を学ぶための微分幾何の基本事項が載せてあります．

自分用の講義ノートなので，タイプミスなどの間違いはあります．本質的な間違いなど

もあったりするかもしれません．ミスがあったら知らせてくれればと思います．

2010/11/26 本間泰史
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第 1章

微分幾何学ショートコース

1.1 リー群とリー環

1.1.1 リー群とリー環

Definition 1.1.1. 集合 Gがリー群であるとは，

1. Gは群

2. Gは滑らかな多様体．

3. G×G ∋ (x, y) → xy ∈ G，G ∋ x→ x−1 ∈ Gが滑らか．

また，Gが多様体としてコンパクトのとき Gをコンパクトリー群とよぶ．Gが複素多様

体であり，(x, y) → xy, x→ x−1 が正則写像のとき Gを複素リー群とよぶ．

Exercise 1.1.1. O(n)，SO(n)が 1
2n(n− 1)次元のコンパクトリー群であることを証明

せよ．（ヒント：SO(n) ⊂ Rn2

= R(n)であり，SO(n)の定義から陰関数定理を使えばよ

い．F : R(n) = Rn2 ∋ A 7→ AtA ∈ S(n,R) = Rn(n+1)/2 を考えると F−1(I) = O(n)で

ある．コンパクトであることも容易．積が滑らかであることも容易）．

さて，
Lg : G ∋ x 7→ gx ∈ G, Rg : G ∋7→ xg ∈ G

とする．これらの微分写像を考えると，

dLg : TxG→ TgxG, dRg : TxG→ TxgG

という線形写像を得る．特に，

dLg : TeG→ TgG, dRg : TeG→ TgG, Adg := dLgdRg−1 : TeG→ TeG
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を得る．また，Lg は微分同相写像であるので，ベクトル場 X に対して，(dLgX)gh :=

(dLg)h(Xh)と定めることにより，ベクトル場 dLgX が定まる．

dLg : X(G) ∋ X 7→ dLgX ∈ X(G)

（これは微分同相だからできることである．また一般に ϕ : M → M が微分同相なら dϕ

は dϕ[X,Y ] = [dϕX, dϕY ]を満たす． 「多様体の基礎」page 234）．

さて，X ∈ TeG に対して，ベクトル場 X̃ を X̃(g) := dLg(X) として定めると，

LgLh = Lgh であることから．dLhX̃(g) = dLhdLg(X) = dLhg(X) = X̃(gh) となる

ので，ベクトル場 X̃ は dLg によって不変である．これを左不変ベクトル場と呼ぶ．逆

に，左不変ベクトル場全体は TeGの値で定まってしまうので，左不変ベクトル場全体と

Te(G)を同一視できる．特に次元は dimGである．

Definition 1.1.2. 左不変ベクトル場全体を gで表すことにして，Gのリー環と呼ぶ．

環となることを見ていこう．X,Y を左不変ベクトル場として，ベクトル場のリー括弧

積 [X,Y ]をとると，これも左不変ベクトル場である．実際，左作用 Lg : G → Gは微分

同相写像であるので，dLg([X,Y ]) = [dLgX, dLgY ] = [X,Y ]が成立する．つまり，gに

環構造を入れることができる．特に，Te(G) ∼= gのもとで，X,Y ∈ Te(G)に対して，

[X,Y ] := [X̃, Ỹ ]e

とすれば，Te(G)に環構造がはいる．そこで，Te(G)も gと書くことにする．

また，左不変ベクトル場 X は完備ベクトル場（証明略）であり，その１パラメータ変

換群を Exp (tX)と書くことにする．つまり，

d

dt
(Exp tX)(p)|t=0 = Xp

を満たす微分同相の１パラメータ群である．さて，微分同相 Lg : G → G に対して

Lg(Exp tX)L−1
g も１パラメータ変換群であるが，これに対するベクトル場を考えると

dLgX となる．

Proof. 点 p ∈ Gにおいて，(dLgX)p = (dLg)g−1pXg−1p であった．そこで接ベクトルと

して．(dLgX)pf = Xg−1p(L
∗
gf) = Xg−1p(f ◦ Lg)であるので，

Xg−1p(f ◦ Lg) =
d

dt
f(gExp tX(g−1p))|t=0

となる．一方，Lg(Exp tX)L−1
g (p) = g(Exp tX)(g−1p)であるので，

d

dt
f(g(Exp tX)(g−1p))|t=0 = (dLgX)pf

となる．よって，Lg(Exp tX)L−1
g に対するベクトル場は dLgX となる．
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そこで，X が左不変であるので．Lg(Exp tX)L−1
g = Exp tdLgX = Exp tX となり．

Lg(Exp tX) = (Exp tX)Lg を得る．つまり，左不変ベクトル場に対する１パラメータ変

換群は gの左作用と可換である．逆をたどれば，１パラメータ変換群が任意の gに対する

左作用と可換ならば，対応するベクトル場は左不変ベクトル場である．

リー群 G内の曲線 a(t)で s, t ∈ Rに対して．a(s)a(t) = a(t+ s)を満たすものを１パ

ラメータ部分群という．a(0)a(t) = a(t)であるので，a(t)−1 をかければ．a(0) = eとな

る．同様に，a(t)−1 = a(−t)．また，a(t)は G内の可換部分群である．この部分群に対

して，La(t), Ra(t) は G の１パラメータ変換群であり，a(t) = La(t)(e) = Ra(t)(e) とな

る．Ra(t) は LgRa(t) = Ra(t)Lg を満たすので，対応するベクトル場 X は左不変ベクト

ル場であり，Xe = a′(0)となる．

このように１パラメータ部分群 a(t) に対して，Xe = a′(0) とし，対応する左不変ベ

クトル場を X とすれば，Ra(t) = Exp tX であり，a(t) = (Exp tX)(e) を満たす．逆

に，左不変ベクトル場 X に対して，a(t) = (Exp tX)(e)は１パラメータ部分群であり，

Ra(t) = Exp tX を満たす．

以上から，１パラメータ部分群と左不変ベクトル場は１：１に対応することがわかっ

た．また，

Definition 1.1.3. Gをリー群として，gをそのリー環とする．X ∈ gに対して，t = 0

で原点を通る X の積分曲線

exp tX := (Exp tX)(e)

を考える．このとき，t = 1として

g ∋ X 7→ expX ∈ G

という写像を指数写像とよぶ．

Proposition 1.1.2. exp : g → G は滑らかであり，0 ∈ g での微分のランクは n であ

る．そこで逆関数定理より，∃U ⊂ g, V ⊂ Gが存在して，exp : U → V は微分同相とな

る．とくに，{X1, · · · , Xn}を gの基底をとり．V の局所座標系として，

xi(exp(
∑

aiXi)) = ai

により定義できる．これを標準座標とよぶ．

これまでは一般論であるが，我々が考えるのは行列群の場合であり，これまでの話はか

なり具体的に書くことができる．
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Example 1.1.3. GL(n,R) = {A ∈ R(n)| detA ̸= 0}はリー群である（R(n)の開部分
多様体）．点 g ∈ GL(,R)を通る曲線として，

g exp tX, X ∈ R(n)

を考える．ただし．ここでの exp tX は次のような行列の指数関数である．ここで行列

A ∈ R(n)の指数関数

eA = expA =
∞∑

m=0

Am

m!
∈ GL(n,R)

は行列のノルムについて絶対収束し，expAは存在する．また，次を満たす．

Proposition 1.1.4. 1. AB = BAなら expA expB = exp(A+B)（つまり可換な

場合には指数法則が成立する）．

2. (expA)−1 = exp(−A), (expA)m = expmA（m ∈ Z）
3. P を正則行列とすれば，P−1(expA)P = exp(P−1AP )となる．

4. exp(tA) = t(expA), exp Ā = expA, expA∗ = (expA)∗．

5. det expA = etr A（P−1AP が三角行列の場合に考えれば証明できる）

そこで g exp tX は t = 0 で g を通る GL(n,R) の曲線である．これを微分したもの
が接ベクトルであるので，gX ∈ Tg(G) とみなせる．さらに次元を考えれば Tg(G) =

{gX|X ∈ R(n)} となる．特に，Te(G) = R(n) となる．g = e の場合を考えると，

X ∈ Te(G) = R(n)に対して，a(t) = exp tX が a′(0) = X となり，１パラメータ部分群

である．そこで，指数写像 expは，行列の指数関数に一致する．

さて，微分同相 Lg : GL(n,R) ∋ g′ → gg′ ∈ GL(n,R)の微分は

dLg : Te(G) ∋ X 7→ gX ∈ Tg(G)

となる．そこで，X ∈ Te(G)に対する左不変ベクトル場 X̃ は X̃(g) = gX で与えられる．

またこのベクトル場に対する１パラメータ変換群は Rexp tX で与えられる．実際，

d

dt
Rexp tX(g)|t=0 =

d

dt
g exp tX|t=0 = gX = X̃(g)

である．

さて．ベクトル場のリー微分がリー括弧であったので，リー微分の定義から，

[X̃, Ỹ ]g = lim
t=0

Ỹ (g)− dRexp tX Ỹ (g exp−tX)

t
= lim

t→0

gY − g exp(−tX)Y exp(tX)

t
=g(XY − Y X)
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となる．よって，
[X̃, Ỹ ] = ˜XY − Y X

となる．このように，リー環 gl(n,R)のリー括弧積は，R(n) ∼= gl(n,R)の同一視のもと
で，X,Y ∈ R(n)のもとで

[X,Y ] = XY − Y X

となっている．

一般のリー環を定義しよう．

Definition 1.1.4. Rまたは C上ベクトル空間 gがリー環であるとは，リー括弧とよば

れる積 [x, y]が定まり，次をみたすこと

1. g× g ∋ (x, y) → [x, y] ∈ gは双線形

2. [x, y] = −[y, x]．

3. ヤコビ律が成立
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

R上なら実リー環とよび，C上なら複素リー環とよぶ．

リー群の左不変ベクトル場の全体であるリー環は，ベクトル場全体の部分環であるの

で，リー括弧という環構造が入りリー環である．

Example 1.1.5. GL(n,C)は複素リー群である．また，単位元での接空間は C(n)であ
り，これを gl(n,C)とかく．[X,Y ] := XY − Y X により，複素リー環となる．

さて，Adg = dLgdRg−1 : TeG → TeG を考える．このとき Adgh = AdgAdh を満た

す．つまり，群の準同型
Ad : G ∋ g → Adg ∈ GL(g)

を得る．また，Adg は微分同相であるので，リー環構造に対して，Adg[X,Y ] =

[AdgX,AdgY ]が成立．つまり Adg はリー環 gの自己同型である．また，リー環の積を

この Adを使えば，

[X,Y ] = lim
t→0

Y −Ad(exp−tX))Y

t

となる．そこで，e ∈ Gにおける Adの微分を考えると，

ad := dAde : g = TeG→ Te(GL(g)) = gl(g)

は
ad(X)Y = [X,Y ]
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となる．そして，Ad(exp tX) = exp tad(X)が成立する．ここで右辺の expは gl(g)での

指数関数である．実際，Ad(exp tX)，exp tad(X) は GL(g) 内の１パラメータ部分群で

あり，原点での微分を考えると，どちらも Y 7→ [X,Y ]という gl(g)の元を与える．よっ

て，１パラメータ群は一致するので，Ad(exp tX) = exp tad(X)となる．また，Adg が

自己同型であることから ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z]を満たすが，これは

ヤコビ律である．

Proof. GL(n,R)の場合に証明する．一般のリー群でも根本的な考え方は同じである．

Adg(X) = gXg−1

となる．よって，

Adg([X,Y ]) = g(XY −Y X)g−1 = gXg−1gY g−1−gY g−1gXg−1 = [Adg(X),Adg(Y )]

となる．また，

[X,Y ]e = lim
t→0

Y − exp(−tX)Y exp(tX)

t
= lim

t→0

Y −Ad(exp−tX))Y

t

となる．

この Ad の e における微分写像を考える．X ∈ gl(n,R) = Te(GL(n,R)) に対して，
X(t) := exp tX はX(0) = id, X ′(0) = X であるので，X を接ベクトルとするGL(n,R)
内の曲線である．そこで dAde(X)を計算すると，Y ∈ gに対して，

dAde(X)(Y ) =
d

dt
Ad(exp tX)Y |t=0 =

d

dt
(exp tX)Y (exp tX)−1|t=0

= XY − Y X = [X,Y ]

となる．

Exercise 1.1.6. 一般のリー群の場合に上で述べたことを証明せよ（参考：松島「多様体

入門」）

Theorem 1.1.7. リー群 Gの閉部分群H は Gの部分多様体であり，リー群である．ま

た，単位元の接空間を考えると Te(H) ⊂ Te(G)となるが，h = Te(H)は g = Te(G)の部

分環となる．

Corollary 1.1.8. 一般線形群 GL(n,R)の閉部分群 Gはリー群である，また，Gの単位

元での接空間に [X,Y ] = XY − Y X としてリー括弧を定義でき，リー環 gを得る．そし

て，gは gl(n,R)の部分環である．
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Example 1.1.9. R2n ∼= Cn とみなせば，

GL(n,C) ⊂ GL(2n,R)

となる．そして，

U(n) = {A ∈ GL(n,C)|A∗A = id}, SU(n) = {A ∈ GL(n,C)|A∗A = id,detA = 1}

とすれば，
U(n), SU(n) ⊂ GL(2n,R)

となり，これらは閉部分群であるので，リー群となる（次元は n2, n2 − 1）．さらにコンパ

クトリー群である．U(n)をユニタリ群，SU(n)を特殊ユニタリ群とよぶ．

また U(n), SU(n)のリー環は，単位元での接空間を考えれば，

u(n) = {A ∈ gl(n,C)|A+A∗ = 0}, su(n) = {A ∈ u(n)|trA = 0}

Example 1.1.10.
Sp(n) := {A ∈ H(n)|A∗A = id}

をシンプレクティック群とよぶ．ここで共役は a+ bi+ cj + dk = a − bi − cj − k とし

ている．これはコンパクトリー群である．

(R2n, ω)をシンプレクティックベクトル空間とすれば，

Sp(n,R) = {A ∈ R(2n)|ω(Av,Aw) = ω(v, w)}

とすれば，これは非コンパクトなリー群である．実シンプレクティック群とよぶ．

Exercise 1.1.11. H ∼= C2 とみなして，Sp(1) ∼= SU(2)となることを証明せよ．

1.1.2 直交群

Definition 1.1.5. 直交群 O(n)とは

O(n) = {A ∈ R(n)|tAA = id}

このとき，detA = ±1となる．さらに，O(n)の単位元連結成分を SO(n)と書く．この

とき，
SO(n) = {A ∈ O(n)| detA = 1}

となる．
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実直交行列の全体を O(n)と書くことにする．tAA = Idなので，detA = ±1となる．

また，

T0 =

(
In−1 0
0 −1

)
∈ O(n)

に対しては，detT0 = −1．また Id ∈ O(n)に対して det I = 1となるので，行列式とい

う写像
det : O(n) → R

の像は {±1}であり，連結でない．そして，detという写像は連続写像であるので，O(n)

は連結でないことがわかる．

実は，O(n)は二つの連結成分にわかれることを見てみよう．まず，

SO(n) = {A ∈ O(n)| detA = 1} ⊂ O(n)

とする．直交行列の固有値は 1, −1，αr1+j = cos θj +
√
−1 sin θj 及びその共役である

αr1+j であった．A ∈ SO(n) は detA = 1 であるので，−1 の固有値の数は偶数個とな

る．そこで， (
−1 0
0 −1

)
=

(
cosπ sinπ
− sinπ cosπ

)
とかけば，直交変換によって，

P−1AP =



Ip
cos θ1 sin θ1
− sin θ1 cos θ1

. . .

cos θk sin θk
− sin θk cos θk


とできる．そこで，

T (t) = P−1(t)AP (t) =



Ip
cos tθ1 sin tθ1
− sin tθ1 cos tθ1

. . .

cos tθk sin tθk
− sin tθk cos tθk


とすれば，T (t) ∈ SO(n)（0 ≤ t ≤ 1）であり，T (0) = Id, T (1) = P−1AP となる．つ

まり．T (t)は SO(n)内で Idと P−1AP を結ぶ連続曲線である．そして，PT (t)P−1 は

Idと Aを結ぶ SO(n)内の連続曲線である．このように，SO(n)内の任意の２点を連続

曲線で結ぶことができるので，SO(n)は連結となる．
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また，
O(n)− = {A ∈ O(n)|detA = −1}

とすると，A ∈ O(n)− に対して，AT0 ∈ SO(n)であり，B ∈ SO(n)に対して，BT0 ∈
O(n)− であるので，O(n)− = SO(n)T0 となる．先ほどの議論から，この O(n)− も連結

であることがわかる．

以上から，O(n)は二つの連結成分に分解できるこがわかった．

次に SO(n)の基本群を調べよう．

Theorem 1.1.12. π1(SO(n)) = Z2 となる（n ≥ 3）．π1(SO(2)) = Z．π1(SO(1)) =

{1}．

Proof. まず，SO(1) = {1} であるので，π1(SO(1)) = {1}．SO(2) ∼= S1（２次の回

転行列全体）であるので，π1(SO(2)) = Z となる．また，SO(3) ∼= RP 2 であるので，

π1(SO(3)) = Z2 を得る．

n ≥ 4の場合には帰納法を用いる．SO(n)を Sn−1 ⊂ Rn へ回転として作用させる．こ

のとき，等質空間として SO(n)/SO(n− 1) = Sn−1 となる．特に，主 SO(n− 1)束

SO(n)
SO(n−1)−−−−−−→ Sn−1

を得る．そこでホモトピー完全系列から，

π2(S
n−1) → π1(SO(n− 1)) → π1(SO(n)) → π1(S

n−1) → π0(SO(n− 1))

を得る．つまり，n ≥ 4なら

1 → Z2 → π1(SO(n)) → 1

となるので，π1(SO(n)) = Z2 となる．

Exercise 1.1.13. SO(3) = RP 3 となることを証明せよ．

Example 1.1.14. SO(n)の単位元での接空間を考えよう

so(n) := {X ∈ R(n)|tX +X = 0, trX}

というベクトル空間を考えて，exp tX は det exp tX = 1 および t(exp tX) exp tX = id

みたす．つまり exp tX ∈ SO(n)かつ exp 0X = idであるので，exp tX は単位元をとお

る SO(n)内の曲線である．さらに微分すれば exp tX|t=0 = X となるので，上のベクト

ル空間は接空間の部分空間である．そして，次元を考えれば一致する．

つまり so(n)は SO(n)の単位元での接空間となる．
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さて，so(n)にリー括弧を次で定義する．X,Y ∈ so(n)，[X,Y ] := XY − Y X とすれ

ば，[X,Y ] ∈ so(n)であり，リー環構造がはいることがわかる．よって，so(n)はリー環

である．（SO(n)の群構造がリー括弧に反映しているのである）．

リー環 so(n)は Λ2(Rn)と同一視できる．

so(n) = {a ∈ R(n)|⟨Xv,w⟩+ ⟨v,Xw⟩ = 0, ∀v ∈ Rn}

であった．これは次のようにして Λ2(Rn)と同一視できる，v ∧ w ∈ Λ2(Rn)に対して，

(v ∧ w)(u) = ⟨v, u⟩w − ⟨w, u⟩v

とすることにより，Λ2(Rn) ⊂ Rn ⊗ (Rn)∗ = R(n)を Rn に作用させることができる．こ

の対応で
Λ2(Rn) = so(n)

となる．つまり
so(n) = spanR{ei ∧ ej |1 ≤ i < j ≤ n}

となる．

1.1.3 リー群の表現

表現論の基本的な結果を述べる．

1.1.4 基本的な事柄

Definition 1.1.6. リー群 G の表現とは，複素ベクトル空間 V と（C∞ な）準同形

π : G → GL(V )の組のことである．V を表現空間または G加群とよぶ．また表現を G

が V へ作用しているということもある．

リー環 gの表現とは，複素ベクトル空間 V と環準同形 π : g → End(V )の組のこと．

Definition 1.1.7. エルミート内積 (·, ·) の入った表現空間 V を考える．この空間に G

が作用して，(π(g)v, π(g)w) = (v, w)（∀g ∈ G, ∀v, w ∈ V）が成立するとき，表現をユ

ニタリ表現とよぶ．

リー環の場合には，(π(X)v, w) + (v, π(X)w) = 0（∀X ∈ g, ∀v, w ∈ V）が成立すると

きにユニタリ表現とよぶ．

Remark 1.1.1. リー環はリー群の無限小表示であるので，(π(exp tX)v, π(exp tX)w) =

(v, w)を微分すれば，(π(X)v, w) + (v, π(X)w) = 0を得る．
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Proposition 1.1.15. コンパクトリー群 Gの有限次元表現を考える．このとき，ユニタ

リ表現になるようにエルミート内積を入れることができる．

Proof. V の勝手なエルミート内積 (·, ·)を選ぶ．そして，

(v, w)inv =
1

vol(G)

∫
G

(gv, gw)dg =
1

vol(G)

∫
G

(ghv, ghw)dg = (hv, hw)inv, h ∈ G

と積分すればよい．ここで，Gがコンパクト群であるので，不変積分要素 dgが存在する．

つまり
∫
G
f(gg′)dg =

∫
G
f(g)dg =

∫
G
f(g′g)dg が成立する．

我々が扱うのはコンパクト群の表現なので，最初から表現はユニタリ表現と仮定する．

Definition 1.1.8. 表現空間 V が非自明な G不変部分空間をもつとき可約とよぶ．それ

以外の時を既約とよぶ．（部分空間 W が G 不変とは，GW ⊂ W となること．また V ,

{0}は不変部分空間であるが，これらは自明な不変部分空間とよぶ）．また表現空間が既
約表現空間の直和に分解できるとき，完全可約とよぶ．

リー環の表現の既約や可約なども同様である．

Proposition 1.1.16. コンパクトリー群 Gの表現は完全可約である．

Proof. V を Gの表現として，ユニタリ表現としておく．W ⊂ V が G不変であるとすれ

ば．W ⊕W⊥ と分解できる．ここでユニタリ表現であることからW⊥ も G不変である．

以下この作業を繰り返せばよい．

そこで，我々は主に既約表現空間を考えることにする．

Definition 1.1.9. G の表現 (π, V ), (π′, V ′) が同値とは，Φ : V → V ′ というベクトル

空間としての同型写像で，G の作用と可換なものが存在することをいう．（Φ(π(g)v) =

π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V） G加群として同型のことである）．また，同値でないとき

は非同値とよぶ．

Proposition 1.1.17 (シューアの補題). G の既約表現 (π, V ), (π′, V ′) を考える．Φ :

V → V ′ が G線形とする．つまり Φ(π(g)v) = π′(g)Φ(v)（∀g ∈ G, ∀v ∈ V）が成立す

るとする．このとき，V と V ′ が非同値なら Φ = 0である．同値なら，V と V ′ を同一視

することにより，Φ = λid（λ ∈ C）となる（λ = 0もありえることに注意）．

Definition 1.1.10. 表現 (π, V ), (π′, V ′)に対してG線形写像の全体を HomG(V, V
′)と

書く．
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Corollary 1.1.18. 既約表現 (π, V ), (π′, V ′)に対して，

HomG(V, V
′) =

{
0 π ̸∼= π′

C π ∼= π′

Proof of proposition. 線形写像 Φ : V → V ′ が G線形であるので，kerΦ, ImageΦは G

不変部分空間である．そこで，Φ ̸= 0なら，既約性から kerΦ = 0および，ImageΦ = V ′

を得る．よって．Φは同型写像であり，π ∼= π′ となる．このように，π ̸∼= π′ なら Φ = 0

となる．

同値な場合には，G線形同型写像 T : V → V ′ が存在する．そこで，T−1 ◦Φ : V → V

を，新たに Φ として考えてよい．Φ の固有値の一つを λ とする．このとき Φ − λ も

G 線形写像である．ker(Φ − λ) は {0} でない G 不変部分空間であるので既約性から

ker(Φ− λ) = V となる，よって，Φ = λidとなる．

Example 1.1.19. Gのユニタリ表現 (π, V )を考える．このとき双対空間 V ∗ 上で，

(π(g)f)(v) = f(π(g−1)v), f ∈ V ∗, v ∈ V

により，V ∗ 上の表現を得ることができる（表現になることは演習問題）．これを転置表現

または双対表現とよぶ．

また，V の共役空間 V̄ を考える．つまり

V̄ := {v̄ | v ∈ V }

という集合であり，v̄+ w̄ = v + w, z · v̄ = z̄v̄によりベクトル空間の構造を入れたもので

ある．（v̄ は v の複素共役とは限らない．複素共役が定義できるには V に実構造が必要で

ある）．このとき，
π(g)v̄ = π(g)v, v ∈ V

により，V̄ はGの表現空間になる．これを共役表現という．さらにユニタリ表現なら，エ

ルミート内積を使って V ∗ ∼= V̄ という線形同型が作れるが，これは G線形になる．よっ

て，V の共役表現と双対表現は同値になることがわかる．

Example 1.1.20. 表現 (π, V ), (π′, V ′)から，表現を作ることができる．

1. V ⊗V ′は (π⊗π′)(g) := π(g)⊗π′(g)とすれば，G加群になる．（π(g)⊗π′(g)(v⊗
v′) = π(g)v ⊗ π′(g)v′ を線形に拡張）これをテンソル積表現とよぶ．

2. V の交代テンソル積 Λk(V )を考える．上と同様に G加群であることがわかる．つ

まり π(g)(v1 ∧ · · · ∧ vk) := π(g)v1 ∧ · · · ∧ π(g)vk とすればよい．
3. V の対称テンソル積 Sk(V )を考えると，これは G加群．
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4. Hom(V, V ′)は G加群．

などなど，線形代数の基本的な操作を使えば，表現をたくさんつくることができる．

1.1.5 等質空間

さて，最後に，等質空間について触れておく．リー群は多様体の例であった．リー群と

そのリー部分群の商空間を考えることにより，新たに多様体を作ることができる．

Theorem 1.1.21. Gをリー群として，H を閉リー部分群とする．このとき，同値関係

を g ∼ g′ ⇐⇒ g−1g′ ∈ H で入れて，その商空間

G/H := G/ ∼= {[g] = gH | g ∈ G}

を考えると，自然に dimG− dimH 次元の多様体となる．

Proof. g = h⊕mとなるように mとなる部分空間をとる．このとき．h⊕m ∋ (X,Y ) 7→
expX expY ∈ G は十分小さい近傍をとれば微分同相であり，G の局所座標を作ること

ができる．

さて，U を十分小さくとれば

m ⊃ U ∋ X 7→ (expX)H ∈ G/H

は G/H 内の開集合への同相写像となり，これが局所座標を与える．

Remark 1.1.2. H が閉集合であることに注意．G/H がハウスドルフ空間になるために

必要．

Definition 1.1.11. リー群 Gの多様体M への作用とは，群準同型

ψ : G ∋ g 7→ ψg ∈ Diff(M)

のことである．そして，

M ×G ∋ (p, g) 7→ g · p = ψg(p) ∈M

が滑らかな時，作用は滑らかという．また，p ∈M を通る G軌道とは

G · p = {ψg(p)|g ∈ G}

のことである．また，イソトロピー部分群とは Gp := {g ∈ G|gp = p} ⊂ Gのことである

（閉部分群であるので，部分リー群である）．そして軌道空間とは商空間M/Gのことであ

る（これは多様体になるとは限らない）．
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Example 1.1.22. G×Gは Gに作用している．

(G×G)×G ∋ ((g1, g2), g) 7→ g1gg
−1
2 ∈ G

ここで，g−1
2 としているのは準同型とするためである．

Theorem 1.1.23. Gが多様体M に推移的に（transitively）に左から作用しているとす

る．（推移的とは ∀x, x′ ∈ M に対して，∃g ∈ G，gx = x′．つまり軌道が１つのみ）．こ

のとき，x ∈M を固定して，isotropy subgroupを

H = {g ∈ G|gx = x}

とすると閉部分群であり，多様体としてM = G/H となる．このような多様体を等質空

間という．

Proof. xを固定して．G/H ∋ gH 7→ gx ∈M を考えると全単射微分同相である．

単射性：gx = g′xならば，g−1g′x = xであるので，g−1g′ ∈ H であるので，gH = g′H

である．

全射性：x′ ∈ M に対して推移的であるので，ある g′ ∈ Gが存在して，x′ = g′xとなる

ので，g′H → x′ = g′xとなるので全射である．微分同相であることは省略．

Example 1.1.24. 球面は Sn = SO(n+1)/SO(n) = O(n+1)/O(n)，複素射影空間は

CPn = U(n)/(U(1)×U(n− 1))．このようにしてリー群から，さまざまな新しい多様体

を構成することができる（で，このような空間は幾何学では重要）．

G が M に作用しているとき（推移的とは限らない），M 上の任意の点での isotropy

group が {e} ⊂ G となるとき（よって軌道はすべて G と同型），作用は自由であると

いう．

1.2 接続と曲率

1.2.1 主束上の接続

Gをリー群，M を多様体とする．

Definition 1.2.1. P がM 上の主 G束とは

1. G が P に右から自由に作用している. P × G ∋ (p, g) 7→ pg ∈ P．(pg = p なら

g = eとなる）．

2. 作用に関する軌道空間 P/G（自由に作用しているので多様体）が M であり，

π : P →M を射影とする．このとき（Gの作用も含めて）局所自明性が成立する．
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Example 1.2.1.

Theorem 1.2.2. リー群 Gに右から閉部分リー群 H が作用しているとする．この作用

は自由である．そして軌道空間は G/H であり多様体となる．また，π : G→M = G/H

は主 H 束である．

Proof. 多様体であることはすでに述べたが，その証明から G → G/H に局所的に切断

が存在することがわかる．これを使えば局所自明性がわかり，主 G束であることがわか

る．

Gの主 G束 P への作用の無限小作用を考えると

g ∋ X → X∗ ∈ X(P )

という基本ベクトル場を得る．つまり p ∈ P に対して X∗
p := d

dt (p exp tX)|t=0 とする．

（注意すべきは exp tX を便宜上とることが多いが X ∈ Te(G) = gを与える G内の曲線

ならなんでもよい）．

Proposition 1.2.3. 基本ベクトル場を与える写像 g ∋ X 7→ X∗ ∈ X(P )はリー環の準

同型である．つまり [X,Y ]∗ = [X∗, Y ∗]．

Proof. 右作用を Rg とすれば，(Rg)∗X
∗ = (Ad(g−1)X)∗ であることを証明する．

((Rg)∗X
∗)p = (Rg)∗X

∗
pg−1 である．X∗

pg−1 は pg−1 exp tX に対する t = 0 での微

分である．この (Rg)∗ による像は pg−1(exp tX)g の t = 0 での微分である．よって

p(exp tAd(g−1)X)の t = 0での微分となり (Ad(g−1)X)∗p となる．

さてベクトル場のリー環の定義は,

[X,Y ]p = lim
t→0

Yp − (ϕt)∗Yϕ−t(p)

t

である．ここで Yp, (ϕt)∗Yϕ−t(p) ∈ TpP であるので極限をとることには意味がある．また

ϕt は局所１パラメータ変換群．一方でリー環の積は

[X,Y ] = lim
t→0

Y −Ad(exp−tX)Y

t

である．そこで

[X∗, Y ∗]p = lim
t→0

Y ∗
p − (exp tX)∗Y

∗
p(exp−tX)

t
= lim

t→0

X∗
p − (Ad(exp−tX)Y )∗p

t
= [X,Y ]∗p

となる．
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gの基底を X1, · · · , Xk として，対応するベクトル場を X∗
1 , · · · , X∗

k とすれば，作用が

自由なので各点 pにおいて一次独立であり，これらから生成される P 上のベクトル束を

垂直束といい V ⊂ TP と書く．V = ker dπ であることに注意．一方で TM を引き戻し

た P 上の束 π∗TM を得る．このとき次のベクトル束の完全系列を得る

0 → V → TP → π∗TM → 0

これをスプリットさせることは必ずできるが，スプリットのさせ方はたくさんある．それ

を定めるのが接続である．

Definition 1.2.2. P 上の接続とは，

TP = V ⊕H

と splittingを与えるものである．ここで H ∼= π∗TM は G不変（(dRg)Hp = Hpg）な

TP の部分束である．これを水平束とよぶ．

この接続の定義を微分形式を使って書き換えよう．

Definition 1.2.3. P 上の接続形式とは，P 上の g値 1-form

A =

k∑
i=1

Ai ⊗Xi ∈ Ω1(P )⊗ g

で次をみたすもの

1. Aは G不変である．P 上の G作用から Ω1(P )への作用が定義でき，gには随伴作

用で作用させる．式で書けば，

g ·A =
∑

(Rg)
∗Ai ⊗Adg(Xi) =

∑
Ai ⊗Xi

ここで Rg は右作用なので R∗
g は左作用である．

2. Aは垂直的である．つまり ιX∗A = A(X∗) = X (∀X ∈ g）．

Proof. 先ほどの定義と同値であることを見てみる．上のような 1-fromに対して，

H = kerA = {v ∈ TP |ιvA = 0}

とすれば，水平束が定まる．逆に，H が定まれば上の条件をみたす 1-formで水平ベクト

ルに対してゼロとなるものがただ一つ定まる
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1.2.2 主束上の曲率

P に接続が与えられれば，次の分解を得る．

T ∗P = V ∗ ⊕H∗, ∧2T ∗P = (∧2V ∗)⊕ (V ∗ ∧H∗)⊕ (∧2H∗), · · ·

よって

Ω1(P ) = Ω1
v(P )⊕ Ω1

h(P ), Ω2(P ) = Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ), · · ·

となる．そこで接続 A ∈ Ω1
v ⊗ gの微分を考えると

dA ∈ Ω2(P )⊗ g = (Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ))⊗ g

となる．つまり dA = dAv + dAmix + dAh と三つに分解できる．

Lemma 1.2.4. dAv(X
∗, Y ∗) = −[X,Y ], dAmix = 0となる

Proof. (dA)(V,W ) = V A(W ) − WA(V ) − A([V,W ]) であった．また [X∗, Y ∗] =

[X,Y ]∗ となることとあわせれば dAv(X
∗, Y ∗) = −[X,Y ]がわかる．dAmix(X

∗,W ) =

X∗A(W ) − WA(X∗) − A([X∗,W ]) = −A([X∗,W ])（X ∈ g,W ∈ H）となるが，

H は G 不変であるので LX∗W ∈ H である．実際，X∗ が引き起こす 1 パラメータ

変換は ϕt(p) = p exp tX であるので，ϕt∗ = dRexp tX となる．また，H が G 不変と

は (dRg)Hp = Hpg のことであった．このことから LX∗W ∈ H がわかる．よって

A([X∗,W ]) = 0となる．

さて，P 上 g値微分形式 ω =
∑
ωi ⊗Xi ∈ Ωk(P )⊗ g, τ =

∑
τi ⊗Xi ∈ Ωl(P )⊗ gに

対して [ω ∧ τ ]を
[ω ∧ τ ] :=

∑
i,j

ωi ∧ τj ⊗ [Xi, Xj ]

と定義する．例えば [A ∧A]なら

[A ∧A] =
∑
i,j

Ai ∧Aj ⊗ [Xi, Xj ]

となるので，

[A ∧A](X,Y ) =
∑

Ai(X)Aj(Y )[Xi, Xj ]−
∑

Ai(Y )Aj(X)[Xi, Xj ]

= [A(X), A(Y )]− [A(Y ), A(X)] = 2[A(X), A(Y )]

を得る．
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Remark 1.2.1. 教科書によっては微分形式の定義がことなり，(A ∧ B)(X,Y ) =
1
2 (A(X)B(Y )−A(Y )B(X))とすることもあるので注意．

Definition 1.2.4. 接続の曲率とは dAの水平方向成分である．つまり

FA = (dA)h ∈ Ω2
h(P )⊗ g

である．また上で述べた補題などを使えば，

FA = dA+
1

2
[A ∧A]

ともかける（演習問題）．

定義から次は明らかであろう．

Proposition 1.2.5. FA は G不変であり，ιX∗FA = 0をみたす．特に，M 上のベクト

ル束 Λ2(M)⊗ gP の切断である．ここで gP は同伴束 P ×Ad g．

Remark 1.2.2. G不変で ιX∗ω = 0（つまり V 方向の成分がない）を満たす P 上の微分

形式を basicとよぶ．baisc微分形式はM 上の微分形式に対応する．

平坦接続とは FA = 0となる接続である．曲率の定義から水平分布が可積分である．M

の単連結近傍をとれば，その上に，積分多様体がつくれ，P = U ×Gと局所自明化でき，

接続が局所的に自明接続にできる．

Proof. 曲率の定義を考えると V,W ∈ H とする．このとき

0 = FA(V,W ) = dA(V,W ) +
1

2
[A(V ), A(W )] = A([V,W ])

= A([V,W ]h + [V,W ]v) = A([V,W ]v)

となり [V,W ] の垂直方向がないことを意味する．つまり [V,W ] ∈ H であり，水平方向

が可積分となる．

1.2.3 接続，曲率の局所表示

接続の局所表示を与えよう．まず主束を局所自明化する．つまりM = ∪iUi として Ui

上の切断 si(x) : Ui → P をとることにより局所自明化 π−1(Ui) ∼= Ui × Gを行う．この

とき Ui ∩ Uj 上では切断 si(x), sj(x)の差を gij(x) : Ui ∩ Uj → Gで表す（sj = sigij）．

これが推移関数と呼ばれるものであり，cocycle条件 gijgjkgki = 1を満たす．

Remark 1.2.3. 逆に，推移関数が与えられていれば，Ui ×Gを推移関数で張り合わせれ

ば，主束 P が得られる．
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接続 Aを切断 si で引き戻せば Ui 上の g値 1-form Ai(x) = (si)∗(A)が定まる．この

とき Ai と Aj は次のように関係する：

Aj = g−1
ij Aigij + g−1

ij dgij (1.2.1)

Proof. X ∈ TxM に対して，γ(0) = x, γ′(0) = X となる曲線を γ(t)とする．Aj(X) =

(sj)∗A(X) = A( d
dts

j(γ(t))|t=0)となるので， d
dts

j(γ(t))|t=0 の意味を考える．

d

dt
sj(γ(t))|t=0 =

d

dt
si(γ(t))|t=0gij(x) + sj(x)gij(x)

−1 d

dt
gij(γ(t))|t=0

= dRgij(x)
d

dt
si(γ(t))|t=0 + sj(x)gij(x)

−1 d

dt
gij(γ(t))|t=0

第二項の意味を考える．gij(x)−1gij(γ(t)) は t = 0 のときに e ∈ G を通る曲線で

ありその接ベクトルは gij(x)
−1 d

dtgij(γ(t))|t=0 = gij(x)
−1(dgij)x(X) である．そこで

sj(x)gij(x)
−1 d

dtgij(γ(t))|t=0 は対応する基本ベクトル場の sj(x) での値である．よって

Aをかぶせれば

Aj(X) = A(Rgij(x)(s
i)∗(X)) + gij(x)

−1dgij(X) = g−1
ij Ai(X)gij + g−1

ij dgij(X)

Remark 1.2.4. 逆に (1.2.1) を満たす {Ai}i があれば P 上の接続をつくることができ

る：切断 sj 上に接する P 上接ベクトルに対しては Ai できまる．さらに G 不変性と

A(X∗) = X を考えれば P 全体に拡張できる．そして，(1.2.1)から well-definedである．

次に曲率の局所表示をみていく．それは Fi := (si)∗FA によって定義される Ui 上の g

値 2-formである．定義から

Fi = (si)∗(dA+
1

2
[A ∧A]) = dAi +

1

2
[Ai ∧Ai]

である．また Fi, Fj は次のように関係する．

Fj = g−1
ij Figij

Proof. 直接代入すればわかる．

このことから，以前述べたように，曲率は同伴ベクトル束 gP = P ×Ad g に値をもつ

2-formであることがわかる．つまり Λ2(M)⊗ gP の切断である．



24 第 1章 微分幾何学ショートコース

1.2.4 平行移動とホロノミー

主束における平行移動とホロノミーについて考えよう．

γ(t) を M 内の曲線とする．また π(p) = γ(0) となる点 p ∈ P を固定する．この

とき γ(t) の水平リフトとは p を始点とする P 内の曲線 γ̃(t) で γ̃′(t) ∈ Hγ̃(t) かつ

π(γ̃(t)) = γ(t)となるものである．このような水平リフトは常微分方程式の解の存在と一

意性から．唯一つ存在することがわかる．さらに同じファイバーにある点 pg を始点とす

る γ(t)の水平リフトは γ̃(t)g となる．

そこでファイバー π−1(γ(0))を曲線 γ(t)にそって平行移動させてファイバー π−1(γ(1))

へ移すことが出来る．つまり Φ(γ) : π−1(γ(0)) → π−1(γ(1)) という微分同相写像で

Φ(γ)(pg) = Φ(γ)(p)g を満たすものを作ることができる．これを平行移動と呼ぶ．

xを固定して γ(0) = γ(1) = xとなるループを考え，その全体を Ωx(M)とする．これ

は群になる．ループ γ に対して平行移動を考えると Φ(γ) : π−1(x) → π−1(x)であるので

Φ(γ)は π−1(x)の変換を与える．そして Φ(γ′)Φ(γ) = Φ(γ′γ)であるので，

Φ : Ωx(M) ∋ γ 7→ Φ(γ) ∈ {F ∈ Diff(π−1(x))|F (pa) = F (p)a}

は準同形である．

点 p ∈ π−1(x)を固定すれば，上の F に対して F (p) = pgF となる gF ∈ Gが定まる．

また F ◦ F ′(p) = pgF gF ′ となるので，

Ψp : {F ∈ Diff(π−1(x))|F (pa) = F (p)a} ∋ F 7→ gF ∈ G

という準同形が定まる．そこで像

Hol(M,A) := Ψp ◦ Φ(Ωx(M)) ⊂ G

を接続 Aに対するホロノミー群とよぶ．（面倒なので Ψは書かずに Φ(γ)で Gの元を表

すことが多い）．

Remark 1.2.5. ホロノミー群は点 xや pのとり方で変わるが互いに同型（または共役）に

なるので，xや pを明記せず Hol(M,A)と書く．

また定数ループにホモトピック（0 ホモトピック）なループの全体を Ω0
x(M) と書く．

この像
Hol0(M,A) := Ψp ◦ Φ(Ω0

x(M)) ⊂ G

を制限ホロノミー群と呼ぶ．

Proposition 1.2.6. 制限ホロノミー群は構造群 G の連結リー部分群になる．さらに

Hol(M,A)の正規部分群であり，全射準同形 π1(M) → Hol(M,A)/Hol0(M,A)を得る．
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よって Hol(M,A)/Hol0(M,A)は可算であり，Hol(M,A)はリー群で，Hol0(M,A)は

その単位元連結成分になる．

outline of proof. 証明は outline のみ述べる．詳しいことは小林-野水 [5] などをみよ．0

ホモトピックなループ γ0 と定数ループ constはホモトピーで結べる．よってそれぞれに

対応した平行移動 Φ(γ0), Φ(const) もホモトピーで結べる．Φ(const) = idであるので，

Φ(γ0)は単位元と pathで結べることになる．よって制限ホロノミー群は path連結であ

る．リー群の一般論から Gの path連結な部分群はリー群であり，連結になる．

次に正規部分群になることを見る．γ をループとして γ0 を 0ホモトピックなループと

すれば，γγ0γ−1 は 0ホモトピックである．よって Φ(γ)Φ(γ0)Φ(γ)−1 ∈ Hol0(M,A)と

なるので Hol0(M,A)は正規部分群である．

また π1(M) ∋ [γ] → [Φ(γ)] ∈ Hol(M,A)/Hol0(M,A) とすれば全射準同形であ

る．

Remark 1.2.6. Hol(M,A)は Gの閉部分群になるかはわからないが，我々が扱うものは

すべて閉部分群となるものである．

このホロノミー群で重要なことは次の reduction定理である．

Proposition 1.2.7. M 上の主束 P および接続 A を考える．このとき構造群が

Hol(M,A) である P の主部分束 Q および接続 A|Q を得る．逆に，この Q, A|Q か
ら P と Aを作ることができる．

outline of proof. p ∈ P の点を固定して，p から水平曲線で結べる点全体の集合を Q と

する．この Qは主 Hol(M,A)束であることがわかる．接続を与えるには splittingを与

えればよかったので TP = H ⊕ V なら TQ = H ⊕ (V ∩ TQ)とすればよい．また Qと

接続 A′ があれば P = Q×i Gとして主束 P を再現でき，また接続も水平方向がすでに定

まっているので P 上の接続へ（一意的に）拡張できる．

ホロノミー群のリー環と曲率の関係について述べよう．ホロノミー群のリー環を

h(M,A) とする．リー環なので単位元連結成分である Hol0(M,A) のみから定まるもの

である．曲率 FA は Λ2(M)⊗ gP に値を持った，しかし接続は部分束 Qに落ちることが

わかったので，実際には FA は Λ2(M)⊗ h(M,A)P に値を持つ．

Proposition 1.2.8. 曲率 FA は Λ2(M)⊗ h(M,A)P に値を持つ．

ある意味でこの逆も言える．

Proposition 1.2.9. ホロノミー群のリー環 h(M,A)は次のような元で生成されるリー
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環である．
{FA(v, w)q|q ∈ Q, v, w ∈ Tπ(q)M} ⊂ g (1.2.2)

ここで q ∈ Qも動かすことに注意．

outline of proof. p0 ∈ P を固定して水平曲線で結べる点全体がQであった．まずQ = P

の場合を考える．(1.2.2)で生成されるリー環を g′ として，g′ に対する基本ベクトル場に

よる垂直部分空間を V ′ とする．そしてH ⊕ V ′ という接分布を考えると g′ の定義から可

積分であることがわかる．そこで p0 を通る積分多様体を考えるとその積分多様体の点は

水平曲線で結べるよって P と一致する．このことから g = g′ となる．

Q ̸= P の場合を考える．Qに対して上と同様にして g′ = h(M,A)となる．

Remark 1.2.7. (1.2.2)で定義されるベクトル空間を g0 とすると [g0, g0] ⊂ g0 となる．こ

のことを証明しておこう．proposition 1.2.8 から g0 ⊂ h(M,A) である．また，g0 の定

義と曲率が G不変（(Rg)
∗FA = Ad(g−1)FA）であったことから，g0 はHol(M,A)不変

である．よって [h(M,A), g0] ⊂ g0 である．そこで [g0, g0] ⊂ g0 が成立する．上の命題の

証明のおける g0 で生成される g′ は実は g0 に一致する．

Example 1.2.10. FA = 0 の場合を考える．これは水平方向による接分布の積分

多様体である．ホロノミー群のリー環は零である．そして Hol(M,A) は離散群とな

る．reduction した主 Hol(M,A) 束は M の被覆を与える．（この被覆は π1(M) →
Hol(M,A)/Hol0(M,A) = Hol(M,A)から作れる）．

1.2.5 同伴束上の共変微分

主束上の接続 Aから同伴ベクトル束上の共変微分∇を定義していこう．
構造群 Gの表現空間 (ρ, V )を考え，対応する同伴束V := P ×ρ V を考える．ここで

[p, v] ∼ [pg.ρ(g−1)v]

として P × V に同値関係を入れて，商空間を考えたものがVである．主束の局所自明性

から，Vは局所的に U × V である．

このベクトル束上に共変微分を定義したい．

Definition 1.2.5. 共変微分とは次をみたす微分作用素 ∇である

1. ∇ : Γ(V) → Γ(V ⊗ T ∗(M))は線形である．ここで Γ(V)は滑らかな切断全体．

2. e ∈ Γ(V), f ∈ C∞(M)に対して，

∇fe = df ⊗ e+ f∇e
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をみたす（ライプニッツ則）．

このときベクトル場 X ∈ X(M) に対して ∇Xe := (∇e)(X) と定義する．これはベクト

ル場 X に沿った共変微分である．定義から ∇fX = f∇X であるので，v ∈ TxM に対し

て点 xでの v 方向の共変微分 ∇veが定まることに注意する．

主束に接続が与えられているときに，同伴束に自然に共変微分が定まることを見てみよ

う．P に接続 Aが与えられているとする．s(x)を P の局所切断とし，表現空間 V の基

底 {e}i を選んでおく．このとき ei(x) := [s(x), ei]によりVの局所フレーム {ei(x)}i が
定まる．

このVの局所フレーム ei(x)に対して共変微分を

∇ei(x) = ρ∗(s
∗(A))ei(x) = [s(x), ρ∗(s

∗(A))ei]

と定め，任意の切断 e(x) =
∑
ξi(x)ei に対してはライプニッツ則により

∇e(x) =
∑

dξi ⊗ ei + ξiρ∗(s
∗(A))ei = (d+ ρ∗(s

∗(A)))e(x)

と定義する（最後の等号は慣習上このように書くという意味）．このようにして定義した

共変微分は well-definedである．

Proof. これが well-definedであることを確かめよう．[s(x)g, ρ(g−1)ei]に対して

∇ei(x) = [s(x)g, ρ∗((s · g)∗(A))ρ(g−1)ei]

= [s(x)g, ρ∗(Rg(s)
∗(A))ρ(g−1)ei] = [s(x)g, ρ(g−1)ρ∗((s)

∗(A))ρ(g)ρ(g−1)ei]

= [s(x), ρ∗(s
∗(A))ei]

次に他のフレームをとった場合に定義が一致することを見る．他のフレームを s′ とする．

s′(x) = s(x)g(x)とかけたとするとる．さらに ρ(g(x))ei =
∑
g(x)jiej とする（表現の表

現行列が (g(x)ji )ij）．このとき

ρ(g(x))ρ∗(g(x)
−1dg(x))ei =

∑
dg(x)jiej

となる．s′ に対する局所フレームを e′i とすれば

e′i(x) = [s′(x), ei] = [s(x)g(x), ei] = [s(x), ρ(g(x))ei] =
∑

g(x)jiej(x)

であり，
∇e′i(x) =

∑
dg(x)jiej(x) +

∑
g(x)ji∇ej(x)
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が成立する．一方で，接続の局所表示のときと同じようにして，

∇e′i = ρ∗(s
′∗(A))e′i(x) = [s′(x), ρ∗(s

′∗(A))ei]

= [s(x)g(x), (ρ(g(x)−1)ρ∗(s
∗A)ρ(g(x)) + ρ∗(g(x)

−1dg(x))ei]

= [s(x), (ρ∗(s
∗A)ρ(g(x)) + ρ∗(dg(x))ei]

=
∑
j

g(x)ji∇ej +
∑

dg(x)jiej(x)

となる．よって異なるフレームをとっても同じ共変微分を与える．

記号が面倒なので，少しの間

∇ei(x) = ρ∗(s
∗(A))ei(x) =

∑
ωj
i ⊗ ej

と表示することにする．ここで ωj
i は局所 1-formである．

この共変微分に対する曲率について考える．

Definition 1.2.6. 共変微分 ∇に対する曲率とは

Rρ(X,Y ) := ∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ]

のこと．

Rρ(fX, Y )e = Rρ(X, fY )e = Rρ(X,Y )(fe) = fRρ(X,Y )e であり，Rρ は M 上

End(V)値二次微分形式となる．曲率を局所フレームを使って書けば

Rρ(X,Y )ei = ρ∗((s
∗FA)(X,Y ))ei

となることがわかる．

Proof.

∇X∇Y ei = ∇X(
∑

ωj
i (Y )ej) =

∑
Xωj

i (Y )ej +
∑

ωj
i (Y )ωk

j (X)ek

であるので

(∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])ei

=
∑

(Xωj
i (Y )− Y ωj

i (X))ej +
∑

(ωj
i (Y )ωk

j (X)− ωj
i (X)ωk

j (Y ))ek −
∑

ωj
i ([X,Y ])ej

=
∑

dω(X,Y )ei + [ω(X), ω(Y )]ei = ρ∗((s
∗(dA+

1

2
[A ∧A]))(X,Y ))ei

=ρ∗((s
∗FA)(X,Y ))ei
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共変外微分についても説明しておこう（しかし，これは使わないと思う）．同伴束と微

分形式のベクトル束のテンソル積したM 上のベクトル束 Λk(V) := Λk(M)⊗V を考え

る．このベクトル束上に次のようにして微分作用が定まる．α⊗ e ∈ Γ(Λk(V))に対して

d∇(α⊗ e) := dα ∧ e+ (−1)kα ∧∇e ∈ Γ(Λk+1(V))

Example 1.2.11. 先ほどの曲率作用素は Rρ = d∇∇となる．

Proof. ∇ei =
∑
ωj
i ⊗ ej とすれば∑

j

d∇(ωj
i ⊗ ej)(X,Y ) =

∑
dωj

i (X,Y )ej − (ωj
i ∧∇ej)(X,Y )

=
∑

dωj
i (X,Y )ej − ωj

i (X)∇Y ej + ωj
i (Y )∇Xej

=
∑

dωj
i (X,Y )ej − ωj

i (X)ωk
j (Y )ek + ωj

i (Y )ωk
j (X)ek

=Rρ(X,Y )ei

となる．

Example 1.2.12. 曲率 FA は Λ2(gP ) = Λ2(M)⊗ gP の切断とみなすことができた．実

は d∇FA = 0が成立する（練習問題）．これをビアンキ恒等式とよぶ．後で述べるリーマ

ン曲率の場合には第二ビアンキ恒等式という．

1.2.6 同伴束の平行切断

Definition 1.2.7. 同伴束上に共変微分があった場合に，切断 e ∈ Γ(V)が平行切断とは

∇e = 0のことである．

Example 1.2.13. (ρ, V ) を自明表現として，その同伴束を考える．自明表現なので

V =M ×V となる．non-zeroベクトル e ∈ V に対して大域的な切断として e(x) = [p, e]

（π(p) = x）を得る．V の基底を {ei}i とすれば，e =
∑
viei とかける．自明表現である

こから ∇ei(x) = 0であるので

∇e(x) =
∑

(dvi)ei(x) + vi(∇ei(x)) = 0 + 0 = 0

となるので，これは平行切断である．そして dimV だけの独立な平行切断をつくること

ができる．

同伴束での平行移動を考える．主束上の平行移動とはM 内の曲線 γ(t)にそってファイ

バーの同一視を与えるものであった．同伴束V上の点 [p, v]を考える．M 内の γ(t)に対
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する P での水平リフト γ̃(t)で γ̃(0) = pとなるものをとる．このとき [γ̃(t), v]はV内の

曲線で γ(t)のリフトである．そこで

Φ(γ) : Vγ(0) ∋ [p, v] → [γ̃(1), v] ∈ Vγ(1)

という写像を考える．これは well-definedかつ線形である．

Proof. [p, v] = [pg, ρ(g−1)v] であった．pg から出発する水平リフトは γ̃(t)g である．

よって Φ([pg, ρ(g−1)v]) = [γ̃(1)g, ρ(g−1)v] = [γ̃(1), v] となるので well-defined である．

また線形であることも定義から明らか．

このように定まるファイバー間の線形写像を V の接続 ρ∗(A) に対する平行移動と呼

ぶ．またホロノミー群も同様に定義することができる．これは主束のホロノミー群の表現

であり，ρ(Hol(M,A))が接続 ρ∗(A)に対するホロノミー群になる．また，平行移動から

共変微分を定めることも可能である：ある切断 e(x)に対して，

∇γ′(0)e = lim
t→0

Φ(γ)−1(e(γ(t)))− e(γ(0))

t

とすれば共変微分になる．逆に∇が与えられている場合には曲線 γ(t)に対して∇γ′(t)s =

0（∀t）となるような γ(t)上の切断を唯一つ構成することができる（常微分方程式の解の

存在と一意性）．これより平行移動が定まる．つまり平行移動と共変微分は同値な概念で

ある．

さて，平行移動が定まった場合に，切断 e(x)が平行切断であるとは，e(x)が平行移動

によって不変であることである．これが先ほどの定義 ∇e = 0と一致することは上記の平

行移動と共変微分の同値性から明らかであろう．

Remark 1.2.8. 点 x0 のファイバーVx0 の点 e(x0)を固定して，これを平行移動で全体に

拡張しようとしても，大域的切断が構成できるとは限らない．例えばあるループをとっ

て，その水平リフトを γ̃(t)とする．このとき [γ̃(1), v] ̸= [γ̃(0), v]であるので切断とはな

らない．平行切断とは，まず大域的な切断 e(x)が存在していて，さらにそれが平行であ

るとしている．
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平行切断の図単なる平行移動の図

V V

Remark 1.2.9. 平行切断には零点がないことに注意．もし∇e = 0で，ある点で e(x) = 0

となるとすれば，e(x) = 0からの平行移動は零切断となってしまう．

平行切断に対しての重要な命題は次である．

Proposition 1.2.14. 構造群 Gの表現 (ρ, V )の同伴束および共変微分を考える．平行

切断∇e = 0を考える．このとき e(x0)は x0 でのホロノミー群の作用により不変である．

逆に，ホロノミー群で不変なベクトル v ∈ V が存在すれば，平行切断 eで e(x0) = [p, v]

となるものが存在する．

Proof. ∇e = 0とする．このとき平行切断は平行移動によって不変である．特に，勝手な

ループに対する平行移動によって不変．つまりホロノミー群 ρ(Hol(M,A))によって不変

である．

逆に ρ(Hol(M,A)) で不変なベクトル v を考える．ここで Hol(M,A) は点 p0 を基点

とするホロノミー群とする．e(x0) = e(π(p0)) = [p0, v]とする．点 xでの値 e(x)を，x

と x0 を結ぶ曲線 γ に対する平行移動によって定める．つまり e(x) = Φ(γ)(e(x0))．

別の曲線 γ′をとった場合にΦ(γ)(e(x0)) = Φ(γ′)(e(x0))つまりΦ(γ′)−1Φ(γ)(e(x0)) =

e(x0) を証明すべきである．このことは，Φ(γ′)−1Φ(γ) = Φ(γ′−1γ) = ρ(∃g) ∈
ρ(Hol(M,A))であり，v がホロノミー群で不変であることからわかる．よって大域的な

切断が定義でき，作り方から平行切断である．

この命題から次のことがわかる．すべての同伴束のすべての平行切断を考え，それらを
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固定する群を H とする．このとき Hol(M,A)は H の部分群である．このように，平行

切断を考れば，ホロノミー群がわかる（もちろん一致するとは限らないが）．

Example 1.2.15. ある表現空間 (ρ, V )に対する G不変幾何構造を考える．例えば，エ

ルミート内積，実構造などである．エルミート内積や実構造はある表現空間の G不変元

である．よって，同伴束に導かれるエルミート内積や実構造はすべて平行である．例え

ば，V 上の G不変エルミート内積 hから V 上のファイバー計量 hを定義する．このと

き∇h = 0が成り立つ．つまり

∇(h(ϕ, ψ)) = h(∇ϕ, ψ) + h(ϕ,∇ψ)

が成立する．

最後に計算上たびたび使用する命題を述べておく

Proposition 1.2.16. 同伴束上の共変微分を考える．多様体上の点 x0 を固定する．同

伴ベクトル束の局所フレーム {ei(x)}i で (∇ei)x0 = 0となるものが存在する．また平行

な計量が入っている場合に正規直交フレームで同様なものが存在する．

Proof. 固定した点 xのファイバーのフレームを {ei(x0)}i も固定する．点 x0 から放射線

状に {ei(x0)}i を平行移動させる．このとき x0 の近傍を十分小さくとれば，ei(x)は局所

切断になり，さらに近傍を小さくとれば一次独立性が保たれるので局所フレームとなる．

定義から (∇ei)x0 = 0である．二番目の主張は平行移動によって，計量が平行であること

から正規直交性が保たれることによる．

注意すべきは，構成した局所フレームは点 x0 では (∇ei)x0 = 0であるが，その近傍で

平行切断になるとは限らないことである．平行切断になるためには曲率が零であることが

必要．

1.3 レビチビタ接続

この章ではレビチビタ接続およびリーマン曲率テンソルについて考える．

1.3.1 レビチビタ接続

多様体上には特別な主束としてフレーム束という主 GL(n,R) 束を考えることができ
る．すなわち各点でのフレームをすべて集めたものをファイバーとする主束である．こ

のとき GL(n,R) の Rn への自然表現に対する同伴束は接束 T (M) である．主フレーム
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束上の接続から導かれる T (M)上の共変微分 ∇に対して，次の捩率テンソル（torsion

tensor）をかんがえることができる：

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].

我々が考える接続は，この torsion tensorが零のものに限ることにする．

多様体にリーマン計量が入る場合には，主 O(n)束を得ることができる．リーマン計量

とは，対称テンソル場
g ∈ Γ(M,T ∗(M)⊗ T ∗(M))

であり，各点で正定値内積を与えるものである．つまり，v, w ∈ Tx(M)に対して

gx(v, w) = gx(w, v), gx(v, v) ≥ 0, 等号成立なら v = 0

を満たす．そして，局所座標系で

g =
∑

gij(x)dxi ⊗ dxj ,

としたとき gij(x)は滑らか．このとき，(gij)ij が正定値対称行列となることに注意．

Remark 1.3.1. 多様体には１の分割を使えば，必ずリーマン計量が入る．

Definition 1.3.1. 各点 xに対する接空間 TxM の正規直交フレーム全体を Ox とする

Ox = {X1, · · · , Xn|g(Xi, Xj) = δij}

このとき O(M) = ∪x∈MOx は主 O(n)束になる．これを正規直交フレーム束という．

さらに，多様体に向きが入る場合を考えれば，向きつき正規直交フレーム束 SO(M)を

得る（主 SO(n)束となる）．

正規直交フレーム束O(M)を考えることができる．この主束上の接続は

∇g = 0, ( ⇐⇒ X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀X,Y.Z)

をみたす．逆に，∇g = 0を満たす接続はO(M)上の接続を与える．

Definition 1.3.2. ∇g = 0と T = 0を満たす接続をリーマン多様体上のレビ-チビタ接

続という．

Proposition 1.3.1. レビ-チビタ接続は固定したリーマン計量に対して唯一つ存在する

ことがわかる．

Proof. 天下り的に与える．

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )

+g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g(X, [Y,Z]) ∀Z
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により ∇XY を定義すると，共変微分であり計量を保存し torsion が零であることがわ

かる．一意性は ∇g = 0, T = 0 なら上の式を満たさなければならないことがわかるの

で．

Example 1.3.2. M をユークリッド空間 Rn+1 の n次元部分多様体として，ϕ : M →
Rn+1 を埋め込みの写像とする（つまりM は超曲面とする）．このとき，ユークリッド計

量 gE の引き戻しを g := ϕ∗gE とすれば，x ∈ M で ϕ∗ : TxM → Tϕ(x)Rn+1 は単射であ

るので，gはM 上のリーマン計量となる．さて，M の局所座標を x1, · · · , xn とする．こ
のとき， ∂

∂xi
はM 上の局所的なベクトル場であるが，ϕ = ϕ(x1, · · · , xn) ∈ Rn+1 と表し

たとき，M に接しているベクトル場

ϕxi =
∂ϕ

∂xi

と同一視される．そして，M 上のリーマン計量は，この局所座標に対して

gij = g(∂/∂xi, ∂/∂xj) =
∂ϕ

∂xi
· ∂ϕ
∂xj

と表せる．

さて，ϕxi はM 上のベクトル場であるが，これをさらに xj で微分したとき，M に接

するかどうかはわからず，接空間方向（tangential）と法線方向（normal）に分解するこ

とができる．つまり，単位法線ベクトルを nとすれば，

∂

∂xj

(
∂ϕ

∂xi

)
= prtan(

∂2ϕ

∂xj∂xi
) + (

∂2ϕ

∂xj∂xi
· n)n

と分解されるが，

∇∂j∂i := prtan(
∂2ϕ

∂xj∂xi
)

とすれば，これが (M, g)上のレビチビタ接続となる．実際，計量を保存し，捩れ率ゼロ

が簡単にわかる．また，ϕxi · n = 0，n · n = 1であることから，ϕxixj · n = −ϕxi · nxj，

nxi · nとなる．つまり，nxi はM に接している．そして，

∂

∂xj

(
∂ϕ

∂xi

)
= ∇∂j∂i − (ϕxi · nxj )n

となる．右辺の第二項は第二基本形式とよばれるものである．

以下では，リーマン多様体上のレビチビタ接続を考察する．

レビチビタ接続からみちびかれる接束上の共変微分を ∇とする．U 上の局所正規直交
フレームを (e1, · · · , en) とする．この (e1, · · · , en) は主フレーム束の局所切断であるの
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で，この切断によってレビチビタ接続を引き戻すと U 上の so(n) 値 1-form AU を得る

が，それは接束上の共変微分を用いて

AU =
1

2

∑
1≤i,j≤n

g(∇ei, ej)ei ∧ ej =
∑

1≤i<j≤n

g(∇ei, ej)ei ∧ ej

となる．

Proof.

g(ρ∗(AU (X))ek, et) =
1

2

∑
1≤i,j≤n

g(g(∇Xei, ej)(ei ∧ ej)(ek), et)

=
1

2

∑
ij

(δkiδjtg(∇Xei, ej)− δjkδitg(∇Xei, ej))

=
1

2
(g(∇Xek, et)− g(∇Xet, ek)) = g(∇Xek, et)

となるので ρ∗(AU (X))ek = ∇Xek となる．主フレーム束上の接続は自然表現に対する同

伴束上の共変微分から定めることができるので，この式からレビチビタ接続の局所表示が

上のようになることがわかる．

曲率形式の局所表示は，同じ局所フレームを使って

FU (X,Y ) =
1

2

∑
i,j

g(R(X,Y )ei, ej)ei ∧ ej

となる．ここで R(X,Y )は接束上の曲率であり

R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.3.1)

である．また
Rijkl := g(R(ei, ej)ek, el) (1.3.2)

とすれば，

FU (ei, ej) =
1

2

∑
k,l

Rijklek ∧ el

ともかける．

Remark 1.3.2. Rijkl の定義は論文によってことなる．このマイナス倍を Rijkl としてい

る論文のほうが多い．
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1.3.2 曲率テンソル

式 (1.3.1)で定義した接束での曲率をリーマン曲率テンソルとよぶ．リーマン曲率テン

ソルに関する事実をいくつか述べる．通常のテキストではある局所座標系に対するフレー

ム (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn)について考えることが多いが，ここでは，ある正規直交基底 {ei}
に対しての表示を考えることにする．（個人的に，gij などの記号は邪魔でしょうがない）．

リーマン曲率テンソル Rに対して (1.3.2)で与えられる Rijkl を考える．この Rijkl を

縮約することによりいくつかの微分幾何で重要なテンソルを得る．

1. リッチ曲率を
Rij =

∑
b

Rbijb

で定義する．これは Rij = Rji を満たす対称テンソルであり，

Ric(X,Y ) =
∑

RijX
iY j

と書くこともある．またリッチ変換（対称変換）Ric : TM → TM を

Ric(X) := Ric(
∑

Xiei) =
∑

RijejX
i

とする．

Ricは対称テンソルであるので，各点で対角化することができる．その各固有値が

すべての点で > r のとき Ric > r と書く．

2. スカラー曲率と呼ばれる多様体上の関数を

κ =
∑

Rii

で定義する．

3. リッチテンソルは同伴ベクトル束 S2(T (M)) ∼= S2(T ∗(M)) の切断とみなすこ

とができるが，これは既約ベクトル束ではない．実際，O(n) に関する既約分解

S2(Rn) = S2
0(Rn)⊕R（トレース零部分とトレース部分）が成立する．そこで，こ

の分解に関してリッチを分解すれば，

Rij = (Rij −
κ

n
δij) +

κ

n
δij

となる．我々は

Eij :=
1

n− 2
(
κ

n
δij −Rij)

と定義して，これをアインシュタインテンソルと呼ぶ．このテンソルは Eij = Eji,∑
Eii = 0を満たす． そして Eij = 0となる多様体をアインシュタイン多様体と

呼ぶ．（テキストによっては Eij の適当な定数倍がアインシュタインテンソル）．
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第二ビアンキ恒等式 d∇R = 0 を使えば，連結リーマン多様体上で Ric = f(x)g

（我々の記号では Rij = f(x)δij）となるなら f は定数であることがわかる（ただし

n ≥ 3）．よってアインシュタイン多様体上でスカラー曲率 κ =
∑
Rii は定数であ

るので，アインシュタイン多様体は定スカラー曲率多様体である．

上でリッチテンソルの既約分解を与えたが，リーマン曲率テンソルそのものを既約分解

することを考える．まず，曲率テンソルは，同伴束 Λ2(M)⊗ so(n)P ∼= Λ2(M)⊗Λ2(M)

の切断とみなせる．そこで，この同伴束の既約分解を行えば R の既約分解ができる．ま

ずリーマン曲率テンソルは

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk (1.3.3)

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0 (1.3.4)

を満たすことがわかる．(1.3.3)は明らか．(1.3.4)は torsionが零から従う．(1.3.4)を第

一ビアンキ恒等式とよぶ．この二つの条件から

Rijkl = Rklij (1.3.5)

を得る.

Remark 1.3.3. 式 (1.3.3)と (1.3.5)から (1.3.4)は導けない．

リーマン多様体上のレビチビタ接続に対するホロノミー群に対する概略を述べる（例え

ば酒井隆「リーマン幾何学」を見よ）．

Definition 1.3.3. リーマン多様体 (M, g) に対して，レビチビタ接続に対するホロノ

ミー群をHol(M) ⊂ O(n)（またはHol(M, g)），制限ホロノミー群をHol0(M) ⊂ SO(n)

と書く．それぞれ，リーマンホロノミー群，制限リーマンホロノミー群とよぶ．また，ホ

ロノミー環を h(M)と書く．

Section 1.2.4 で述べた，主束のホロノミー群について成立したことは，すべてリーマ

ンホロノミー群について成立する．また，ビアンキ恒等式から，レビチビタ接続の曲率は

S2(h(M))に値をもつ．

さて，ふたつのリーマン多様体 (M1, g1), (M2, g2) があって，その積 M1 × M2 は

リーマン計量 g1 × g2 によって，リーマン多様体になる．これは T(x1,x2)(M1 ×M2) =

Tx1M1 × Tx2M2 に g1 × g2 というリーマン計量をいれることによる．このとき

Hol(M1 ×M2, g1 × g2) = Hol(M1, g1)×Hol(M2, g2),

Hol0(M1 ×M2, g1 × g2) = Hol0(M1, g1)×Hol0(M2, g2)

になることは明らかである．
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Definition 1.3.4. リーマン多様体が可約とは，上のようにリーマン多様体の積になるこ

と．局所可約とは局所的にリーマン多様体の積になること．また，可約でないときにリー

マン多様体が既約とよぶ．

ホロノミー群の Rn への表現を既約分解すると，実はホロノミー群自信が分解されるこ

とがわかる．そして，リーマン多様体としても分解されることになる，そこで，次の有名

な定理が導ける．

Theorem 1.3.3 (de-Rham分解定理). 完備単連結リーマン多様体 (M, g)に対して，完

備単連結リーマン多様体 (Mi, gi)（i = 1, · · · , k）で Hol(Mi, gi)が Rni へ既約に作用す

るもので，(M, g) = (M1, g1) × · · · × (Mk, gk) かつ Hol(M, g) = Hol(M1, g1) × · · · ×
Hol(Mk, gk)となるものが存在する．

また，単連結を仮定しない場合には，局所的に，つまり制限ホロノミー群に対して上の

定理が成立する（完備性がなくてもよい）．

1.3.3 測地線

(M, g) をリーマン多様体とする. 我々は g(X,X) = ∥X∥2 と書くことにする．また，
リーマン計量から導かれたレビチビタ接続を ∇とする．このとき測地線とは次のような
M 内の曲線 γ(t)のことである．

∇γ′(t)γ
′(t) = 0 (1.3.6)

つまり γ′(t)が曲線 γ(t)に沿って平行であること．

Lemma 1.3.4. γ(t)が測地線なら ∥γ′(t)∥は定数である．（つまり速さ一定）．

Proof.
d

dt
g(γ′(t), γ′(t)) = 2g(∇γ′(t)γ

′(t), γ′(t)) = 0. (1.3.7)

ここでレビチビタ接続が計量を保つことを用いた．よって ∥γ′(t)∥は定数.

Remark 1.3.4. この補題は重要である．なぜなら測地線が arclength に proportional な

パラメータ付けをもつことが分かるからである．（注意：あとで述べるが γ(t)が測地線な

ら γ(ct) や γ(t + c) も測地線である．ただし前者の初期値ベクトルは異なる．また γ(t)

が測地線だからといって γ(f(t))が測地線になるわけではない．例えば γ(t2)測地線では

ない．R2 の場合に (x, y) = (t2, t2)は測地線でない．つまり見かけが測地線だからといっ

て，安易に測地線といってはいけない．）

測地線の定義から局所座標系 (x1, · · · , xn) において，測地線は次のような２階の非線
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形常微分方程式系の解であることがわかる．

d2γi(t)

dt2
+ Γi

jk(γ(t))
dγj(t)

dt

dγk(t)

dt
= 0 for any i (1.3.8)

ただし γi(t) := xi(γ(t))であり，Γi
jk は∇∂j∂k =

∑
i Γ

i
jk∂i で定義されるクリストッフェ

ル記号である．

Exercise 1.3.5. 測地線の定義から，上の微分方程式を導け．

Exercise 1.3.6. 捩れ率ゼロであることから，Γk
ij = Γk

ji となることを示せ．

常微分方程式の解の存在，一意性，初期条件に関する微分可能性から次の性質がわかる

Proposition 1.3.7. 1. 任意の点 p ∈ M 及び任意のベクトル X ∈ Tp(M) に対し

て，0を含む開区間 I 及び測地線 γ : I → M で γ(0) = p，γ′(0) = X となるもの

が存在

2. γ1 : I1 →M，γ2 : I2 →M 測地線で γ1(0) = γ2(0) = p，γ′1(0) = γ′(0) = X とな

るものが存在するなら γ1(t) = γ2(t) for t ∈ I1 ∩ I2
3. 各点 p に対して，閉区間 I = [−a, a]，Tp(M) 内の開円板 D = D(0, r0) = {X ∈
Tp(M)|∥X∥ < r0}及び，滑らかな写像 Ψ : I ×D → M で次のようなものが存在

する：

任意の X ∈ D に対して γX(t) := Ψ(t,X)が γX(0) = p，γ′X(0) = X となる測地

線となる．

4. γ(t)測地線なら γ(ct)も測地線である．ここで cはゼロでない定数．

Proof. 最後の主張は γ(t)が測地線の方程式を満たせば γ(ct)も明らかに測地線の方程式

をみたすことからわかる．（c2 が前にでるだけ）．その他は常微分方程式の理論からした

がう．

命題における I = [−a, a] の a は，各点により異なるが我々は円板 D の方を小さくと

ることにより I = [−1, 1] とすることが可能である．例えば X に対する測地線 γX(t) が

t = a < 1 まで伸ばせたとする．このとき γ̃(t) := γX(at) を考えるとこれは測地線であ

り，さらに t = 1まで伸ばせる，しかし γ̃′(0) = aX である（つまり γaX(t) = γX(at)）．

よって開円板を小さくとれば I = [−1, 1]としてよい．

Example 1.3.8. M ⊂ Rn+1 の場合，誘導計量からくるレビチビタ接続の定義はすでに

述べた．その場合の測地線の方程式は

prtanγ
′′(t) = 0
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と書ける．つまり，
γ′′(t) = (γ′′(t) · n)n

となる．これは，M という超曲面に拘束された質点の等速直線運動を表している．実際，

運動方程式 F = maを考えたとき，力が働くのは垂直抗力のみであり，M に接する方向

の力は測地線の方程式からゼロである．

半径１の球面の測地線が大円になることはよく知られているが，それを見ていこう．

γ(t) ⊂ Sn ⊂ Rn+1 として，γ(0) = x，γ′(0) = X ∈ TxS
n とする．また，測地線のパラ

メータとして弧長パラメータを取っておくことにする．つまり γ′(t) · γ′(t) = 1とすれば，

γ′′(t) · γ′(t) = 0となる．また n(γ(t)) = γ(t)であるので，

γ′′(t) = (γ′′(t) · γ(t))γ(t) = −(γ′(t) · γ′(t))γ(t) = −γ(t)

である．そこで，この常微分方程式の解は

γ(t) = γ(0) cos t+ γ′(0) sin t = x cos t+X sin t

であり，xと X が張る平面と球面の交わりである大円となる．

1.3.4 指数写像と正規座標

以上から，次の指数写像を定義する：

Definition 1.3.5. 点 pにおける指数写像とは，上のような開円板D ⊂ Tp(M)をとり，

expp : D ∋ X → γX(1) ∈M (1.3.9)

特に，このとき γ(t) := expp(tX)は γ(0) = pかつ γ′(0) = X の測地線である．

Proof. expp(tX) = γtX(1) = γX(t)であるので．

この指数写像の TpM の原点 0における微分を考えると

(expp)∗0(X) =
d

dt
(expp(tX))|t=0 =

d

dt
γX(t)|t=0 = X

よって (expp)∗0 = id である．そこで逆関数定理から開円板 D をさらに小さくとるこ

とで
expp : D → expp(D) ⊂M

を微分同相写像とできる．これを用いて，次のように pの近傍 expp(D)上で局所座標をつ

くる：{ei}ni=1を Tp(M)の正規直交基底とする．y ∈ expp(D)に対して expp(
∑
xiei) = y
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となるようなベクトル
∑
xiei ∈ Tp(M)が唯一つ存在するので xi(y) = xi として局所座

標をいれる．つまり
xi = xi(expp(

∑
xiei)) (1.3.10)

この (expp(D), x1, · · · , xn)を点 pでの正規座標系（測地線座標）とよぶ．より詳しく言

えば Tp(M)のある正規直交基底 {ei}を固定して

Rn → Tp(M) → X (1.3.11)

(x1, · · · , xn) 7→
∑

xiei 7→ expp(
∑

xiei) (1.3.12)

という写像が正規座標である．特に，正規直交基底 {ei}を用いているので，

gij(0) = δij (1.3.13)

成立する．

さて，正規座標に関して次が成立する

Proposition 1.3.9. 1. 任意のベクトル X ∈ D に対して

d(p, expp(X)) = ∥X∥ (1.3.14)

ただし dの定義は次のよう

d(p, q) = inf{L(c)|cは pと q を結ぶ区分的に滑らかな曲線 } (1.3.15)

ここで，L(c) =
∫ b

a
∥c′(t)∥dtであり，リーマン計量に関する曲線の長さ．

2.
expp(D) = {q ∈M |d(q, p) < (D の半径)}

3. Dの半径 rを十分小さくとれば expp(D)は凸集合である．つまり q, q′ ∈ expp(D)

は expp(D)内で唯一つの測地線 γ で結べる．さらに L(γ) = d(q, q′)（このように

L(γ) = d(q, q′)が成り立つような測地線を最短測地線と呼ぶ）

Remark 1.3.5. 上の命題から d が距離になることがわかる．d(p, q) = 0 とすると q ∈
expp(D(r))となる．よって q = expp(X)となる X が存在するが d(p, q) = ∥X∥ = 0で

あるので p = q となる．

この命題を証明する前に補題を二つ用意する．

Lemma 1.3.10. 円板 D の半径 r として 0 < r′ < r となる r′ に対して次のことが成

立：Tp(M)内の半径 r′ の球を

S(r′) := {X ∈ Tp(M)|∥X∥ = r′}
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とする．このとき X ∈ S(r′), Y ∈ TX(S(r′))に対して

gexpp(X)((expp)∗XX, (expp)∗XY ) = 0

つまり指数写像で移したときリーマン計量に関して X と Y は直交している．

X

Y

(expp)∗XX

(expp)∗XY

S(r′)

0

p

X = X(0)

Y

X(s)

tX(s)の図

t

s

Proof. 球面 S′(r) 内の曲線 X(s) で X(0) = X かつ X ′(0) = Y となるものをとる．さ

らに
ϕ(t, s) := expp(tX(s)) ∈M

とする．つまり sを固定して tを動かせば測地線である．さて

gϕ(t,s)(ϕt, ϕt) = gp(X(s), X(s)) = r′2

である．（ここで測地線は長さを変えないことを用いた.また ϕt は tに関しての微分）．さ

らに両辺を sで微分して

0 =2g(ϕt,∇∂/∂sϕt)

=2g(ϕt,∇∂/∂tϕs + ϕ∗([∂/∂s, ∂/∂t])) (捩れゼロから)

=2g(ϕt,∇∂/∂tϕs)

=2{ ∂
∂t
g(ϕt, ϕs)− g(∇∂/∂tϕt, ϕs)}

=2
∂

∂t
g(ϕt, ϕs) (測地線より)

となるので g(ϕt, ϕs) は t に関して定数である．特に t = 0 の時を考えると ϕs(0, s) = 0

であるので g(ϕt, ϕs) = 0を得る．また

ϕt(1, 0) = (expp)∗XX, ϕs(1, 0) = (expp)∗XY

であるので補題が証明できた．
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Remark 1.3.6. ∇∂sϕt = ∇∂tϕs について補足しておく．ϕ : I×J ∋ (t, s) 7→ ϕ(t, s) ∈M

は，ある局所座標を使えば，ϕ(t, s) = (x1(t, s), · · · , xn(t, s))とかける．そこで tについ

て微分すれば ϕt =
∑

∂xi

∂t (t, s)
∂

∂xi，ϕs =
∑

∂xi

∂s (t, s)
∂

∂xi となる．ベクトル場 ϕt をベク

トル場 ϕs にそって共変微分すれば，

∇∂sϕt =
∑ ∂2xi

∂t∂s

∂

∂xi
+
∑ ∂xi

∂t

∂xj

∂s
Γk
i,j

∂

∂xk

同様に，∇∂tϕs を計算すれば，∇∂tϕs = ∇∂sϕt を得る．

Lemma 1.3.11. expp(D)内の滑らかな曲線 c(t)を考える（a ≤ t ≤ b）．この曲線を極

座標表示する
c(t) = expp(r(t)X(t)), ∥X(t)∥ = 1, r(t) ∈ R

このとき ∫ b

a

∥c′(t)∥dt ≥ |r(b)− r(a)| (1.3.16)

（左辺は曲線のM 内での長さ）．さらに等号成立は r(t)が単調増加で X(t)が定ベクトル

のとき．

r(a) r(b)

c(a) c(b)

X(t)

r(t)X(t)

p

Proof. ϕ(r, t) = expp(rX(t))とすると，c(t) = ϕ(r(t), t)である．さて

c′(t) =
dr

dt

∂ϕ

∂r
+
∂ϕ

∂t
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となる．よって先ほどの補題を用いれば

∥c′(t)∥2 = (
dr

dt
)2g(

∂ϕ

∂r
,
∂ϕ

∂r
) + g(

∂ϕ

∂t
,
∂ϕ

∂t
)

となるが g(∂ϕ∂r ,
∂ϕ
∂r ) = ∥X(t)∥2 = 1となるので

∥c′(t)∥2 ≥ (
dr

dt
)2

を得る．（等号成立は ∂ϕ
∂t = 0，つまり X(t)が定ベクトル）．よって∫ b

a

∥c′(t)∥dt ≥
∫ b

a

|dr
dt

|dt ≥ |
∫ b

a

dr

dt
dt| ≥ |r(b)− r(a)|

となる．（ここで等号成立は r(t)が単調増加）．

Proof of Proposition. 第一の主張を示そう．上の補題において c(0) = p，c(b) = expp(X)

となる任意の曲線を選ぶ．（a = 0としている）．特に r(0) = 0である．よって∫ b

a

∥c′(t)∥dt ≥ r(b)

となる．このように pと expp(X)を結ぶ曲線は r(b)で抑えることができる．我々は pか

ら c(b)への曲線として c(t) = expp(tX)をとれば，r(b) = ∥X∥ =
∫ b

0
∥γ′X(t)∥dtとなる．

第二の主張は第一の主張から言える．

第三の主張を考える．pに関する開円板を Dp とかく．この円板の半径 r を十分小さく

とって expq(D(r′))内に q′ が入るようにすれば q と q′ は測地線で結べる．さらに微分同

相 expp : D(r) 7→ expp(D(r))において，半径 r は pに対して連続的に変化することがわ

かる．つまり pと p′ が十分近ければ r と r′ も十分近い．よって r を十分小さくとれば主

張がいえる．

さて指数写像 expp の定義域である開円板 Dp を Tp(M) 全体へと拡張できるであろう

か？これに対しては次の結果が知られている．

Proposition 1.3.12 (Hopf-Rinow, [4]). 連結なリーマン多様体に対して以下は同値

1. dを距離としてM は完備である．（コーシー列が収束）

2. ある点 p ∈M で Dp = Tp(M)となるものが存在

3. 任意の点 p ∈M に対して Dp = Tp(M)

4. 任意の点 p ∈M と任意の r > 0に対して {q ∈M |d(p, q) < r}が相対コンパクト
5. M 内の有界閉集合はコンパクト
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さらにこのようなときに (M, g) を完備リーマン多様体とよぶ．またそのとき任意の点

p, q に対して，それらを結ぶ最短測地線が存在する．

Remark 1.3.7. 1. (M, g)を距離空間とみなしたときに入る位相はもともとあるM の

位相と一致する．

2. Tp(M)全体で expp が拡張できるわけだが，単射性は（一般に）明らかに崩れるこ

とに注意する．よって座標系になるわけではない．このため単射半径という概念が

ある．リーマン幾何においてはこの単射半径は重要な概念の一つである．
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第 2章

リーマン対称空間入門

2.1 リーマン対称空間の定義と例

Definition 2.1.1. リーマン多様体 (M, g)がリーマン対称空間とは，任意の点 p ∈M に

対して，等長同型 σp : M → M で σp(p) = pかつ (dσp)p = −id : TpM → TpM となる

ものが存在すること．

ここで，リーマン多様体 (M, g)，(N, g′) が等長同型とは，微分同相写像 ϕ : M → N

が存在して，ϕ∗g′ = g となるときをいう．また，この ϕを等長同型という．

上の条件から σp に対して pは孤立固定点になることがわかる．また dσp(p) = −idか

ら，σp が「点対称（point symmetry）」であることがわかる．つまり対称空間とは，各点

に点対称がある空間である．実際，後で見るように，ある点 pと点 xを測地線で結んだと

き，その反対側の点が σp(x)である．

Proof. 孤立固定点となることを証明しておこう．M ×M 内で σp のグラフと恒等写像の

グラフの交点が固定点である．

Tpdiagonal(M) + Tpgraphσp = Tp(M ×M)

となるので，点 pで横断的に交わっている．よって，固定点は孤立点である．

Remark 2.1.1. リーマン対称空間とは G不変計量をもつ対称空間のことである（一般の

対称空間の定義は後述）．しかし，このノートで扱うのはリーマン対称空間に限るので，

リーマン対称空間のことを単に対称空間とよぶことにする．

Example 2.1.1. Rn に標準的な計量を入れておく．このとき任意の点 p ∈ Rn に対して

σp(x) = 2p− x

とする．
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p

x

2p− x
0

これは点 pに対する点対称な変換である．そして，σp(p) = pかつ dσp(p) = −idであ

るので，Rn は対称空間である.

Example 2.1.2. 球面 Sn を考える．等長群 SO(n+1)は Sn に推移的に作用するので，

ある点 pで σp を見つければよい．そこで pを北極 (1, 0, · · · , 0)とする．このとき

σp(x1, · · · , xn+1) = (x1,−x2, · · · ,−xn+1)

とする．このようにすれば条件を満たす（σp が等長であることは球面のリーマン計

量が Rn から導かれていることからわかる．ただし，n が奇数なら σp /∈ SO(n + 1)．

σp ∈ O(n+ 1)に注意）．この点対称は (0, x2, · · · , xn+1)という平面に対する鏡映をマイ

ナス倍したものである．

また，点 pを通る測地線は，pと原点を通る２次元平面と球面との交わりであり，大円

となる．

x
σ(x)

p
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Exercise 2.1.3. 点 y ∈ Snでの点対称が σy(x) = −x+2(x, y)yとなることを確かめよ．

Example 2.1.4. CPn を考える．まず Fubini-Study 計量の説明をする．π : Cn+1 \
{0} → CPn を射影とする．U ⊂ CPn に対して，Z : U → Cn+1 \ {0}を π ◦ Z = idと

なる正則写像（正則切断）とする．このとき

ω =
i

2
∂∂̄ log ∥Z∥2

とすれば，これはケーラー形式となる．ケーラー形式とは複素多様体上の nondegenerate

な real-closed-2-form ω であり，複素構造 J に対して ω(Ju, Jv) = ω(u, v)をみたすもの

である．このとき，g(u, v) = ω(u, Jv) とすれば，g はM 上のリーマン計量になる（こ

れをケーラー計量という）．他の正則切断 Z ′ をとっても零点がない正則関数 ϕを使って

Z ′ = ϕZ と書けるので，上の式に代入すれば同じ 2-formを定めることがわかる．例えば

U0 = {[Z0, · · · , Zn] | Z0 ̸= 0}

として，zi = Zi/Z0 を U0 の局所座標とすれば，正則切断として Z = (1, z1, · · · , zn)を
とることができる．このとき

ω =
i

2
∂∂̄ log ∥Z∥2 =

i

2

{∑
j dz

i ∧ dz̄j

1 + |z|2
−
∑

k,j z̄
jzkdzj ∧ dz̄k

(1 + |z|2)2

}
となる（log(1 + |z|2) がケーラーポテンシャル）．このケーラー形式に対する計量を
Fubini-Study計量と呼ぶ．つまり，

1

2

{∑
j dz

idz̄j

1 + |z|2
−

(
∑

j z̄
jdzj)(

∑
k z

kdz̄k)

(1 + |z|2)2

}
また，U(n+1)の Cn+1 への作用は ∥Z∥2 を不変にするので，CPn の等長変換を導く．

[L] ∈ CPn に対して，L ⊂ Cn+1 は直線である．この直線に対して

s|L = id, s|L⊥ = −id

として Cn+1 での Lに対する鏡映を考える．これは U(n + 1)の元であり，CPn の等長

変換 σ を与える．そして [L]が固定点であり，dσ([L]) = −idとなる．よって CPn は対

称空間である．

Example 2.1.5. 双曲空間 Hn を考える．R1,n を内積が

(x, x) = −x20 + x21 + · · ·+ x2n

となるローレンツ空間とする．このとき

Hn := {x ∈ R1,n | (x, x) = −1, x0 > 0}
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と定義する．ここで x0 > 0は Hn を連結にするための条件である．

1

ある点 pでの接空間を求めよう．xを通るHn 内の曲線 γt に対して (γt, γt) = −1であ

るので，微分して (x, γ′(0)) = 0となる．そこで n(x) = xという Hn 上の法ベクトル場

を考えると，
R1,n = n(x)⊕ TxH

n, 直交直和

となる，(x, x) = −1 であるので TxH
n に R1,n の内積を制限すれば正定値内積である．

よって，リーマン計量が入るので，このリーマン多様体 Hn を双曲空間と呼ぶ．

O(1, n)は R1,n の内積を保存する変換全体の群である．x0 軸の向きを変えない変換全

体の群 O+(1, n)は（O(1, n)の部分群）Hn に推移的に等長に作用する（正規直交基底が

O(1, n) で写りあうので）．また球面のときと同様に測地線は Hn と原点を通る２次元平

面との交わりである．さらに断面曲率が −1となることもわかる（例 2.6.10を参照）．

O+(1, n) が推移的に等長に作用するので，対称空間であることをみるには，点

(1, 0, · · · , 0)で考えればよい．

σ(x0, · · · , xn) = (x0,−x1, · · · ,−xn)

とすれば，σ ∈ O+(1, n)であり，σ(p) = pかつ dσ(p) = −idであるので対称空間である．

Exercise 2.1.6. σp(x) = −x+ 2(x, p)1,npであることを示せ．

この双曲空間のポアンカレ模型を考えてみる．

Bn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn|
∑

x2i < 1}
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として，計量を

g =
4

(1− |x|2)2
∑

dxidxi

で入れる．また Bn ∋ (x1, · · · , xn) → (y0, y1, · · · , yn) ∈ Hn ⊂ R1,n を

y0 =
1 + |x|2

1− |x|2
, yi =

2xi
1− |x|2

とすれば，

y0 > 0, −y20 + y21 + · · ·+ y2n =
−1− |x|4 − 2|x|2 + 4|x|2

(1− |x|2)2
=

−(1− |x|2)2

(1− |x|2)2
= −1

をみたす．逆写像は
xi =

yi
1 + y0

とすればよい．このように，Hn = Bn（微分同相）であり，等長同型であることもわ

かる（Hn の局所座標は Bn で入れればよい）．また，原点 0 ∈ Bn における点対称は

σ0(x) = −xである．

Example 2.1.7. コンパクトリー群 Gを考える．Gには左作用で不変な計量がはいる．

それを平均化して右不変な計量が入る．右作用と左作用は可換なので，左 G 作用，右

G 作用で不変な計量がはいる．単位元での点対称は σe(g) = g−1．実際，σe(e) = e，

dσe(v) = −v（∀v ∈ Te(G)）．σe が等長変換であることを確かめよう．単位元 eで等長で

あることは明らか．次に点 g で見てみる．まず，σe ◦ Lg(e) = g−1 = Rg−1 ◦ σe(e)であ
るので，

(dσe)g ◦ (dLg)e = (dRg−1)e ◦ (dσe)e : Te(G) → Tg−1(G)

となる．(dσe)g = (dRg−1)e ◦ (dσe)e ◦ ((dLg)e)
−1 : Tg(G) → Tg−1(G) となるが，dR,

dL, dσe は等長であるので (dσe)g は点 g において等長である．

Exercise 2.1.8. h ∈ Gにおける点対称が σh(g) = hg−1hとなることを確かめよ．

Proof. Lh : G → Gを使って，hを eに戻して，σe を施して，再び hに戻すことによる

（(h, e)e = hee−1 = hであるので，σh = (h, e)σe(h, e)
−1 = LhσeLh−1）．つまり，

σh(g) = Lh ◦ σe ◦ Lh−1(g) = h(h−1g)−1 = hg−1h

となる（dσh = dLhdσedLh−1 = dLh(−id)dL−1
h = −id）．
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2.2 リーマン対称空間の基本性質

さて，以下で対称空間の性質を見ていく．連結は仮定しておく．

2.2.1 基本的性質

Lemma 2.2.1. (M, g)を対称空間とする．σp :M →M は pを通る測地線を保存する．

そこで c : (−ϵ, ϵ) → M が c(0) = p となる測地線とすれば．σp(c(t)) = c(−t) となる．
（この意味で点対称を測地対称変換ともいう）．

Proof. 等長変換であるので測地線を測地線にうつす．そこで上のような測地線 c に対

して，
dσp(c

′(0)) = −c′(0)

となる．測地線は初期点と初期方向で唯一つに定まるのであった．また c(t)を測地線とす

れば，c(λt)（λは定数）も測地線である．特に，c(−t)は測地線であり，d
dtc(−t)|t=0 = −c′(0)

であるので，σp(c(t)) = c(−t)となる．

Lemma 2.2.2. cをM の測地線とする．c(0) = p, c(τ) = q とすると，

σqσp(c(t)) = c(t+ 2τ)

となる．また v ∈ Tc(t)M に対して dσqdσp(v) ∈ Tc(t+2τ)M は v を c に沿った平行移動

によって c(t+ 2τ)上へ移したものである．

c(t)

p

q

σp(c(t))

σqσp(c(t)) = c(t+ 2τ)
Vp

dσpVp = −Vp

Proof. まず測地線 c(t)とは ∇c′(t)c
′(t) = 0，つまり測地線方程式を満たす．その方程式

をみれば c(at), c(t+ b)も測地線になることがわかる．そこで c̃(t) := c(t+ τ)とすると，
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これは測地線であり c̃(0) = q となる．よって

σqσp(c(t)) = σq(c(−t)) = σq(c̃(−t− τ))

= c̃(t+ τ) = c(t+ 2τ)

となる．v ∈ TpM として，V を cに沿った平行ベクトル場で Vp = v を満たすものとす

る．σp は等長変換であるので dσp(V )も平行ベクトル場である．そして dσpVp = −Vp と
なる．よって dσp(V )は −v を平行移動したものであり −V である．よって

dσpVc(t) = −Vc(−t)

が成立する．同様にして
dσqdσpVc(t) = Vc(t+2τ)

となる．

上の補題では c(t), c(t+ 2τ)が定義されるような tに対して成立する．例えば，tが定

義される範囲が (−ϵ, ϵ) であるとすると，q = c(τ)（|τ | < ϵ）に対して, 上の補題を使え

ば，cは c(t + 2τ)まで伸ばせる．これを繰り返せば，tは R上全体へ拡張できることが
わかる．よって，

Corollary 2.2.3. 対称空間は測地的完備である．つまり測地線はパラメータ R の両方
の方向に無限の伸ばせる．

測地線や完備性に対する有名な Hopf-Rinowの定理を使えば（対称空間が連結は仮定）

Corollary 2.2.4. 対称空間では，任意の二点は測地線で結べる．

Remark 2.2.1. Hopf-Rinowの定理とは，次が同値であること．

• (M, g)が点 pで測地的完備（pからの測地線が完備）

• (M, g)が測地的完備

• pを固定して，任意の r > 0に対して B̄r(p) = {q ∈M |d(p, q) ≤ r}がコンパクト．
• 任意の pと任意の r > 0に対して B̄r(p)がコンパクト．

• (M, g)が距離空間として完備（コーシー列は収束列）

このとき，(M, g)を完備リーマン多様体とよぶ．さらに，完備リーマン多様体なら任意の

２点は測地線で結べる．例えば，(M, g)がコンパクトリーマン多様体なら完備である．

Corollary 2.2.5. 対称空間上で，点対称 σp は唯一つに決まる．また σ2
p = idであり，p

は σp は孤立固定点である．
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Proof. 今まで見てきたことから，σp : M → M 等長，σp(p) = p, dσp(p) = −idとなる

ものがあれば，pを通る測地線上で向きを反対にするものである．そこで pと任意の点が

測地線で結べるので，σp は一つしかない．

また σ2
p = idであること，pが孤立固定点であることも明らかである（ただし σp の固

定点は一つとは限らない）．

Remark 2.2.2. 上の命題から対称空間は次のように定義してもよい．リーマン多様体で任

意の点 pに対して等長同型 σp :M →M で σ2
p = idであり，pは σp は孤立固定点である

ものが存在．

なぜなら σ2
p = idかつ pが固定点であるとする．このとき dσp(p) = ±idになるが pが

孤立固定点なので dσp(p) = −idとなる．

Definition 2.2.1. M を対称空間とする．c : R →M を測地線とする．このとき

τt := σc(t/2) ◦ σc(0)

を cに沿って tだけ移動する変換とよぶ（cによる移換ともいう）．また，この τt は c(s)

を c(s+ t)へ移し，dτt は c(s)から c(s+ t)への cに沿った平行移動を与える．

Proof. 補題 2.2.2から σc(t/2) ◦ σc(0)(c(s)) = c(s+2× t/2) = c(s+ t)である．平行移動

であることも補題 2.2.2からわかる．

x

σc(0)(x)

σc(t/2)σc(0)(x) = τt(x)

c(s)

c(t/2)
c(0) c(t+ s)

σc(0)(c(s))

この変換の意味は次の補題の証明をみればわかるであろう．

Lemma 2.2.6. τt+s = τtτs となる．特に τt は等長 1パラメータ変換群である．

Proof. x ∈M と c(0)を測地線で結ぶ．それを γ(0) = c(0), γ(1) = x, γ′(0) = vとする．

τs は isometry であるので測地線を測地線へ移す．始点は c(s) であり，初期ベクトルが

dτs(v)となる測地線である．さらにこれを τt で移せば，始点が c(s + t)で，初期ベクト

ルが dτtdτs(v)となるものであるが，v を cに沿って平行移動したものである．一方 τt+s

は測地線 γ を始点が c(t+ s)で初期ベクトルが v を cに沿って平行移動したものに移す．
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よって τt+s と τsτt は測地線 γ を同じ測地線にうつすので，τt+s(x) = τsτt(x)となる．x

は任意でよいので，τt+s = τsτt となる．

c(0)

x
γ c(s)

c(s+ t)

τtτs(x)

τs(x)

τs(γ)

一般のリーマン多様体では等長変換群は推移的に作用するわけではないが，対称空間な

ら推移的に作用することをみてみよう．

Gを対称空間M の等長変換全体の群．G0 は次の Gの部分集合とする．

G0 := {gt | t ∈ R, gt は 1パラメタ群 }.

つまり G0 はすべての 1パラメータ群を集めたもの．例えば τt は G0 に入る．

Theorem 2.2.7. G0 はM に推移的に作用している．よって等長変換群 Gおよびその

単位元連結成分もM に推移的に作用している．特にM は等質空間である．また，点 p

の点対称を σp とすれば，点 q = gp（∃g ∈ G）の点対称は σq = gσpg
−1 となる．

Proof. M 内の任意の二点 p, q は測地線で結べるのであった．それを c とする（c(0) =

p, c(s) = q）．今 τt を cに沿った移換とすれば

q = c(s) = τs(c(0)) = τs(p)

である．よって G0 はM に推移的に作用する．

任意の点 q = gp（∃g ∈ G）の点対称は σq = gσpg
−1 となることを証明する．

(gσpg
−1)2 = id であり，((dg)(dσp)(dg)

−1)q = −id である．また gσpg
−1 は等長で

ある．点対称は一つしかないので σq = gσpg
−1 となる.

Corollary 2.2.8. 測地線 c(t)に沿った移換を τt とする．測地線 g(c(t))に沿った移換

は gτtg
−1 となる．
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Proof. τt = σc(t/2)σc(0) であった．そこで，

σg(c(t/2))σg(c(0)) = gσc(t/2)g
−1gσc(0)g

−1 = gτtg
−1

となる．

Definition 2.2.2. p ∈M を固定して，Gp = {g ∈ G | gp = p}を点 pでのイソトロピー

群とよび，K で書く．

Theorem 2.2.9. 対称空間 M の等長変換群はリー群であり，そのリー環を g とす

る．さらにそのイソトロピー群 K はコンパクト群である．また点 p でのホロノミー群

Hol(p,M)はK に含まれる．つまり Hol(p,M) ⊂ K．

Proof. 一般にリーマン多様体の等長変換群は（有限次元）リー群である．この証明は省

略（小林野水に証明がある）．写像 F : G ∋ g → gp ∈M を考えると，K = F (p)−1 であ

る．よって，K は Gの閉部分群である．また，k ∈ K に対して，kp = pであるので，

dkp : Tp(M) → Tp(M), g(dkpv, dkpw) = g(v, w)

という写像を引き起こし，K → O(Tp(M)) という準同形を得る．これをイソトロピー

表現とよぶ．いま G は等長変換群であるので M への作用は効果的である（g の M へ

の作用が id となるものは単位元 eだけ）．よって，K → O(Tp(M)) は埋め込みである．

O(TpM)はコンパクトであるので，その閉部分群であるK はコンパクト群になる．

次に，ホロノミー群について見ていく．ホロノミー群は点 pからの閉曲線にそった平行

移動が作る群（⊂ GL(Tp(M))）である．閉曲線 γ を区分的滑らかな測地線 γn で近似し

ておく．このとき，各測地線にそった平行移動は dτt である．それらを合わせたもは点 p

を pに移すある等長変換 gn の微分 d(gn)p として書ける．よって，gn ∈ K ⊂ O(Tp(M))

に含まれる．K はコンパクトであったので，γn → γ のとき gn は収束部分列をもち，γ

に対する平行移動 g ∈ K に収束．よって，ホロノミー群はK に含まれる．

Remark 2.2.3. リーマン多様体 M の主 O(n) 束 O(M) を考える．g は等長変換群な

ので微分写像 dg は O(M) の主束同型となる．このとき主束の勝手な点 q を固定して

G ∋ g 7→ dg(q) ∈ O(M)とすれば，これが埋め込みになり等長変換群は閉部分多様体に

なることが知られている（see. 酒井「リーマン幾何」）．よって，リーマン多様体M がコ

ンパクトなら等長変換群 Gもコンパクトであることがわかる．

Corollary 2.2.10. M を単連結でリーマン多様体として既約なら，イソトロピー表現は

既約表現である．
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Proof. K が可約とする．つまりK の TpM への表現が V1 ⊕ V2 と分解するとする．先ほ

ど述べたように Holp ⊂ K であったので，ホロノミー群に対しても可約になる．ドラー

ムの分解定理より，M 単連結なので，これはリーマン多様体として可約であることを意

味するので矛盾．

Remark 2.2.4. イソトロピー既約としても，リーマン多様体として可約ということは起こ

りえる．例えば，ユークリッド空間 Rn = E(n)/O(n)（ここで E(n)はユークリッド群）．

しばしばイソトロピー既約という条件をつけるが，上のようにリーマン多様体として既

約ということより，より一般的な条件である．

2.3 例

対称空間の例をいくつか挙げる．

Example 2.3.1 (ユークリッド空間). ユークリッド空間はリーマン対称空間であった．

この等長変換群は平行移動と直交変換群の半直積群 O(n) ⋉ Rn であるユークリッド群

E(n)である．つまり (A, b) ∈ O(n)× Rn に積を

(A, b)(A′, b′) = (AA′, Ab′ + b)

として入れたものである．また，原点でのイソトロピー群は O(n)であり，E(n)/O(n) =

Rn．また σp = (−I, 2p)である．もちろん点対称が生成する群は E(n)より小さい．

ユークリッド群は次のようにして定義してもよい．

E(n) = {
(
α β
0 1

)
|α ∈ O(n), β ∈ Rn} ⊂ GL(n+ 1,R)

Rn への作用のさせ方は
Rn ∋ v 7→ αv + β

で定義する．このときイソトロピー群は

K = {
(
α 0
0 1

)
|α ∈ O(n)} ∼= O(n)

となる．

Example 2.3.2 (球面). Sn を考える．北極 (1, 0, · · · , 0) ∈ Sn ⊂ Rn+1 のイソトロピー

群は O(n)である．また等長変換群は O(n+ 1)であるので，Sn = O(n+ 1)/O(n)とな

る．また点 (x1, · · · , xn+1) ∈ Sn での点対称は σx(y) = −y + 2(x, y)xとなる．さらに点

対称全体が生成する群が O(n+ 1)となる（ただし n = 2mなら SO(n+ 1)を生成）．
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Lemma 2.3.3. y = (y1, · · · , yn+1) ∈ Sn，y ̸= en+1 とすると，

(−2x1xn+1, · · · ,−2xnxn+1, 1− 2xn+1xn+1) = y

となる x ∈ Sn が存在する．さらに，xn+1 > 0なら xは y に対して一意に定まる．

Proof. xn+1 > 0とすれば．1− 2x2n+1 = yn+1 より，xn+1 =

√
1−yn+1√

2
とする．さらに，

xk = − yk

2xn+1
= − yk√

2(1−yn)
とすればよい．

Proposition 2.3.4. A ∈ O(n + 1) とすれば，いくつかの鏡映の積でかける．また

A ∈ SO(n+ 1)は偶数個の鏡映の積でかける．

Proof. 帰納法で示す．O(1) = {−1, 1} は −1 で生成できることはあきらか．次に，

O(k − 1)の元が鏡映の積で書けるとする．A = (a1, · · · , ak) ∈ O(k)として，

A =

(
A′ 0
0 1

)
に対しては仮定から鏡映の積で書ける．Aが上の形をしていないときは，ak ̸= ek である

ので，補題の xに対する鏡映を Dx（Dx(z) = z − 2(x, z)x）の行列表示は，

Dx = I − 2(xixj)ij =


1− 2x21 −2x1x2 · · · −2x1xk
−2x2x1 1− 2x22 · · · −2x2xk

...
...

. . .
...

−2xkx1 · · · · · · 1− 2xkxk


となり，最後の行は ak となる．そこで，(ai, ak) = δik 及び D−1

x A ∈ O(k)を用いれば，

D−1
x A = Dt

x(a1, · · · , ak) =
(
A′ 0
0 1

)
となる．よって仮定が使えば，直交行列が鏡映の積で書けることが示せた．

さて，点対称は，その点に対する鏡映のマイナス倍である．n = 2m の場合には，

−σx ∈ SO(n+ 1)．n = 2m+ 1の場合には，−σx ∈ O(n+ 1)となる．そこで，点対称

が生成する群は n = 2mなら SO(n+ 1)であり，n = 2m+ 1なら O(n+ 1)である．

Example 2.3.5 (双曲空間). （実）双曲空間 Hn に対する等長変換は O+(1, n) で

ある，またイソトロピー群は O(n) である．よって，O+(1, n)/O(n) = Hn．または

SO+(1, n)/SO(n) = Hn と考えてもよい．

Example 2.3.6 (双曲平面). H2 の上半平面モデルを考える．つまり H+ = {z ∈
C|ℑz > 0}である．これは，円板モデル D = {z ∈ C||z| < 1}との対応は，

H+ ∈ z 7→ z − i

z + i
∈ D, D ∋ w 7→ 1 + w

1− w
∈ H+



2.3 例 59

である．計量の対応は，

ds2H+
=
dx2 + dy2

y2
, ds2D =

dx+dy2

(1−
√
x2 + y2)2

である．

次に，O+(1, 2) の連結成分 O+
0 (1, 2) の２重被覆が SL(2,R) と同型であることがわか

る．つまり，
PSL(2,R) := SL(2,R)/{±1} ∼= O+

0 (1, 2)

となる．

Proof.

sl(2,R) = {X =

(
x y + z

y − z −x

)
|x, y, z ∈ R} ∼= R3

とする．このとき − det(X) = x2 + y2 − z2 となり R1,2 と同一視できる．このとき随伴

表現を考えると det(gXg−1) = det(X) であり，(x, y, z) = (0, 0, 1) の方向を変えない．

また，SL(2,R)は連結であるので，

Ad : SL(2,R) 7→ O+
0 (1, 2)

となることがわかる．また，この微分写像を考えるとリー環の同型を与える．g ∈
O+

0 (1, 2) に対して，g = expX となる X ∈ o(1, 2) が取れるので（後で一般論を示す）．

Adは全射となる．さらに，ker = {±1}となるので二重被覆となる．

そこで，SL(2,R)を次のように作用させる．(
α β
γ δ

)
z =

αz + β

γz + δ

このとき

ℑαz + β

γz + δ
=
αz + β

γz + δ
− αz̄ + β

γz̄ + δ

=
(αz + β)(γz̄ + δ)− (αz̄ + β)(γz + δ)

(γz + δ)(γz̄ + δ)

=
(αδ − βγ)(z − z̄)

|γz + δ|2
=

ℑz
|γz + δ|2

> 0

となるので well-definedである．

Exercise 2.3.7. SL(2,R)の H2 への作用 Adが，H+ の上で述べた一次分数変換にな

ることを示せ．また，等長変換となることを示せ．
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i =
√
−1 ∈ H+ の点対称は σi(z) = − 1

z となる．

このとき z = i ∈ H+ のイソトロピー群は

αi+ β

γi+ δ
= i⇒ αi+ β = −γ + δi

なので α = δ, β = −γ となる．つまり，(
α β
−β α

)
∈ SL(2,R)

となるので，K = SO(2)である．このように H = SL(2,R)/SO(2)となる．

Example 2.3.8 (コンパクトリー群). コンパクトリー群には左 G作用，右 G作用で不

変な計量が入るのであった．そこで，等長変換の部分群としては，G×Gを考える．この

ときイソトロピー群は Gである．そして G = G×G/diag(G)となる．

Example 2.3.9 (グラスマン多様体). Rn 内の実 k 次元部分空間の全体であるグラ

スマン多様体 Gk(Rn) を考える．O(n) は推移的に作用し，Rk のイソトロピー群は

O(k)×O(n− k) ⊂ O(n)である．また，このとき E ∈ Gk(Rn)における点対称 σE は E

に関する鏡映である（つまり E 上では固有値 1で，E⊥ で −1となるような変換のこと．

この鏡映で，ある k 次元部分空間を別の k 次元部分空間へうつす）．

もう少し詳しくみていこう．まず，S(n)を n × nの実対称行列全体とする．このとき

Gk(Rn)を S(n)へ埋め込める．E ∈ Gk(Rn)に対して，pE : Rn → E を直交射影行列と

する．直交射影なので pE は対称行列である．そして，

Gk(Rn) = {p ∈ S(n)|p2 = p, tr p = k}

となる．実際，pE ∈ GK(Rn)は明らか．逆に，上のような直交射影行列に対して，その

像の k次元部分空間を考えればよい．また，この空間 p ∈ GK(Rn)に対して，pは対称行

列で，固有値は 1が k 個，0が n− k 個であるので，g ∈ O(n)が存在して，

gpg−1 = p0 =

(
Ik 0
0 0n−k

)
となる．つまり p0 の O(n)-軌道がグラスマン多様体 Gk(Rn) である．また p0 のイソト

ロピー群は O(k)×O(n− k)であるので，

O(n)/O(k)×O(n− k)

また TI(O(k)×O(n− k)) ⊂ TI(O(n))の補空間は(
0 −Lt

L 0

)
, L ∈ R(n−k)×k
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である．よって，dimGk(Rn) = k(n− k)である．

S(n) 上の内積 ⟨x, y⟩ = tr (xty) = tr (xy) を S(n) の部分多様体である Gk(Rn) へ制

限することにより，グラスマン多様体に計量が入る．さらに O(n)の作用で不変である．

実際，
tr (gxg−1gyg−1) = tr (gxyg−1) = tr xy

となる．つまり O(n)は Gk(Rn)へ等長に作用している．v ∈ TE(Gk(Rn))とする．v を

与える曲線を p(t)としておく．このとき

p(t)2 = p(t)

であるので，これを微分すれば，

pEv + vpE = v ⇒ vpE = (I − pE)v = pE⊥v

となる．よって v : E → E⊥ という線形写像を与える．そしてそのような線形写像の次

元は k(n − k)である．つまり TE(Gk(Rn))は Hom(E,E⊥) = {v|v : E → E⊥}と同一
視できる．

点 E または pE での点対称を求めよう．ρE を E に対する鏡映とする．そして，

σE(p) = ρEpρE とする．σE ∈ O(n)であるので等長変換である．また，ρEpEρE = pE

であるので pE が固定点である．また v ∈ TE(Gk(Rn))は v : E → E⊥ とみなせた．そ

して ρE は E に対する鏡映であるので，dρE(x) = −xとなる．よって，σE が点対称と
なる．

また，S(n)をエルミート行列に変えれば Gk(Cn) = U(n)/U(k)× U(n− k)を，四元

数エルミート行列にすれば，Gk(Hn)を得る（Sp(n)/Sp(k)× Sp(n− k)）．

Remark 2.3.1. 1. G を連結にしたい場合には，SO(n)/S(O(k) × O(n − k)) ともで

きる

2. 複素グラスマン多様体に対して，U(n) より小さいリー群 SU(n) も推移的に作用

し，SU(n)/S(U(k)× U(n− k))と表せる．

3. Rnの向き付きの k次元部分空間全体を考えることができ，それは向きづけられたグ

ラスマン多様体とよび，対称空間となる．その場合には SO(n)/SO(k)×SO(n−k)
となる．また，これは普通のグラスマン多様体の２重被覆となっている．例えば，

Sn → RPn−1 である．

Example 2.3.10 (グラスマン多様体その２). グラスマン多様体を次のようにしても得

ることが出来る．k次元空間 E に対する鏡映を sE とする．つまり E 上で固有値１で E⊥

上で −1となるものである．先ほどの射影行列との対応は，

sE + I = 2pE
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となる．そこで，gsEg−1+I = 2gpEg
−1となるので，gp0g−1に対応する鏡映は，gs0g−1

である．また，(gs0g
−1)t = gst0g

t = gs0g
−1．また，鏡映は直交行列である．実際，すべ

ての鏡映の全体 R(n)は直交行列と対称行列の共通部分である．

R(n) = O(n) ∩ S(n) ⊂ O(n)

Proof. R(n) ⊂ O(n)∩S(n)はすでに見た．逆に s ∈ O(n)∩S(n)とすれば，s−1 = st = s

となるので，s2 = idであり，鏡映となる．

また，グラスマン多様体 Gk(Rn)は，tr (gs0g
−1) = tr s0 = k− (n− k) = 2k− nであ

るので，
Gk(Rn) = R(n)k = {s ∈ R(n)|tr (s) = 2n− k}

となる．ここで，tr (s) = 2n− kより，固定する部分空間が k次元となる鏡映となる．ま

た，R(n)k ⊂ O(n) ⊂ Rn×n とみて，Rn×n の内積 tr xty を R(n)k へ制限することによ

り，リーマン計量を入れることができる．

接空間を考えよう．sE ∈ R(n)k に対して，TsER(n)k ⊂ TsEO(n) ∩ S(n) = sEA(n) ∩
S(n)（A(n)は交代行列全体）．そこで，v ∈ TsER(n)k とは，v = sEa（a ∈ A(n)∩S(n)）
となり，(sEa)t = atstE = −asE であるので，また，v = sEa ∈ S(n)であるので，sEa =

−asE を得る．このように，aは sE の固有空間E,E⊥を入れ替える写像であり，v = sEa

も固有空間 E,E⊥ を入れ替える．あとは次元を考えれば，TsR(n)k ∼= Hom(E,E⊥) を

得る．

点対称は，sE における点対称 σE は，p ∈ R(n)kに対して，σE(p) = sEpsE = sEps
−1
E ∈

R(n)k となる．

Remark 2.3.2. 上のようにグラスマン多様体を定義したのは次の理由による．

O(n) は対称空間であり，点対称は σh(g) = hg−1h = hgth で与えられた．ここで

Rn×n の内積 (x, y) = tr xty から導かれるリーマン計量を O(n) にいれておく．このと

き，等長変換
O(n) ∋ x 7→ xt ∈ O(n)

を考える（等長であることは Rn×n の内積が不変であることからわかる）．等長変換の固

定点集合は全測地的部分多様体の disjoint unionとなる．対称空間内の全測地的部分多様

体は再び対称空間となることが知られている（定理 2.8.1）．また，点対称は制限すれば得

られる．よって，R(n) = O(n) ∩ S(n)は上の等長変換の固定点であり，全測地的部分多
様体の直和であり，各成分は対称空間となる．そして，点対称は

σs : R(n) ∋ x 7→ sxts = sxs ∈ R(n)

となる．
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Example 2.3.11 (Rn 上の複素構造). S を Rn（n = 2m）上の直交複素構造全体とす

る．つまり
S = {j ∈ GL(n,R)|j2 = −id, jjt = id}

のことである．−j = j−1 = jt であるので，S は交代行列全体 A(n)の部分集合である．

特に，
S = O(n) ∩A(n) = {j ∈ A(n)|j2 = −id}

となる．任意の j ∈ S は，直交行列であり固有値は ±
√
−1である．よって，∀j ∈ S に対

して，g ∈ O(n)が存在して，

gjg−1 = j0 =



(
0 1
−1 0

)
. . . (

0 1
−1 0

)


とすることが可能である．つまり，S は j0 の O(n)軌道（⊂ A(n)）である：

Ad(O(n))j0 = S

よって，S は部分多様体であるので，A(n)の内積

⟨x, y⟩ = tr (xty) = −tr (x, y), x, y ∈ A(n)

を S へ制限すれば，S はリーマン多様体になる．そして O(n) = O(2m)が等長に作用す

る．また，j0 におけるイソトロピー群は U(m) ∼= {g ∈ O(2m)|gj0 = j0g}となる．以上
から，

S = O(2m)/U(m)

となる．また次元は dimO(2m) = 2m(2m− 1)であり，dimU(m) = m(m− 1)である

ので，4m2 − 2m−m2 +m = 3m2 −m = m(3m− 1)となる．

接空間をもとめよう．j(t) ∈ S とすれば，j(t)2 = −id, j(t) = −j(t)t を満たすので，
vj + jv = 0, v = −vt となる．よって次元を考えると，

TjS = {v ∈ A(n)|jv + vj = 0}

となることがわかる（TjU(m) = {v ∈ A(n)|jv = vj}の補空間であることに注意）．
また，点対称は σj(k) = jkj−1 である．実際，j を固定点にもち，v ∈ TjS に対して，

dσj(v) = jvj−1 = −vjj−1 = −v となる．

Example 2.3.12 (Cn 上の四元数構造).
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Definition 2.3.1. C2m 上の四元数構造とは，歪線形同型 j : C2m → C2m で，j2 = −1

を満たすものである．さらに，C2m にエルミート計量を入れたとき，エルミート計量を保

つ四元数構造を四元数エルミート構造とよぶ．つまり，(v, w) = (j0v, j0w)．

Cn = C2m 上の複素シンプレクティック構造

j0 =



(
0 −1
1 0

)
. . . (

0 −1
1 0

)


を考える．このとき
j0 : v 7→ j0v

は，複素歪線形写像であり，j20(v) = j0j0v = −v となるので，四元数構造を与える．
また，エルミート内積を次の意味で保つ．

(v, w) = (j0v, j0w) = (j0w, j0v).

べつの見方をすれば，
(v, w) = (j0v, j0w)

といってもよい．このように j0 は四元数エルミート構造である．

この j0 の U(2m)随伴軌道を考える．j = gj0g
−1 とすれば，

j : v 7→ gj0g−1v

は複素歪線形写像であり，

gj0g−1gj0g−1v = ḡj0ḡ
−1ḡj0ḡ

−1v = −v

となる．また，エルミート内積も保つことがわかるので，これも四元数エルミート構造を

与える．また，

(gj0g
−1)∗ = gjt0g

−1 = −gj0g−1, (gj0g)
2 = −id

を満たすので，
S = {j ∈ u(2m)|j2 = −id} = U(2m) · j0

となる．逆に，四元数エルミート構造は軌道 U(2m) · j0 上にある（歪エルミート行列で，
固有値が ±iとなるものであるので，ユニタリ行列により gjg−1 = j0 とできる）．

また j0 のイソトロピー群は gj0 = j0g となるものなので，g ∈ Sp(m)となることがわ

かる．よって，
S = U(2m)/Sp(m)
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また点対称は
σj(k) = jkj−1

とすればよい．接空間なども前例と同様である．

Example 2.3.13 (Cn 上の実構造). Cn = R2n 上の実構造全体を考える．実構造は

iE ⊥ E となる実 n次元部分空間 E に関する鏡映 κで与えられる（iE ⊥ E となる実部

分空間を totally realという）．別の言い方をすれば，複素構造 iと反可換（歪複素線形）

な鏡映全体である．

Proof. 鏡映なので κ2 = idを満たす．κの ±1固有空間を E± とすれば，κ(iv) = −iκ(v)
を満たすので，i : E± → E∓ となる．そして，E+ ⊥ iE+ = E+ ⊥ E− となる．

鏡映は (κv,w) = (v, κw) を満たすので，対称行列で実現できる．対称行列の全体を

S(2n)として，Cn 上歪複素線形な写像全体との共通部分を S(2n)− と書く．このとき，

S = S(2n)− ∩O(2n) = {κ ∈ S(2n)− : κtκ = id} = {κ ∈ S(2n)|κtκ = id, iκ = −κi}

となる．例えば，標準的な複素共役 κ0(v) = v̄ を考える．複素構造 iを

i =



(
0 −1
1 0

)
. . . (

0 −1
1 0

)


とする．このとき

κ0 =



(
1 0
0 −1

)
. . . (

1 0
0 −1

)


とすれば，κ0i = −iκ0 を満たす．そして κ0 ∈ S となる．

さて，この空間 S には U(n) が推移的に作用する（ただし U(n) ⊂ SO(2n) とみなし

て）．まず，gκg−1 ∈ S となる．

Proof. g ∈ U(n) ⊂ SO(2n) は gtg = id かつ ig = gi となる．よって，

(gκg−1)t(gκg−1) = gκtκg−1 = id．また gκg−1i = −igκg−1．(gκg−1)t = gκtg−1 =

gκg−1．以上から gκg−1 ∈ S となる．

次に推移的に作用していることを見てみる．
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Proof. totally realな E の正規直交基底は Cn のユニタリ基底を与える．一方ユニタリ基

底が張る実空間は totally realである．よって U(n)が Cn のユニタリ基底の全体に推移

的に作用するので，totally real 実部分空間全体にも推移的に作用する．

また κ0 におけるイソトロピー群は O(n)である

Proof. κ0 を基底の変換を行って， (
I 0
0 −I

)
としておく．このとき U(n) ⊂ O(2n)は

A+ iB 7→
(
A −B
B A

)
で与えられる．そこで，κ0 のイソトロピー群は(

A 0
0 A

)
∈ O(2n)

となることがわかる．よって，O(n)となる．

以上から，
S = U(n)/O(n).

また接空間は
TκS = {v ∈ SO(2n)−|vκ+ κv = 0}

となる．そして，点対称は
σκ(x) = κxκ

となる．これは κを保存して TκS 上で

κvκ = −vκ2 = −v

であるので，dσκ = −idとなる．

Example 2.3.14 (正定値対称行列). S = P (n)を n× nの正定値対称行列全体とする．

これは対称行列 S(n)内の開部分集合である．特に，TpP (n) = S(n)である．正定値対称

行列 p ∈ P (n)に対して，g ∈ O(n)が存在して，p = g(λ1, · · · , λn)g−1 とできる．そこ

で，
√
p := g(

√
λ1, · · · ,

√
λn)g

−1 とする．また
√
pt = (g−1)t(

√
λ1, · · · ,

√
λn)g

t となる

ので，

√
p
√
p
t
=g(

√
λ1, · · · ,

√
λn)g

−1(g−1)t(
√
λ1, · · · ,

√
λn)g

t

=g(λ1, · · · , λn)g−1 = p
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となる．そこで，GL(n,R)の作用を

GL(n,R)× P (n) ∋ (g, p) 7→ gpgt ∈ P (n)

とすれば，任意の p ∈ P (n)に対して，g =
√
p ∈ GL(n,R)が存在して，p = gidgt とな

る．よって，推移的作用であり id ∈ P (n) におけるイソトロピー群は O(n) である．つ

まり，
P (n) = GL(n,R)/O(n)

となる．この空間に計量をいれよう．TeP (n) = S(n)の計量を

⟨v, w⟩e = tr (vw)

とする．また点 p = ggt での計量は id = eへ引き戻して入れればよいので，

⟨v, w⟩p = tr (g−1v(g−1)t)(g−1w(g−1)t) = tr (v(g−1)tg−1w(g−1)tg−1) = tr (vp−1wp−1)

つまり，
⟨v, w⟩p = tr (vp−1wp−1)

とすればよい．特に GL(n,R)の作用は等長作用である．また，σp(q) := pq−1pとする．

このとき pは固定点である．また微分写像は

dσp(v) = −p(p−1vp−1)p = −v

であるので，dσp = −idとなる．よって σp が点対称となる．

2.4 局所リーマン対称空間

対称空間のリーマン多様体としての性質（曲率）を調べる．そして，局所的に対称空間

となる局所対称空間の概念を導入する．

Theorem 2.4.1. リーマン対称空間M のリーマン曲率は ∇R = 0を満たす．

Proof. c を測地線として，X,Y, Z,W を c にそって平行なベクトル場とする．また

p = c(t0), q = c(t + t0)とする．このとき q = τt(p)となる（τt は cにそった移換）．そ

して dτt が cに沿った平行移動であった．よって，曲率は等長変換で不変であるので

g(R(Xq, Yq)Zq,Wq) = g(R(dτtXp, dτtYp)dτtZp, dτtWp)

= g(R(Xp, Yp)Zp,Wp) (τt は等長)

となる．よって，v = c′(t0)とすれば，共変微分の定義から

∇vR = 0

を得る．また v は任意にとれるので，∇R = 0．
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対称空間は ∇R = 0 を満たすことがわかった．そこで，点対称があるとはかぎらない

が∇R = 0となる空間を考えることができる．

Definition 2.4.1. （完備）リーマン多様体で ∇R = 0を満たすとき，局所対称空間と

よぶ．

Remark 2.4.1. 局所対称空間は，テキストによっては完備性を仮定しないこともある．ま

た任意の点 pに対して，pの近傍で点対称等長変換がある時に局所対称空間と定義する場

合もある．pの近傍での点対称があった場合には，曲率は局所的な話なので∇R = 0であ

ることは明らか．逆は後で述べる．

Example 2.4.2 (リーマン面). genus が２以上のコンパクトリーマン面 M に対し

て，その普遍被覆複素多様体は上半平面 H2 である．さらに，H2 の正則同型群は

PSL(2,R) = SL(2,R)/± 1に一致する．(H2, g)はリーマン対称空間であり単連結であ

るので，M は局所対称空間である（PSL(2,R)の有限部分群で割ったものがM）．実は，

M の等長変換群は有限群である（コンパクトで，リッチ曲率が負ならボホナー公式を使っ

てキリング場の空間は零次元．よって等長変換群も有限）ので，等質リーマン多様体でな

い．よって，genus 2 以上のコンパクトリーマン面は局所対称空間であるが対称空間で

はない例である．

Example 2.4.3 (レンズ空間). S3 ⊂ C2 とする．

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}

このとき T 2 = S1 × S1 を次で作用させると等長変換である．

(z1, z2) 7→ (eiϕ
1

z1, eiϕ
2

z2).

p, q を互いに素な自然数で 1 ≤ p < q とする．そして

Zq ∋ r 7→ (e2πir/q, e2πipr/q) ∈ S1 × S1

として埋め込む．そこで Zq を S3 へ作用させることができる．このとき p, q が互いに素

であることから固定点は存在しない．

Proof. 0 < r < q としてよい．(e2iπr/qz1, e2iπpr/qz2) = (z1, z2)とすると，e2iπr/qz1 =

z1 となるのは z1 = 0 のときであり，z2 = 1 となる．よって e2iπpr/q = 1 となるので

pr/q = l ∈ Zと書ける．p/q = l/r で 0 < r < q であるので，これは互いに素にあること

に反する．よって固定点は存在しない．
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そこで
L(q, p) = S3/Zq

はリーマン多様体でありレンズ空間とよばれる（もちろんリーマン計量は S3 から来るも

のを入れる）．L(2, 1)が３次元射影空間であるので，対称空間になる（実際 S3 の点対称

は L(2, 1)へ落ちる）．しかし q > 2なら L(q, 2)は対称空間でない局所対称空間である．

Proof. p = (0, 1) ∈ S3 に対しての点対称は

σp(z
1, z2) = (z̄1,−z2)

となる．しかし，これは Zp と可換でない．実際

σp(e
2iπr/qz1, e2iπpr/qz2) = (e−2iπr/q z̄1,−e2iπpr/qz2) = (e2iπr/q z̄1,−e2iπpr/qz2)

と仮定すると，e−2iπr/q = e2iπr/qとなる．よって 2r/q = lとなるが，例えば r = q−1 > 1

とすれば (2− l)q = 2となるので q > 2に矛盾する．

よって σp という点対称は L(q, p)へは遺伝しない．

L(q, p) がリーマン対称空間であるとすると，点 p を π : S3 → L(q, p) で落とした点

π(p)における点対称が存在するが，これを S3 へ持ち上げると σp になるが，これは矛盾

である．よって L(q, p)（q > 2）なら局所対称であるが対称ではない．

Example 2.4.4. 断面曲率が一定 k のリーマン多様体M を，定曲率空間とよぶ．定曲

率空間では x, y, z, w ∈ TpM に対して，

(R(x, y)z, w) = k{(x,w)(y, z)− (z, x)(y, w)}

となることがわかる（easy）．このことから，∇R = 0を得る．つまり，定曲率空間は局

所対称空間である．

Proof. 両辺を微分すれば，

k((∇x,w) + (x,∇w))(y, z) + k(x,w)((∇y, z) + (y,∇z))
− k((∇z, x) + (z,∇x))(y, w)− k(z, x)((∇y, w) + (w,∇y))

=((∇R)(x, y)z, w) + (R(∇x, y)z, w) + (R(x,∇y)z, w)
+ (R(x, y)∇z, w) + (R(x, y)z,∇w)

=((∇R)(x, y)z, w) + k{(∇x,w)(y, z)− (z,∇x)(y, w)}
+ k{(x,w)(∇y, z)− (z, x)(∇y, w)}

+ k{(x,w)(y,∇z)− (∇z, x)(y, w)}+ k{(x,∇w)(y, z)− (z, x)(y,∇w)}

となるので，((∇R)(x, y)z, w) = 0を得るので，∇R = 0となる．
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また，次は単連結，完備，定曲率空間である．

• Rn．これは定曲率 k = 0．

• Sn(k) = {x ∈ Rn+1|∥x∥2 = 1/k}．定曲率 k > 0

• Hn(k)，つまり Bn = {x ∈ Rn|∥x∥2 < −k}に g = 4
(−k−|x|2)2

∑
dxidxi で計量を

いれたもの．定曲率は k < 0となる．

逆に，単連結，完備，定曲率空間を考えると∇R = 0及びアムブローズの拡張定理をつ

かえば，上のいずれかに等長同型であることがわかる．

Exercise 2.4.5. リーマン多様体に対するアムブローズの拡張定理とはどのような定理

か調べよ（酒井「リーマン幾何学」を参照）．

さて局所対称空間上の測地線 c(t)に沿ったヤコビ場を考えよう（定義は後で）．リーマ

ン多様体 N の曲率を Rとする．点 p ∈ N およびベクトル v ∈ TpN に対して，

Rv : TpN ∋ w 7→ R(w, v)v ∈ TpN

を考えると，

g(Rv(w), w
′) =g(R(w, v)v, w′) = g(R(v, w′)w, v) = g(R(w′, v)v, w)

=g(Rv(w
′), w) = g(w,Rv(w

′))

となるので Rv は計量に関して自己共役であるので対角化可能である．また Rv(v) = 0で

あるので v は固有値零の固有ベクトルである．

局所対称空間 N に対しては R は平行なので，平行移動 Pc(t) と Rc′(t) は可換である．

つまり

Rc′(t)(Pc(t)w) = R(Pc(t)w, c
′(t))c′(t) = R(Pc(t)w,Pc(t)c

′(0))Pc(t)c
′(0))

= Pc(t)(R(w, c
′(0))c′(0)) = Pc(t)Rc′(0)(w).

測地線のパラメータを変えて ∥c′(0)∥ = 1 として Rc′(0) を考える．v を Rc′(0) に関して

固有値 ρ の単位固有ベクトル（∥v∥ = 1）で g(v, c′(0)) = 0 を満たすものとする．v(t)

を c(t)にそって v を平行移動したものとする．平行移動と Rc′(t) は可換なので，v(t)は

Rc′(t) に対して固有値 ρの固有ベクトルである．このとき

cρ(t) :=


cos(

√
ρt) ρ > 0

1 ρ = 0

cosh(
√
−ρt) ρ < 0

, sρ(t) :=


1√
ρ sin(

√
ρt) ρ > 0

t ρ = 0
1√
−ρ

sinh(
√
−ρt) ρ < 0

として，
J1(t) := cρ(t)v(t), J2(t) := sρ(t)v(t)
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とすればヤコビ場の方程式を満たす．つまり

∇c′(t)∇c′(t)Ji(t) +R(Ji(t), c
′(t))c′(t) = 0 i = 1, 2

Proof. Ji(t) = fρ(t)v(t)とすれば，

∇c′(t)∇c′(t)Ji(t) +R(Ji(t), c
′(t))c′(t)

=(f ′′ρ (t) + ρfρ(t))v(t) = 0

となる．この方程式の解として fρ(0) = 1, f ′ρ(0) = 0 の解が cρ(t) であり fρ(0) = 0,

f ′(0) = 1の解が sρ(t)である．よってヤコビ場である，J1(t)は v(0) = vで v′(0) = 0と

なるもの．J2(t)は v(0) = 0で v′(0) = v となるものである．

よって

Theorem 2.4.6. N を局所対称空間とする．c を測地線として c(0) = p, ∥c′(0)∥ = 1

とする．また c′(0) の直交補空間の正規直交基底で Rc′(0) の固有ベクトルとなるものを

v1, · · · , vn−1 とする．またその固有値を ρ1, · · · , ρn−1 とする．v1(t), · · · , vn−1(t)を cに

そって平行移動したものとすれば，測地線 cに沿ったヤコビ場で c′ に直交なものは

cρj (t)vj(t), sρj (t)vj(t)

の線形結合として書ける．

Proof. ヤコビ場とは，測地線の変分の際使うベクトル場である．測地線 c(t)の変分

f : (t, s) ∈ [0, T ]× (−ϵ, ϵ) →M

で各 sに対して曲線 t → f(t, s)が測地線となるものを考える．この変分に対する c(t)に

沿ったベクトル場をヤコビ場という．このとき

∇c′(t)∇c′(t)X +R(X, c′(t))c′(t) = 0

を満たすことがわかる．逆にこの式を満たすベクトル場はヤコビ場である（詳しくはリー

マン幾何の本を参照）．これは二階常微分方程式であるので Xc(0), ∇c′(0)X に対して唯一

つの解を持つ．よって，cρj (t)vj(t), sρj (t)vj(t)の線形結合で勝手な初期値を作ることが

できることになる．ただし c′ に直交なものとしている．（Xc(t) = c′(t)は c′(0)を平行移

動したものであり，Rc′(0) に対して零固有値をもつものであるので，対応するベクトル場

は c′(t)および tc′(t)である）．

ヤコビ場を使って局所対称空間の各点に局所点対称が存在することを証明しよう．上の

証明で述べたようにヤコビ場は測地線の変分である．そこで
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Lemma 2.4.7. キリングベクトル場はすべての測地線に対するヤコビ場である．（これ

は対称空間でなくてもよい）．

Proof. キリング場 X の局所 flow は等長変換であるので測地線を測地線にうつす．（注

意：M が完備の場合にはキリングベクトル場は完備ベクトル場になる．つまり 1 パラ

メータ変換群の定義域は Rになる（後述））．．
キリングベクトル場とは LXg = 0となるベクトル場である．つまり，

Xg(Y, Z) = g([X,Y ], Z) + g(Y, [X,Z])

を満たすベクトル場である．

Lemma 2.4.8. 点 pでの指数写像を expp とする．測地線 c(t)で c(0) = pとなるものは

c(t) = expp tc
′(0)と書ける．w ∈ TpM に対して測地線 cに沿ったヤコビ場で X(0) = 0,

X ′(0) = wとなるものは
X(t) = (d expp)tc′(0)(tw)

と書ける．

Proof. c(t, s) := expp(t(c
′(0) + sw)) は測地線 c(t) の変分である．そして対応するヤコ

ビ場は

X(t) =
∂

∂s
c(t, s)|s=0 = (d expp)tc′(0)(tw)

となる．さらに X(0) = 0 はあきらか．また torsion が零であること及び γ(t) =

expp(t(c
′(0) + sw))は初期ベクトルが γ′(0) = c′(0) + swの測地線なので

∇∂t
∂

∂s
c(t, s)|t=s=0 = ∇∂s

∂

∂t
c(t, s)|t=s=0 = ∇∂s(c

′(0) + sw) = w

となる．よって解の一意性を使えば補題が証明できる．

（上の二つの補題は，任意のリーマン多様体で成立）．

Proposition 2.4.9. ∇R = 0なら局所的に点対称が存在する．

Proof. 点 x に対して TxM の等長変換 X 7→ −X を F とする．測地線座標で expx :

TxM ⊃ B0(r) → Bx(r) ⊂ M（微分同相）になるようにとっておく．このとき ϕ :=

expx ◦F ◦ exp−1
x : Bx(r) → Bx(r)とすれば ϕ2 = idであり，固定点は xのみである．

さて，x と Bx(r) 内の任意の点 y はただ一つ測地線 c（c(0) = x, c(1) = y, c(t) =

expp(tc
′(0))）で結べる．Pcを平行移動としてΦc(t) = Pc(t)◦F ◦P−1

c(t) : Tc(t)M → Tc(t)M

を考える．このとき Φc(1) = (dϕ)y : TyM → TyM であることが証明できれば Φc(1) は等

長であるので dϕy が等長であることがわかり，点対称が存在することになる．
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∇R = 0及び点 xで F (R(X,Y )Z) = R(F (X), F (Y ))F (Z)となるので

Φc(t)(R(X,Y )Z) = R(Φc(t)X,Φc(t)Y )Φc(t)Z, (2.4.1)

が成立する．w ∈ TyM に対して，(d expp)c′(0) : Tc′(0)(TxM) = TxM → TyM の

逆像を ((d expp)c′(0))
−1w とする．c に沿ってのヤコビ場 V (t) で V (0) = 0, V ′(0) =

((d expp)c′(0))
−1wとなるものを考えると補題から

V (t) = (d expp)tc′(0)(tV
′(0)) = d exptc′(0)(t((d expp)c′(0))

−1w)

となるので V (1) = wである．一方W (t) = Pc(t)FP
−1
c(t)(V (t))とすれば，式 (2.4.1)およ

びヤコビ場を与える方程式から W (t) も c に沿ったヤコビ場である．そして W (0) = 0,

W ′(0) = −V ′(0)となる．そこで

W (t) = (d expp)tc′(0)(tW
′(0)) = (d expp)tc′(0)(−tV ′(0))

= (d expp)tc′(0)F (d expp)
−1
tc′(0)V (t) = dϕc(t)V (t)

となる．よって Φc(1) = dϕy が証明できた．

x

0
c′(0)

c(1) = y

単連結完備局所対称空間の場合には，局所点対称を大域的な点対称へ拡張できる．これ

は折れ線の測地線 c(t)に対して，

Φc(t)(R(X,Y )Z) = R(Φc(t)X,Φc(t)Y )Φc(t)Z

が成立することから，アムブローズの拡張定理を使って大域的な点対称となるからであ

る．よって，



74 第 2章 リーマン対称空間入門

Theorem 2.4.10. 完備局所対称空間N に対して，単連結対称空間M（N のリーマン普

遍被覆）及び，M に作用する固定点なしの等長変換の離散部分群 Γが存在してN =M/Γ

と書ける（もちろん逆に，そのような空間があれば∇R = 0であるので局所対称である）．

2.5 キリングベクトル場，カルタン分解

以下では対称空間の構造をリー環の言葉で，どのように表されるかについて考える．

2.5.1 キリングベクトル場

リーマン対称空間M = G/K を考える．等長変換群 Gのリー環はキリングベクトル場

全体のリー環である．つまり，GのM への作用の無限小作用は g → X(M)を与える：

g ∋ X 7→ Xq :=
d

dt
etX(q)|t=0 ∈ X(M).

（左作用なので，g → X(M)は反準同形である）．そこで，M = G/K 上のキリングベク

トル場について考察しよう．

ある点 pを固定して，M の任意の点 q は測地線 c(t)で結べるのであった．X をキリン

グベクトル場とする．Xp = Xc(0),∇c′(0)X の値が決まれば，キリングベクトル場はすべ

ての測地線に対するヤコビ場であったので，Xc(t),∇c′(t)X の値が定まってしまう．つま

り，キリングベクトル場X に対して，ある点 pでのXp, (∇X)p が決まればX は定まる．

（対称空間でなくても，任意の二点が測地線で結べるリーマン多様体，つまり完備リーマ

ン多様体でも成立）．

Definition 2.5.1. M を対称空間とする．M のキリングベクトル場のリー環を g とす

る．点 pを固定して，

k := {X ∈ g |Xp = 0}, p := {X ∈ g | (∇X)p = 0}

とする．

Theorem 2.5.1. g = k⊕ p, k∩ p = {0}となる．またX,Y ∈ pなら [X,Y ] ∈ kである．

Proof. k ∩ p = {0}を証明しよう．X ∈ k ∩ pとする．上で述べたことから，Xp, (∇X)p

での値が定まれば，X は決まってしまう．よって Xp = 0, (∇X)p = 0なら X = 0．

次に g = k ⊕ p を証明する．X ∈ g に対して Xp = 0 なら X ∈ k となる．そこで

Xp ̸= 0とする．c(t) := expp tXp は測地線であり cに沿った移換を τt = σc(t/2)σc(0) と
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する．このとき τt は等長変換の１パラメータ群なので

Y :=
d

dt
τt|t=0

はキリングベクトル場である．さらに，τt(c(0)) = c(t)であるので Yp = Xp となる．

v ∈ TpM に対して，γ(s)を γ′(0) = v となる曲線とすれば，

(∇vY )p = ∇∂s
∂

∂t
τt(γ(s))|s=t=0

= ∇∂t
∂

∂s
τt(γ(s))|s=t=0

= ∇∂t(dτt)(v)|t=0

となるが dτtは cの沿っての平行移動であったので，これは零となる．これより (∇Y )p =

0が成立する．よって X ∈ gに対して，

X = (X − Y ) + Y (X − Y ) ∈ k, Y ∈ p

となる．

X,Y ∈ p とする．捩れ率ゼロを使えば，[X,Y ] = ∇XY − ∇YX である．このとき

(∇Y )p = 0 = (∇X)p であるので，[X,Y ]p = 0となるので，[X,Y ] ∈ k．特に，[X,Y ]を

定めるには，(∇[X,Y ])p がわかればよい．

Theorem 2.5.2. ベクトル空間として pと TpM は同型である（p ∋ X → Xp ∈ Tp(M)）．

またキリングベクトル場 Y ∈ pの生成する等長 1パラメタ変換群は測地線 expp(tYp)に

沿っての移換 τt である．（etY = τt）．

Proof. w ∈ TpM とする．測地線 c(t) = expp(tw)に沿った移換を τt とする．さらに，

Yq =
d

dt
τt(q)|t=0

とすれば上の証明で見たように Y ∈ p となる．そこで線形写像 i : TpM → p を得る．

線形であることは，キリングベクトル場は点 pでの Yp と (∇Y )p で定まることからわか

る．また，単射であることは明らか．また，X ∈ p に対して，(∇X)p = 0 であったの

で，Xp ∈ Tp(M) がわかれば，X は定まる．よって dim p ≤ dimTp(M) であるので，

Tp(M) ∼= pを得る．

もう一つの主張は作り方から明らか．

Corollary 2.5.3 (対称空間の測地線). X ∈ pとすれば，etX(p) = τt(p) = exp tXp と

なり測地線である．また detX : TpM → TetX(p)M は測地線 exp tXp に沿った平行移動

である．
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Corollary 2.5.4. S をM 上のテンソル場で G 作用で不変とする．つまり (dg)pSp =

Sg(p) とする．このとき ∇S = 0となる．

Proof. まず点 pにおいて，測地線 c(t) = exp tXp を考えると，上の系から，平行移動が

わかっているので共変微分の公式は

∇c′(0)S = lim
t=0

(de−tX)c(t)Sc(t) − Sp

t

となる．G不変であることから，∇c′(0)S = 0となる．他の点でも ∇と S が G不変であ

ること，および GがM に推移的に作用していることを考えれば ∇S = 0を得る．

Proposition 2.5.5. 上で固定した点 pに対するイソトロピー群 K := {g ∈ G|gp = p}
を考えると，このK のリー環は kである．

Proof. X ∈ kとはキリング場で Xp = 0となるものである．そこで etX(p) = pとなるの

で etX ∈ K である．逆にK のリー環の元X は etX(p) = pを満たすキリングベクトル場

であるので Xp = 0となる．

Proposition 2.5.6. G = K exp pと分解できる．

Proof. 対称空間の点 pと gpは pを通る測地線 c(t)で結べる．また X ∈ pが生成する 1

パラメータ変換群 τt に対して τt(p) = c(t)となるのであった．よって，ある t0 があって，

τt0(p) = gpとなる．g−1τt0 ∈ K となるので g = kτt0 となる．

さてリー群 Gにおいて，X ∈ pが生成する 1パラメータ部分群を exp tX とすれば，こ

れは τt である．そこで，g は任意であるので G = K exp pとなる．

Remark 2.5.1. 上の命題は単に g ∈ Gは k expX とかけること述べているだけで，K × p

と Gが微分同相などは述べていない．

以下，X をキリングベクトル場としたとき，etX を対応する 1パラメータ変換群とする．

Remark 2.5.2. リーマン多様体M の等長変換群 G（リー群）の無限小変換はキリングベ

クトル場である．逆に，M 上のキリングベクトル場に対して，一般には局所 1パラメー

タ変換群しか作れない．つまり等長変換群のリー環とキリングベクトル場の全体が一致し

ないということは起こりえる．しかし，これはM が完備なら問題ない．特に対称空間で

も問題ない．

完備リーマン多様体上のキリングベクトル場は完備ベクトル場である．つまり etX で

の tの定義域は Rとなる．

Proof. q ∈M として etX(q)がすべての t ∈ Rに対して定義できればよい．t > 0に対し
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て証明する．t < 0でも同様．

T := sup{t ∈ R | eτX(q) is defined all τ ≤ t}

とする．T <∞と仮定する．

m := sup{d(q, etX(q))|t ≤ T/2}

とする．g ∈ G（Gは等長変換群）に対して，d(gx, gy) = d(x, y)であるので,

d(g2q, gq) = d(gq, q)

となり，
d(g2q, q) ≤ d(g2q, gq) + d(gq, q) = 2d(gq, q)

である．よって 0 ≤ t < T に対して

d(etX(q), q) ≤ 2d(etX/2(q), q) ≤ 2m

となる．そこで 0 ≤ t < T に対して，etX(q) ∈ B(q, 2m)となる．M は距離空間として

完備であるので有界閉集合 B(q, 2m) は完備かつ全有界となるので，コンパクトである，

そこで ϵ > 0で「x ∈ B(q, 2m)に対して etX(x)が |t| ≤ ϵで定義できる（または測地線

座標がその範囲で定義できる）」ようなものが存在する．そこで τ = T − ϵ/2に対して，

eϵX(eτX(q)) = e(T+ϵ/2)X(q)

が定義できる．これは T が supとなることに矛盾．よって，T <∞に矛盾する．以上か
ら T = ∞となる．

2.5.2 カルタン分解

さて
sp : G ∋ g 7→ σp ◦ g ◦ σp = σp ◦ g ◦ σ−1

p ∈ G

を考える．これは群準同形であることは明らか．また σ2
p = idから s2p = idとなる．この

sp を Gのカルタン対合（involution）とよぶ．この対合による固定点全体を

Gsp = {g ∈ G | sp(g) = g} = {g ∈ G | σpg = gσp}

考えると，sp が群準同型であるので部分群であり，固定点全体なので閉部分群となる．そ

して，その単位元連結成分を (Gsp)0 とする．
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Proposition 2.5.7. 次が成立する

(Gsp)0 ⊂ K ⊂ Gsp

Proof. σpは等長変換で σ(p) = pかつ dσp = −idを満たすもので，ただ一つに定まるので

あった．そこで k ∈ K とすると，k−1σpk(p) = pであり，d(k−1σpk) = (dk)−1(−id)dk =

−idであるので，k−1σpk = σp となるので，K ⊂ Gsp を得る．

σp のM 内の固定点集合を Fσp := {x ∈ M | σp(x) = x}とする．g ∈ Gsp とすれば，

g は Fσp を保存する．実際，x ∈ Fσp に対して，

σp(gx) = gσp(x) = gx

となる．また，点 pは σp の孤立固定点であった．つまり Fσp 内で pは孤立点である．さ

て，g ∈ (Gsp)0 とすれば，g と eは Gsp 内で gt でつなげることができる．Gsp が Fσp に

作用していると考えたとき，pは孤立してるので gt(p) = pでなくてはならない．よって

g(p) = pとなり，g ∈ K となる．

さて，sp : G→ Gを単位元 eで微分して

θp : g = Te(G) → g = Te(G), θp(X) =
d

dt
sp(e

tX)|t=0 =
d

dt
σpe

tXσ−1
p |t=0

を得る．これはリー環の準同形写像である：

θ[X,Y ] = [θX, θY ]

また．θ2p = idとなる．この θもカルタン対合とよぶ．

Proof. リー群の準同形はリー環の環準同形を与えるので．

θp : g → gは θ2p = idを満たすので，gは ±1固有空間に分解される．

Theorem 2.5.8 (カルタン分解). θp : g → gの ±1固有空間を g = E(1)⊕E(−1)とす

れば，
g = k⊕ p = E(1)⊕ E(−1)

となる．つまり
θp|k = id, θp|p = −id

さらに，
[k, k] ⊂ k, [p, p] ⊂ k, [k, p] ⊂ p

が成立する．特に，kは gの部分リー環である．
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Proof. まず (Gsp)0 ⊂ K ⊂ Gsp であるので，

E(1) = Lie(Gsp) = Lie((Gsp)0) = k

となる（命題 2.5.5）．

次に Y ∈ p の場合を考える．以前みたように etY = τt = σc(t/2)σp である．ここで

c(t) = expp(tYp)である．よって

sp(e
tY ) = σpσc(t/2)σpσp = σpσc(t/2) = σ−1

p σ−1
c(t/2) = (σc(t/2)σp)

−1

となるが τt は 1パラメータ変換群なので τ−1
t = τ−t が成立する．よって

sp(e
tY ) = τ−t = e−tY

となる．これを微分すれば θp(Y ) = −Y を得る．よって，p ⊂ E(−1) となる．一方

dim p = dim g − dim k = dim g − dimE(1) = dimE(−1) であるので，p = E(−1) を

得る．

θpがリー環の準同形であるので，X,Y ∈ kなら，[X,Y ] = [θp(X), θp(Y )] = θp([X,Y ])

であるので [X,Y ] ∈ kがわかる．他も同様．

Lemma 2.5.9. pは Ad(K)不変である．

Proof. k ∈ K として，sp(k) = k であったので，

θpAd(k)X =
d

dt
sp(e

Ad(k)tX)|t=0 =
d

dt
sp(ke

tXk−1)|t=0

=
d

dt
sp(k)sp(e

tX)sp(k
−1)|t=0 = k

d

dt
sp(e

tX)|t=0k
−1

= Ad(k)θpX

となる．つまり k ∈ K なら，Ad(k) : g → gと θp : g → gは可換である．そこで，X ∈ p

に対して，θp(Ad(k)X) = −Ad(k)X となるので，Ad(K)p ⊂ pとなる．

このように p上で K の表現を得た．一方，Tp(M)上には K のイソトロピー表現が存

在した．これらが一致することを確かめておこう．

X ∈ gというキリングベクトル場を考える．この X が生成する 1パラメータ変換群を

etX とする．つまり，

Xq =
d

dt
etX(q)|t=0

のことである．Ad(g)X ∈ gに対する 1パラメータ変換群 etAd(g)X を考えると，

(Ad(g)X)q =
d

dt
(etAd(g)X)(q)|t=0 =

d

dt
getX(g−1q) = dgg−1(q)Xg−1(q)
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となる．特に，X ∈ p, k ∈ K とすれば，k(p) = pであるので，

(Ad(k)X)p = dkpXp

となるので，p上のK の Ad表現と TpM 上のイソトロピー表現は一致している（このこ

とからも Ad(K)p ⊂ pがわかる）．

Proposition 2.5.10. リー群 Gが多様体M に左から作用しているとする．このとき

g ∋ X 7→ X ∈ X(M)

はリー環の反準同形である．

Proof. X,Y ∈ g に対して，[X,Y ] ∈ g というベクトル場を計算する．(Ad(g)Y )p =

(dg)g−1(p)Yg−1(p) であった．g = ϕt = etX とする．リー微分の定義を思い出すと

[X,Y ]p = lim
t→0

Yp − (dϕt)ϕ−t(p)Yϕ−t(p)

t
=

d

dt
(dϕ−t)ϕt(p)Yϕt(p)|t=0

であったので

(ad(X)Y )p = lim
t=0

(Ad(ϕt)Y )p − Yp
t

= − lim
t=0

Yp − (dϕt)ϕ−1
t (p)Yϕ−1

t (p)

t
= −[X,Y ]p

となる．多様体に左から作用させる場合には，gのリー括弧とベクトル場としてリー括弧

は，符号が逆になる．

Example 2.5.11. M = G/K というリーマン対称空間を考える．リーマン計量は G不

変であったので，接続も G不変である．つまり，

dg(∇YX) = ∇dgY dgX, X, Y ∈ X(M)

が成立する．GはM に推移的に作用していたので，∇を調べるには基点 pでの様子を調

べればよい．そこで，Tp(M) = pという同一視のもとで，

1. X ∈ p, Y ∈ pのとき，

(∇XY )p = 0, [X,Y ]p = −([X,Y ]g)p = 0

2. X ∈ k, Y ∈ kのとき，

(∇XY )p = 0, [X,Y ]p = −([X,Y ]g)p = 0

3. X ∈ p, Y ∈ kのとき，

(∇XY )p = (∇YX)p − [X,Y ]p = ([X,Y ]g)p, (∇YX)p = 0

となる．
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2.5.3 標準接続

reductive 等質空間上には標準接続という接続が定義できる．リーマン対称空間の場合

には標準接続とレビチビタ接続が一致することを見てみたい．（対称空間上で解析を行う

場合には，標準接続による表示の方が便利なので）．

さて，等質空間M = G/H を考える．このとき Tp(M) ∼= g/hである．

Proof.
G ∋ g 7→ gp ∈M

という写像を考える．この写像の単位元 e ∈ Gでの微分を考えれば，

g ∋ X 7→ d

dt
(exp tX)p ∈ TpM

という線形写像を得る．M = G/Hに対して，gの周りの局所座標 (x1, · · · , xk, xk+1, · · · , xn)
で，(x1, · · · , xk)が H の局所座標となるものがとれ，xk+1, · · · , xn)がM の gH の周り

の座標となるようにできる．そこで，上の写像は全射となる．また，この写像の核は H

のリー環 hである．そこで，同型

g/h ∼= Tx0M

を得る．

さらに g = h ⊕ m という分解で m が Ad(H) 不変であるとする．このような M は

reductive等質空間と呼ばれる．このとき H 加群として Tp(M) ∼= mとなることに注意

（証明は対称空間の時と同様）．

Definition 2.5.2. 等質空間M = G/H 上が対称空間であるとは，Gの対合 s : G→ G

が存在して (Gs)0 ⊂ H ⊂ Gs が存在することである．また，ds = θ : g → g を考える

と θ2 = id である．そこで g を ±1 固有空間へ分解したとき +1 固有空間を h, −1 固有

空間を mとすれば，reducive等質空間となることがわかる．また，対称空間の場合には

[m,m] ⊂ hとなる．

Remark 2.5.3. 上は一般の対称空間の定義である．上の定義の対称空間に G不変計量が

入る場合がリーマン対称空間である．

さて，reductive 等質空間 M 上の主 H 束 G → G/H を考える．m ⊂ g = Te(G) を

Gの左作用で動かせば，左 G不変な水平分布を定義できる．つまり Tg(G) = Tg(G)
H ⊕

Tg(G)
V = dLgm⊕ dLgh．この水平分布は右 H 不変であることがわかる．
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Proof. 左作用，右作用を

Lg : G ∋ g′ → gg′ ∈ G, Rg : G ∋ g′ → g′g ∈ G

と書く．

証明すべきことは dRh(Tg(G)
H) = Tgh(G)

H である．π : G → M の点 g ∈ Gにおい

て，Tg(G)H = dLgm, Tgh(G)
H = dLghmであるので，

Tgh(G)
H = dLghm = dLgdLhm = dRhdRh−1dLgdLhm

=dRhdLgdRh−1dLhm = dRhdLgAd(h)m = dRhdLg(m) = dRh(Tg(G)
H)

となる．

そこで，上の水平分布は主 H 束 G→M 上の G不変な接続を与える．

Definition 2.5.3. reductive 等質空間 M = G/H を考えて，主 H 束 π : G → M =

G/H に入る上の G不変接続を標準接続とよぶ．

Definition 2.5.4. G上Maurer-Cartan形式 Θとは，G上の g値 1-formであり，

Θg(X) = dL−1
g X ∈ Te(G) = g

となるもの．特に，X ∈ g = Te(G)に対する左不変ベクトル場X∗
g = dLgX に対しては，

Θ(X∗) = X である．

Proposition 2.5.12. reductive 等質空間 M = G/H の標準接続を考える．この接続

1-formである G上 h値 1-formは α = prhΘとなる．

Proof. α = prhΘが接続であることを確かめる．

まず H 同変である．つまり，

(R∗
hα)g = Ad(h−1)αg

を証明する．Tg(G) = dLggであるので，X∗
g = dLg(X) ∈ dLggに対して，

(R∗
hα)g(X

∗
g ) = αgh(dRhX

∗
g ) = prhΘ(dRhX

∗
g ) = prh(dL(gh)−1dRhX

∗
g )

=prhdLh−1dLg−1dRhX
∗
g = prhdLh−1dRhdLg−1X∗

g

=prhdLh−1dRhdLg−1dLgX = prhdLh−1dRhX = prhAd(h
−1)X

一方，
αg(X

∗
g ) = prhΘ(X∗

g ) = prhX

そこで X ∈ m なら，Ad(H)m = m であり，prhAd(h−1)X = 0 = Ad(h−1)prhX

となる．また，X ∈ h なら Ad(H)h = h であるので，prhAd(h−1)X = Ad(h−1)X =

Ad(h−1)prhX となる．よって，(R∗
hα)g(X

∗
g ) = Ad(h−1)αg(X

∗
g )がいえる．
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次に垂直的であることを見る．つまり X ∈ h に対する基本ベクトル場を考えると

α(X∗) = X となることを確かめる．基本ベクトル場の定義は

X∗
g =

d

dt
g exp tX|t=0

であるが，これは G上左不変ベクトル場の定義でもある（基本ベクトル場＝左不変ベク

トル場）．そこで，X∗
g = dLgX であり，

α(X∗) = prhΘ(X∗
g ) = prh(X) = X

となるので垂直的である．よって主 H 束 G→ G/H 上の接続になる．

さて，この接続 1-form α が標準接続と一致することを確かめよう．kerα が標準接続

の水平分布と一致することを見ればよい．Tg(G)H = dLg(m)であるので αg(dLg(X)) =

prh(X) = 0となる．よって，TH
g (G) ⊂ kerαとなるが次元を考えると一致する．

Remark 2.5.4. X ∈ mに対して左不変ベクトル場 X∗ を作れば，水平分布の定義から水

平ベクトル場であるが，右 H 不変ではないので，M へ落ちるわけではない．実際

dRhX
∗
g = dRhdLgX = dLgdRhdLhdLh−1X = dLghAd(h−1)X = (Ad(h−1)X∗)gh

となる．

Corollary 2.5.13. 標準接続に対する曲率は G上の 2-formとして，

dα+
1

2
[α ∧ α]

となる．これは Γ(M, (G×Ad h)⊗ Λ2(M))の切断となることに注意する．

Remark 2.5.5. 曲率の一つの見方は，X,Y をM 上のベクトルとして，X̃, Ỹ を水平リフ

トとすれば，
Ω(X,Y ) = prhor[X̃, Ỹ ]− [X̃, Ỹ ]

であった．そこで reductive等質空間上で考えると，X,Y ∈ mとすれば，α = prhΘで

あることから，

(dα+
1

2
[α ∧ α])(X,Y )

=Xα(Y )− Y α(X)− α([X,Y ]) +
1

2
[α(X), α(Y )]− 1

2
[α(Y ), α(X)]

=− prh([X,Y ]) = prm([X,Y ])− [X,Y ]

となる．
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H の表現 (ρ, V )を考えて，同伴束V = G×H V を考える．これは G上のベクトル束

G× V を H で割ったものである．つまり，

G× V ∋ (g, v) 7→ [g, v] ∈ G×H V

である．そこで π : G → M に対して，π∗V = G× V となる．このとことを考慮すれば

次が成立する．

Proposition 2.5.14. V の切断の空間と G 上の V 値関数で H 同変なもの全体は同一

視できる．つまり

Γ(M,V) ∼= {s : G→ V | s(gh) = ρ(h−1)s(g), ∀h ∈ H}

また，s(gh) = ρ(h−1)s(g)（(R∗
hs)(g) = ρ(h−1)s(g)）を無限小表示すると，

X∗s = −ρ∗(X)s, ∀X ∈ h, (X∗s)(g) =
d

dt
s(g(exp tX))|t=0

となる．ここで，X∗ はX ∈ hに対する左不変ベクトル場．さらに Γ(M,V)は Gの表現

空間である．実際，
(g′ · s)(g) = s(g−1g)

とすればよい．

Proof. まず，

(X∗s)(g) =
d

dt
s(g(exp tX))|t=0

が X ∈ g = Te(G)に対して成立することを見る．X ∈ gに対する左不変ベクトル場 X∗

を考える（dLgX = X∗
g）．exp tX の微分が X ∈ Te(G)であるので，g exp tX の微分は

dLgX = X∗
g ∈ Tg(G)であった．よって，

(X∗s)(g) = (dLgX)s =
d

dt
s(g(exp tX))|t=0

となる．

次に切断について考える．s : G → V に対して Γ(M,V) の切断として sM (x) =

[g, s(g)] を対応させれば，s が H 同変であることから well-defined である．逆に切

断 sM (x) を sM (x) = [g, v] = [gh, ρ(h−1)v] とする．このとき s(g) = v とすれば，

s(gh) = ρ(h−1)v となるので，G上 V 値で H 同変なものが定まる．

また (g′ · s)(gh) = s(g−1gh) = ρ(h−1)s(g−1g) = ρ(h−1)(g′ · s)(g)であるので，g′ · s
もVの切断である．よって，Gが Γ(V)へ作用する．
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この同伴束V上に標準接続から導かれる共変微分を得るが，それは

∇s = ds+ ρ∗(prkΘ)s

となる．これは G上 V 値 1-formであり，H 同変である．また垂直ベクトルを代入すれ

ばゼロとなる（この条件はM 上で Γ(M,V ⊗ T ∗(M))となることと同値である）．

Proof. X ∈ hとする，X∗
g ∈ Tg(G)

V である．また．sは X∗
g s + ρ∗(X)s(g) = 0を満た

すのであった．そこで，

ds(X∗
g ) + ρ∗(α(X

∗
g ))s = X∗

g s+ ρ∗(X)s = −ρ∗(X)s+ ρ∗(X)s = 0

となる．よって垂直ベクトルを代入すればゼロとなる．次に H 同変であることを確かめ

よう．

R∗
h(ds+ ρ∗(α)s)

=dR∗
hs+ ρ∗(R

∗
hα)R

∗
hs

=dρ(h−1)s+ ρ∗(Ad(h−1)α)ρ(h−1)s

=ρ(h−1)ds+ ρ(h−1)ρ∗(α)ρ(h)ρ(h
−1)s

=ρ(h−1)ds+ ρ(h−1)ρ∗(α)s = ρ(h−1)(ds+ ρ∗(α)s)

となるので H 同変である．

Remark 2.5.6. M 上の微分形式は G上の基本微分形式と同一視できる．ここで基本微分

形式とは G 上の微分形式 ϕ であり，垂直ベクトル X に対して ιXϕ = 0 で，右 H 不変

R∗
hϕ = ϕとなるものである．

Proposition 2.5.15. 切断 s が平行であるための必要十分条件は ∀X ∈ m に対して，

X∗s = 0（X∗ は左不変ベクトル場）．

また，同伴束上の G不変切断は標準接続に対して平行である．特に，M 上に G不変な

計量があれば，その計量に対して，標準接続は計量接続（∇g = 0）になる．また，M 上

の G不変なテンソル場も標準接続に対して平行である．

Proof. まず，接ベクトル V ∈ Tq(M)に対して，水平リフトとして Ṽ = dLgX ∈ dLgm

を選ぶ．このとき ∇V sは X∗
g sに対応する．よって X∗s = 0（∀X ∈ m）なら．sは平行

である．

同伴束の切断 s : G→ V（(g ·s)(g′) = s(g−1g′)）を考える．G不変とは，s(g′) = s(gg′)

（∀g, g′）となることである．g′ = eとすれば，s(e) = s(g)となる．つまり G不変切断は

s : G→ V としたときに V 値定数関数である．よって，微分はゼロである．特に X ∈ m

に対して，X∗s = 0であるので，平行になる．
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上の命題で述べたように，M 上の G不変な計量があれば，その計量に対して，接続は

計量接続になる．そこで，標準接続がレビチビタ接続になることを見るために，捩れ率に

ついて考えよう．

多様体M のフレーム束GL(M)を考え，その線形接続の接続 1-fromを ω とする．接

束 T (M) は，GL(M) ×GL(n) Rn と同型であるが，先ほどと同様に接束は GL(M) 上

の Rn 値関数で GL(n)同変なものと同一視できる．また，微分形式はいわゆる GL(M)

上基本微分形式全体と同一視できる．基本微分形式とは GL(M) 上の微分形式であり，

GL(n)不変（R∗
gα = α）かつ垂直ベクトルを入れたらゼロであるもの．

さてM 上の (1, 1)テンソルで θ0で θ0(V ) = V となるものを考える（T (M)⊗T ∗(M) =

End(M)の idのこと）．これに対応したGL(M)上の Rn 値基本 1-form θ を標準形式と

よぶ．それは以下のよう：u ∈ GL(M)は u : Rn → Tπ(u)(M)を定めるが，このとき標

準形式 θ は
θu(X) = u−1(π∗(X))

となる．

Proof. GL(M)内の曲線 γ(t)が接ベクトル X を与えるとすると π(γ(t)g) = π(γ(t))で

あるので，π∗(RgX) = π∗(X)であることがわかる．そこで

(R∗
gθ)u(X) = θug(RgX) = g−1u−1π∗(RgX) = g−1θu(X)

となり GL(n)同変．また垂直ベクトルを入れたらゼロであることもわかる．よって θ は

M 上ある (1, 1) テンソルに対応する．V をM 上のベクトルとして，その水平リフトを

Ṽ とする．θu(Ṽ ) = u−1(V )となるが，GL(M)×GL(n) Rn と T (M)の同一視は

GL(M)×GL(n) Rn ∋ [u, v] → u(v) ∈ Tπ(u)(M)

であったので，θ に対応したM 上 (1, 1)テンソル場は θ0 である．

さて，θ0 を共変外微分すると，

Dθ0(X,Y ) = ∇X(θ0(Y ))−∇Y (θ0(X))−θ0([X,Y ]) = ∇XY−∇YX−[X,Y ] = T (X,Y )

となる．このように，捩れ率テンソルは θ0を共変外微分したものである．これをGL(M)

上で考えると，
Dθ = dθ + ω ∧ θ

となる（ここで ωは gl(n)値 1-formであるので，ω∧は微分形式としての積と Rn の作用

の両方をあらわしている）．このDθを捩れ率形式とよぶ．実際，DθはGL(M)上 Rn 値

の 2-formであり．垂直ベクトルを入れたらゼロであり GL(n)同変である．よって，M

上の (1, 2)テンソルとなり，上で見たように捩れ率テンソル T に対応している．
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reducitve等質空間上でGL(M) ∼= G×Ad GL(m)を考えると標準接続は線形接続を与

える．逆に見れば，G×Ad GL(m)の線形接続で主 H 束 G → G/H の標準接続へ縮約す

るものが存在する．よって，標準接続から導かれる線形接続に対する捩れ率を調べるに

は，G → G/H = M 上で考えればよい．また T (M) = G ×Ad m = G ×H Rn となるの

で，標準形式はG上 Rn = m値 1-formでH 同変なものである．それは，Maurer-Cartan

形式を使えば，
θ = prmΘ

となる（G上Maurer-Cartan形式を分解すると，標準接続の接続 1-formと標準形式

の和になる！）．実際，これは H 同変であり，垂直ベクトルに対してはゼロとなる．ま

た，点 g ∈ Gにおける，任意の水平ベクトルは X∗
g = dLgX ∈ dLgmとかけるので，

θ(Xg) = prmΘ(X) = X

となるので，prmΘが標準形式である．そこで，標準接続に対する捩れ率形式は，

Dθ = dprmΘ+ [prhΘ, prmΘ]

となる．

Theorem 2.5.16. reductive等質空間上で標準接続の捩れ率形式は

d(prmΘ) + [prhΘ ∧ prmΘ]

となる．さらに [m,m] ⊂ hならば，標準形式の捩れ率はゼロである．特に，対称空間の標

準接続は捩れ率ゼロ．またリーマン対称空間上の標準接続はレビチビタ接続に一致する．

Proof. [m,m] ⊂ h とする．捩れ率を調べるには，水平ベクトルを代入すればよいので，

X,Y ∈ mとして，左不変ベクトル場へ拡張して X∗, Y ∗ とすれば，

(dθ + [α ∧ θ])(X∗, Y ∗)

=X∗θ(Y ∗)− Y ∗θ(X∗)− θ([X∗, Y ∗]) + [prh(X), prm(Y )]− [prh(Y ), prm(X)]

= 0− 0− prmΘ([X,Y ]∗) + 0− 0 = −prm([X,Y ]) = 0

となる．よって捩れ率はゼロである．

リーマン対称空間とは対称空間で G不変計量がはいるものであった．そこで，計量が

G不変であることから，標準接続に関して∇g = 0であり，捩れ率が零であるので，レビ

チビタ接続の一意性から標準接続とレビチビタ接続は一致する．

Remark 2.5.7. 上の証明をみてわかるように，X,Y ∈ mに対して，

[θ ∧ θ](X∗, Y ∗) = [θ(X∗), θ(Y ∗)]− [θ(Y ∗), θ(X∗)] = 2[X,Y ]
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である．よって，reductive 等質空間上で

dθ + [α ∧ θ] = −1

2
prm[θ ∧ θ]

となる．

もう少し θ の意味を考えてみよう．T (M)上のベクトル場全体と G上の水平ベクトル

場で右 H 不変なもの全体は一対一対応する．さらに，G上 m値関数で H 同変なもの全

体と同一視できる．実際．H 同変な G上 m値関数を sとすると，切断としては [g, s(g)]

が対応する．そこで，右 H 不変な水平ベクトルは

Xg = dLgs(g) ∈ dLgm = Tg(G)
H

とすればよい．sの H 同変性を使えば，これは右 H 不変であることがわかる．さらに，

M 上のベクトル場に対応させるには π∗(Xg) = π∗(dLgs(g))とすればよい．

また G上の任意の右 H 不変ベクトル場 X に対して，g → θg(Xg)を考えると，G上

m値関数で H 同変であることがわかる．つまり，切断 [g, θg(Xg)]を与える．

Proof. まず Ad(h)は h → h, m → mという写像であったので，prm, prh とは可換であ

る．そこで，G上のベクトル場 X を考えると，

θgh(Xgh) = prmdLh−1dLg−1Xgh = prmdLh−1dRhdLg−1dRh−1Xgh

= Ad(h−1)prmdLg−1dRh−1Xgh = Ad(h)prmdLg−1Xg

= Ad(h−1)θg(Xg)

となる．

また，
dLgθg(Xg) = dLgprmdLg−1Xg

となるので，X → dLgθ(X)は水平射影を与えていることになる．特に X が水平ベクト

ルなら dLgθ(X) = X となる．

以上から，G上の右H 不変水平ベクトル場X があれば，θ(X)が対応するH 同変なG

上 m値関数になる．

接束上の曲率について考える．X(g), Y (g), Z(g) を H 同変な G 上 m 値関数とする．

これは G 上の水平ベクトルして dLgX(g), dLgY (g), dLgZ(g) ∈ Tg(G) に対応した．そ

こで曲率は

(dα+
1

2
[α ∧ α])(dLgX(g), dLgY (g))

=− prh([X(g), Y (g)]) = −1

2
prh([θ ∧ θ])(dLgX(g), dLgY (g))
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であったので，接束上での作用は −ad(prh([X(g), Y (g)])である．よって，

R(π∗(dLgX(g)), π∗(dLgY (g)))π∗(dLgZ(g)) → −[prh([X(g), Y (g)]), Z(g)]

となる．また G上の m値関数として書けば，

−1

2
[prh([θ ∧ θ]), θ]

ともかける．

また，対称空間上の標準接続に対する曲率 R(X,Y )Z を G 上の m 値関数として書く

と，[m,m] ⊂ hとなるので，
−[[X(g), Y (g)], Z(g)]

となる．（後で別証明を与える）．

2.5.4 カルタン分解２

さて，リーマン対称空間から g = k⊕ pというカルタン分解を得たが，今度はその逆に

ついて考えたい．

Definition 2.5.5. あるリー環 gが g = k⊕ pと分解し，

[k, k] ⊂ k, [p, p] ⊂ k, [k, p] ⊂ p

を満たし，ad(k)|p が GL(p)のあるコンパクト部分群のリー環となるとき，これをカルタ

ン分解とよぶ．また，このとき θを θ|k = id, θ|p = −idとすれば，θはリー環の準同形で

θ2 = idを満たす．これをカルタン対合（Cartan involution）とよぶ．

Example 2.5.17. リーマン対称空間 G/K に対して，g = k⊕ pはカルタン分解である．

また θp がカルタン対合である．

カルタン分解をもつリー環からリーマン対称空間を構成したい．

いくつかの基本的な事実を述べておく．

1. （有限次元）リー環はある線形リー環 g ⊂ M(n,F)（F = C,R）に同型である．
（Adoの定理）．

2. そこで G ⊂ GL(n,F)を G = {expX expY · · · expZ |X, · · · , Z ∈ g}として作る
と，Lie(G) = gとなる．以上から，リー環 gに対して，必ずリー群Gが存在する．

3. さらに Gの普遍被覆多様体 G̃にリー群の構造を入れることができる．よってリー

環 gに対して単連結リー群 G̃が必ず存在する．
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4. リー環の環準同形 θ : g1 → g2 に対して，リー群の準同形 τ : G̃1 → G2 で

(dτ)e = θ となるものが唯一つ存在する（ここで G̃1 は単連結であることに注意）．

リー環 gに対して対応する単連結リー群を Gとする．カルタン対合を Gの準同形 τ に

拡張する．このとき τ2 = idとなる（θ2 = idで idを与える群準同型は idである．よっ

て一意性から τ2 = id）．そこで，

(Gτ )0 ⊂ K ⊂ Gτ

となる閉部分群K を勝手に取ってくる（ここで Gτ は閉部分群となるのであった）．リー

環を考えると，
Lie(K) = Lie(Gτ ) = k

となる．そこで，ad(k)|p が GL(g)のあるコンパクトな部分群のリー環であるという仮定

から，Ad(K)は pへコンパクト群とし作用する．そこで p上に Ad(K)不変な内積 (·, ·)
が入る．M = G/K とすれば，Tp(M) ∼= pに内積が入る．

gp(Xp, Yp) = (X,Y )

とすればよい．このとき，

gp(dkXp, dkYp) = (Ad(k)X,Ad(k)Y ) = (X,Y ) = gp(Xp, Yp)

となる．つまり，イソトロピー表現は Tp(M)の内積を保存する．

一般の点 q = gpに対しては，

gq(Xq, Yq) = gp(dg
−1Xq, dg

−1Yq)

とすればよい．このとき，

ggkp(Xq, Yq) = gp(dk
−1dg−1X, dk−1dg−1Y ) = gp(dg

−1X, dg−1Y ) = gq(Xq, Yq)

となり well-definedである．さらに，

gg′q(dg
′Xq, dg

′Yq) = gp(d(g
′g)−1dg′Xq, d(g

′g)−1dg′Yq) = gp(dg
−1Xq, dg

−1Yq)

= gq(Xq, Yq)

となり G不変計量となることがわかる．以上からM = G/K 上に G不変計量を入れる

ことができた．よって，M はリーマン多様体である．カルタン対合 τ : G→ Gから，

τ̄ : G/K ∋ gK 7→ τ(gK) = τ(g)τ(K) = τ(g)K ∈ G/K

という微分同相写像 τ̄ を得るが，これが点対称となる．実際，これは点 p = eK を保存

し，微分 dτ̄ = θは Tp(M) ∼= p上では −idとなる．また，この τ̄ は等長変換となる．
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Proof. 任意の g ∈ Gに対して，

(τ̄ ◦ g)(g′K) = τ(gg′)K = τ(g)τ(g′)K = (τ(g) ◦ τ̄)(g′K)

となる．そこで，
dτ̄dg = dτ(g)dτ̄

となる．q = gp = gK とすれば，τ̄(q) = τ(g)pであるので，

gτ̄(q)(dτ̄qXq, dτ̄qYq) = gp(dτ(g)
−1dτ̄qXq, dτ(g)

−1dτ̄qYq)

=gp(dτ̄dg
−1Xq, dτ̄dg

−1Yq) = gp(−dg−1Xq,−dg−1Yq)

=gq(Xq, Yq)

このように τ̄ は点対称を与える．他の点 gK での点対称は gτ̄g−1 とすればよい．以上

からM は対称空間となる．

Remark 2.5.8. 上の構成では，τ̄ は Gに入るとは限らない．

また K を連結なものを選べば，Gが単連結であること考えれば，ホモトピー完全系列

からM = G/K は単連結になることがわかる．逆に G単連結としてM = G/K が単連

結ならK は連結になる（つまりK = (Gτ )0）．

以上から次の定理を得る．

Theorem 2.5.18. 対称空間 M に対して，キリングベクトル場のリー環に対してカル

タン分解を得る．逆に，カルタン分解をもつ任意のリー環 g に対して，単連結対称空間

M = G/K が唯一つ定まる．ここで Gはリー環 gをもつ単連結リー群であり，K はリー

環 kをもつ連結部分群である．

上の対応において，同じ対称空間を与えるカルタン分解をもつリー環は一つとは限らな

い．例えば，O(n)の任意の閉部分群 K と平行移動の群 Rn の半直積群 Gを考える．こ

れはユークリッド群 E(n)の部分群であり，g = k⊕Rn というカルタン分解をもつ．そし

て，Rn = G/K となる．このように対応は一対一とは限らない．ただし，M を単連結と

して平坦部分をもたない場合には，対応するカルタン分解の一意性がわかる（後述）．

これまで G は等長変換群（またはその単位元連結成分）としていた．よって G はM

に効果的に作用する（効果的とは恒等写像として作用するのは単位元のみ）．しかし，対

称空間論ではリーマン多様体の等長変換群からでなく，上のように，G, K, τ から対応す

る対称空間をつくることもある．つまり，K は (Gτ )0 ⊂ K ⊂ Gτ かつ Ad(K)|p がコン
パクトとなる閉部分群とすれば，M = G/K に G不変計量をもつものが存在して，対称

空間となる．このような (G,K, τ)をリーマン対称対という．
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この場合には効果的に作用するとはかぎらない．例えば，射影空間 CPn を考える．

SU(n + 1) は CPn に等長に作用することはすぐにわかる．そして，isotropy 群を求め

ると S(U(1)U(n)) であることがわかるので CPn = SU(n + 1)/S(U(1)U(n)) となる．

C = Zn+1 を SU(n + 1)の中心とする．中心は eiθidで det(eiθid) = ei(n+1)θ = 1とな

るものなので Zn+1 = {ei
2πk
n+1 id | k = 0, 1, · · · , n}となる．この C は CPn に自明に作用

することがわかる．また C ⊂ S(U(1)U(n))である．このように，SU(n+ 1)は CPn へ

の効果的作用でない．G′ = SU(n+ 1)/Zn+1 とすれば効果的作用になる．

上の定理と同様にして，次が証明できる．

Corollary 2.5.19. 対称空間と効果的なリーマン対称対は１対１対応している．

Remark 2.5.9. Gを等長変換群と限らないで，M = G/K（等質空間でよい）を考えると

き．Gが効果的に作用することと，K に含まれる Gの正規部分群は単位元であることと

同値である．

Proof. M への作用が id となるもの全体 N は G の正規閉部分群である．またイソトロ

ピー群K の部分群である．

逆に，K に含まれる Gの正規部分群 Ñ を考える．n ∈ Ñ に対して，gÑg−1 ⊂ Ñ で

ある．そこで任意の点 gp = gK に対して，ngK = gn′K = gK となるので，M = G/K

への作用は恒等写像である，

このようにM への作用が idとなるもの全体はK に含まれる Gの正規部分群と一致す

る．

また，作用が効果的なら K と Ad(K)|p は同型である．特に Ad(K)|p がコンパクトで
あることとK がコンパクトであることは同値．

Proof. 作用が効果的とする．K ∋ k → Ad(k) ⊂ GL(p)が単射であることを示せばよい．

Ad(K)|p とイソトロピー表現は同値であった．作用が効果的なので K → O(Tp(M))は

単射である．よって，K → Ad(K)も単射．

そこで概効果的とはK に含まれる Gの正規部分群が離散群であるとして定める．これ

はリー環レベルでみれば kに含まれる gのイデアルが零のことである．例えば，SU(n+1)

は効果的作用でないが，概効果的作用ではあり，多くの場合が Gの作用が概効果的であ

る．また，このときは k → ad(k)|p が単射となる．

2.6 曲率

リーマン対称空間の曲率，リッチ曲率などを考察する．
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2.6.1 曲率

次の補題は一般のリーマン多様体で成立する．

Lemma 2.6.1. M をリーマン多様体とする．また ∇2
A,BX = ∇A∇BX − ∇∇ABX と

する．このとき，X をキリングベクトル場とすれば，

∇2
A,BX = −R(X,A)B, ∀A,B ∈ X(M)

となる．（これは一般のリーマン多様体上で成立）．

Proof. X はヤコビ場であったので，そこで測地線 c(0) = q, c′(0) = Aq に対して，

∇2
A,AX +R(X,A)A = 0

を得る．また，ビアンキ恒等式から

∇2
A,BX+R(X,A)B−∇2

B,AX−R(X,B)A = R(A,B)X+R(X,A)B−R(X,B)A = 0

となる．そこで，

0 =∇2
A+B,A+BX +R(X,A+B)(A+B)

=0 + 0 +∇2
A,BX +R(X,A)B +∇2

B,AX +R(X,B)A

=2(∇2
A,BX +R(X,A)B)

となる．

以下はリーマン対称空間の話．次の定理は標準接続のところでも述べた．

Theorem 2.6.2. p = TpM という同一視のもとで次が成立する．

(R(X,Y )Z)p = −[[X,Y ], Z]p, X, Y, Z ∈ p

Proof. X,Y, Z ∈ p ∼= TpM とすれば (∇X)p = (∇Y )p = (∇Z)p = 0 であった．また．

[X,Y ] ∈ kより [X,Y ]p = 0となるので，

[[X,Y ], Z]p = ∇[X,Y ]pZ −∇Zp [X,Y ] = −∇Zp [X,Y ]

である．そこで，点 p上で，

∇Z [X,Y ] = ∇Z∇XY −∇Z∇YX

=∇Z∇XY −∇∇ZXY −∇Z∇YX −∇∇ZYX

=−R(Y, Z)X +R(X,Z)Y = R(X,Y )Z
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となる．よって，
(R(X,Y )Z)p = −[[X,Y ], Z]p

が成立する．

Corollary 2.6.3. 上と同様に TpM ∼= pとみなす．リッチテンソルは点 pにおいて

Ric(X,Y ) = −tr ((adXadY )|p)

となる．また TpM 内の正規直交ベクトル Yp, Zp ∈ p = TpM による平面に対する断面曲

率は
K(Yp ∧ Zp) = −g([[Y, Z], Z], Y )p

となる．

Proof. 断面曲率の定義は

K(x ∧ y) = g(R(x, y)y, x)

∥x∥2∥y∥2 − g(x, y)2

であるので，第二の主張は前定理からわかる．同様に，リッチテンソルは点 pにおいて

Ric(X,Y ) =
∑

RibbjY
iXj =

∑
b

g(R(Y, eb)eb, X) =
∑

g([[Y, eb], X], eb)

= −
∑

g([X, [Y, eb]], eb)

となる．

Corollary 2.6.4. ホロノミー環 h(M,∇)は ad([p, p])|p となる．

Proof. ホロノミー環は so(TpM)の部分リー環で

h(M,∇) = {P−1
c R(X,Y )yPc |∀X,Y ∈ TqM, ∀q s.t. q は pice-wise曲線で pと結べる }

となるのであった．そこでまず点 pで考えれば，ad([p, p]) ⊂ h(M,∇)となることがわか

る．さらに点 pからの平行移動によって動かしたものも考える必要があるが，∇R = 0で

あるので，
Pc(R(Xp, Yp)Zp) = R(PcXp, PcYp)PcZp

となるので
P−1
c (R(PcXp, PcYp)Pc = R(Xp, Yp)

となる．よって ad([p, p]) = h(M,∇)となる．
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Corollary 2.6.5. 対称空間M のイソトロピー表現が既約表現（イソトロピー既約）な

らM はアインシュタイン多様体である．特に，対称空間M が単連結でリーマン多様体

として既約ならアインシュタイン多様体になる．

Proof. Tp(M) ∼= pの同一視のもとで，TpM 上のイソトロピー表現は p上の Ad表現に

一致する．また正直交基底 {eb}に対して {Ad(k)en}も正規直交基底である．よって，

Ric(Ad(k)X,Ad(k)Y ) = −
∑

g([Ad(k)X, [Ad(k)Y, eb]], eb)

= −
∑

g([Ad(k)X, [Ad(k)Y,Ad(k)eb]], dkeb)

= −
∑

g(Ad(k)[X, [Y, eb]],Ad(k)eb)

= −
∑

g([X, [Y, eb]], eb)

= Ric(X,Y )

となり，リッチテンソルはK 不変である．つまり，リッチテンソルをRic : TpM → TpM

と見たときK の作用と可換である．特に，各固有空間はK の（実）表現空間である．そ

こで，イソトロピー表現が既約なら Ricは定数となるので，アインシュタイン多様体にな

る．二番目の主張は系 2.2.10から従う．

2.6.2 Lie triple system

単連結対称空間とある条件をみたすリー環を一対一対応させよう．それは，Lie triple

systemと呼ばれる．対称空間に対して，カルタン分解 g = k⊕ pというが成立した．また

p上には曲率を使って，

(x, y, z) 7→ R(x, y)z = −[[x, y], z] ∈ p

という写像が存在する．ここで x, y について交代であり，ビアンキ恒等式をみたす．ま

た，K は等長変換なので，この写像を保存する．つまり

(R(x, y)z, w) = (R(Ad(k)x,Ad(k)y)Ad(k)z,Ad(k)w)

となる．よって，A ∈ kに対して，

AR(x, y)z = R(Ax, y)z +R(x,Ay)z +R(x, y)Az

となる．特に，A = R(v, w) ∈ kに対しても上の式が成立する．

Definition 2.6.1. ユークリッド空間に三重積

(x, y, z) → R(x, y)z. (R(x, y) = −R(x, y), R(x, y)z +R(y, z)x+R(z, x)y = 0)
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が入っているとする．これが，Lie triple systemとは，A = R(u, v)として

AR(x, y)z = R(Ax, y)z +R(x,Ay)z +R(x, y)Az, (Ax, y) + (x,Ay) = 0

を満たすときをいう．

Example 2.6.6. 対称空間上M に対して，(p, R)を考えれば，Lie triple systemが唯一

つ定まる．実際M = G/K = G′/K ′ としても，同じ Lie triple systemを与える．

Lie triple system (p, R)が与えられたとする．(p, R)の内積および R を保存する群の

単位元連結成分を K とする．このリー環 kは R(v, w)（∀v, w）を含む．g := k ⊕ pとす

る．これにリー環構造を定める．[k, k]はすでに定義されている．[k, p]はK の pへの作用

の微分として定義する．また x, y ∈ pに対して，[x, y] := −R(x, y) ∈ kとする．このと

き gはリー環になる．

Proof. 例えば，x, y, z ∈ pに対して，

[[x, y], z] = −R(x, y)z = R(y, z)x+R(z, x)y = −[[y, z], x]− [[z, x], y]

となるのでヤコビ律が成立．

また x, y ∈ p, z ∈ kに対しては，（作用を ρと書いている）．

ρ([[x, y], z])w = −ρ([R(x, y), z])w = −ρ(R(x, y))ρ(z)w + ρ(z)ρ(R(x, y))w

ρ([[y, z], x])w = −ρ([ρ(z)y, x])w = ρ(R(ρ(z)y, x))w = −ρ(R(x, ρ(z)y))w
ρ([[z, x], y])w = −ρ(R(ρ(z)x, y))w

となる．そこで z ∈ kなので，ヤコビ律が成立．

x ∈ p, y, z ∈ kに対しては，

[[x, y], z] = −[ρ(y)x, z] = ρ(z)ρ(y)x

[[y, z], x] = ρ([y, z])x

[[z, x], y] = [ρ(z)x, y] = −ρ(y)ρ(z)x

となるのでヤコビ律が成立する．x, y, z ∈ kの場合は定義から明らか．

よって，g = k⊕ pはリー環であり，カルタン分解になっている．また p上には Ad(K)

不変な内積が入っていた．よって，単連結対称空間が唯一つ定まる．以上から

Theorem 2.6.7. 単連結対称空間と Lie triple systemは一対一対応する．
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2.6.3 例

Example 2.6.8 (ユークリッド空間). ユークリッド群

E(n) = {
(
α β
0 1

)
|α ∈ O(n), β ∈ Rn} ⊂ GL(n+ 1,R)

を考える．このカルタン対合は

sq

((
α β
0 1

))
=

(
α −β
0 1

)
であり，SO(n) = (E(n))sq ⫋ K = O(n)となる．実際，原点での点対称を σ0 とすれば．

σ0 =

(
−1 0
0 1

)
であるので，

σ0gσ
−1
0 =

(
−1 0
0 1

)(
α β
0 1

)(
−1 0
0 1

)
=

(
α −β
0 1

)
となる．

また

E′(n) = {
(
α β
0 1

)
|α ∈ SO(n), β ∈ Rn} ⊂ GL(n+ 1,R)

として．Rn = E′(n)/SO(n) ともみなせるが，この場合は SO(n) = (E(n))sq = K で

ある．

p = {
(
0 x
0 0

)
|x ∈ Rn}, g(

(
0 x
0 0

)
,

(
0 y
0 0

)
) = ⟨x, y⟩

として p上に Ad(K)不変な内積がはいる．

測地線について考える．原点において T0(Rn) ∼= p であった．X ∈ p とすれば，X が

引き起こすベクトル場はキリングベクトル場であり，そのベクトル場が引き起こす 1パラ

メータ変換群を etX とすれば，etX(0)は 0を通る測地線である．そこで，(
0 β
0 0

)
∈ p

が引き起こす 1パラメータ変換群 etX は

etX =

(
I 0
0 1

)
+ t

(
0 β
0 0

)
=

(
I tβ
0 1

)
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となるので．これを原点へ作用させると

I · 0+ tβ = tβ

となるので，測地線は tβ となる．

Example 2.6.9 (球面). Sn = SO(n + 1)/SO(n) とする．北極における点対称は

σp = diag(1,−1, · · · ,−1) ∈ O(n+ 1)であった．よって，

sp : SO(n+ 1) ∋ g 7→ σpgσ
−1
p ∈ SO(n+ 1)

である．そこで，SO(n+ 1)sp は(
1 0
0 SO(n) = O(n)+

)
∪
(
−1 0
0 O(n)−

)
となるので SO(n+ 1)sp = O(n)，(SO(n+ 1)sp)0 = SO(n)となる．よって，(Gsp)0 ⊂
K = SO(n) ⫋ Gsp となる．

一方 Sn = O(n+1)/O(n)となるので，この場合には SO(n) ⫋ K = O(n+1)sp = O(n)

となる．

また p = Tp(S
n)は，

p = {
(
0 −ξt
ξ 0

)
|ξ ∈ Rn}, g(X,Y ) = −1

2
trXY = ξtη

X =

(
0 −ξt
ξ 0

)
, Y =

(
0 −ηt
η 0

)
∈ p

となる．

測地線を考えてみよう．ξ = e1 とすれば，

etξ =


cos t − sin t 0 · · · 0
sin t cos t 0 · · · 0
0 0 1
...

...
. . .

0 0 1


となり，これを (1, 0, · · · 0)へ作用させれば，

(cos t, sin t, 0, · · · , 0)

となる．これが北極を通る測地線になる．その他の北極を通る測地線はイソトロピー群

SO(n) を作用させることによって得られる（これは対称空間のランクが１であること

から）．



2.6 曲率 99

次に曲率を計算する．

[[

(
0 −ξt
ξ 0

)
,

(
0 −ηt
η 0

)
],

(
0 −ζt
ζ 0

)
] = [

(
−ξtη + ηtξ 0

0 −ξηt + ηξt

)
,

(
0 −ζt
ζ 0

)
]

=

(
0 ∗

−ξηtζ + ηξtζ − ζξtη + ζηtξ 0

)
ここで，−ξtη + ηtξ = −(ξ, η) + (η, ξ) = 0となるので，よって，

R(ξ, η)ζ = −(−ξηtζ + ηξtζ) = (η, ζ)ξ − (ξ, ζ)η = (ξ ∧ η)(ζ)

となる．また断面曲率は,ξ, η を正規直交ベクトルとすれば，

K(ξ, η) = g(R(ξ, η)η, ξ) = ((η, η)ξ − (ξ, η)η, ξ) = 1

となるので，断面曲率が１となる定曲率空間となることがわかる．

点 pを通る全測地的部分多様体を得るには，p′ ⊂ pで，[[p′, p′], p′] ⊂ p′ となるものを

探せばよい．球面の場合には，

p′ = {ξ ∈ Rn|ξk = 0, m+ 1 ≤ k ≤ n}

であることがわかる．このとき対応する部分多様体は，SO(m + 1)/SO(m) となる．ま

た，球面の他の全測地的多様体は，SO(n+ 1)の作用で回せば得られる．

Remark 2.6.1. 上の例 Sn = SO(n+1)/SO(n)において，nが奇数なら σp /∈ SO(n+1)

である．もちろん Sn = O(n + 1)/O(n)とすれば σp ∈ O(n + 1)となる．リーマン対称

空間を考える場合に，これまで Gは等長変換群全体としてきたが，そうでない場合も扱

いたい（例えば Sn = SO(n + 1)/SO(n)）．その場合にはカルタン対合 sp は内部自己同

型でない場合もある．

Example 2.6.10 (双曲空間). 双曲空間 Hn = O+(1, n)/O(n) を考える．点 p =

(1, 0, · · · , 0) ∈ Hn ⊂ R1,n での点対称は σp = diag(1,−1, · · · ,−1) であった．よっ

て，カルタン対合は
O+(1, n) ∋ g 7→ σpgσ

−1
p ∈ O+(1, n)

である．p = Tp(H
n)は

p = {
(
0 ξt

ξ 0

)
|ξ ∈ Rn}, g(X,Y ) =

1

2
trXY X, Y ∈ p

となる．
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測地線について見てみよう，ξ = e1 とすれば，

etξ =


cosh t sinh t 0 · · · 0
sinh t cosh t 0 · · · 0
0 0 1
...

...
. . .

0 0 1


となり，これを (1, 0, · · · 0)へ作用させれば，

(cosh t, sinh t, 0, · · · , 0)

となる．これが (1, 0, · · · , 0) を通る測地線になる．その他の測地線はイソトロピー群
O(n)（or SO(n)）を作用させることによって得られる（これは対称空間のランクが１で

あることから）．

曲率は R(ξ, η) = −ξ ∧ η で与えられ，断面曲率が −1の定曲率空間である．

全測地的部分多様体は，球面と同様に

p′ = {ξ ∈ Rn|ξk = 0, m+ 1 ≤ k ≤ n}

で与えられる．

Example 2.6.11 (グラスマン多様体). グラスマン多様体 Gk(Rn) = O(n)/O(k) ×
O(n−k)を考える．E = Rk ⊂ Rnにおける点対称は，E = Rk に関する鏡映であるので，

σE = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
n−k

)

である．よって，カルタン対合は

O(n) ∋ g 7→ σEgσ
−1
E ∈ O(n)

となる．また p = {

(
0 −ξt

ξ 0

)
|ξ ∈ M(k, n− k)}となる．内積は −1

2 tr (xy)で定めれば

よい．

k = 1のときは，実射影空間 RPn−1 である．

複素グラスマン SU(n)/S(U(k) × U(n − k)) の場合も同様にすればよいが，内積は

−2tr (xy)とする．また四元数グラスマン多様体 Sp(n)/Sp(k)× Sp(n− k)の場合には，

内積は −tr (xy)とする．

Example 2.6.12 (コンパクトリー群). G = G × G/Gという対称空間を考える．原点

での点対称は σe(g) = g−1 であった．そこで，(k, h) ∈ G×Gとして，

σe(k, h)σe(g) = (kg−1h−1)−1 = hgk−1 = (h, k)g
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である．よってカルタン対合は

se : G×G ∋ (k, h) → (h, k) ∈ G×G

である．そして，その固定点集合は diag(G)となる．

k = {(x, x) ∈ g⊕g|x ∈ g}，p = {(x,−x)|x ∈ g}とする．内積を g((x,−x), (y,−y)) =
4⟨x, y⟩とする．Φ : G×G/G ∋ [g, h] → gh−1 ∈ Gとすれば，Gの対称空間としての表

示となる．実際，Φ ◦ se(g, h) = Φ(h, g) = hg−1．σe ◦ Φ(g, h) = σe(gh
−1) = hg−1 とな

るので，Φ ◦ se ◦ Φ−1 = σe となる．そして，dΦ : p ∋ (x,−x) 7→ x− (−x) = 2x ∈ gと

なるので，
p ∋ (x,−x) 7→ 2x ∈ g

という対応となっている（そこで，内積としては g((x,−x), (y,−y)) = 4⟨x, y⟩）．(x,−x) ∈
pに対する１パラメータ変換群 (exp tx, exp−tx)を考えて，これを単位元 eに作用させる

と (exp tx)e(exp−tx)−1 = exp 2tx となる．よって，x ∈ g に対する測地線は exp tx と

なる．

(x,−x)からのキリングベクトル場は d
dtAd(e

tx)g|t=0 = d
dte

txgetx|t=0 = dRgx+ dLgx

となり，これがキリングベクトル場となる．また，(x, x)kの作用を考えると dRgx−dLgx

となる．特に，1
2 ((x,−x)− (x, x)) = (0,−x)が生成するベクトル場が Gの左不変ベクト

ル場に対応する．そこで，共変微分を考えると．

∇(0,−x)(0,−y) =
1

4
∇(x,−x)−(x,x)((y,−y)− (y, y)) =

1

4
∇(x,−x)(y, y) = [(x,−x), (y, y)]

=
1

4
([x, y],−[x, y])

となるので，(∇XY )e =
1
4 ([x, y],−[x, y])となる．つまり，1

2 [x, y] ∈ gに対応する．以上

から，G上左不変ベクトル場 X,Y に対して，∇XY = 1
2 [X,Y ]が成立する．

これは，次のように直接示すこともできる．レビチビタ接続の定義の仕方から

2⟨∇XY,Z⟩ = X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨X,Z⟩ − Z⟨X,Y ⟩+ ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Y,Z], X⟩

となるが，左不変ベクトル場であるので，⟨X,Z⟩なども左不変，つまり定数であるので，

2⟨∇XY, Z⟩ = ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩

さらに，計量が両側不変であるので，−⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩ = −⟨[X,Z], Y ⟩ −
⟨X, [Y, Z]⟩ = 0となるので，2⟨∇XY,Z⟩ = ⟨[X,Y ], Z⟩が成立し，∇XY = 1

2 [X,Y ]．

そして，exp tX の接ベクトルはX であるので，これが∇XX = 1
2 [X,X] = 0となるの

で，測地線である．
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Exercise 2.6.13. ⟨R(X,Y )Z,W ⟩を計算することにより，R(X,Y )Z = −1
4 [[X,Y ], Z]

を示せ（X,Y, Z ∈ g）．

そこで ⟨R(X,Y )Y,X⟩ = 1
4 |[X,Y ]|2 となり，断面曲率は 0以上となる．

Proposition 2.6.14. Gをコンパクトリー群とすると，指数写像は全射

Proof. Gをコンパクトリー群とすれば，計量を平均化して，両側不変計量が存在し，対

称空間となる．任意の点と原点を測地線で結べるが，原点からの測地線は exp tX の形を

している．よって，指数写像は全射となる．

Example 2.6.15 (複素射影空間). 複素射影空間 CPn = U(n+ 1)/(U(1)×U(n))を考

える．gは n× nは歪エルミート行列の全体である．またカルタン対合は，

σ0 =

(
−1 0
0 In

)
とすれば，

U(n+ 1) ∋ g 7→ σ0gσ
−1
0 ∈ U(n+ 1)

となる．そこで，pは行列

X =

(
0 −x∗
x 0n

)
, x ∈ Cn, (X,Y ) = −1

2
tr (XY ) =

1

2
(x∗y + y∗x) = ℜ(x∗y)

となる．K の Ad作用は a ∈ U(1), A ∈ U(n)として，

Ad

((
a 0
0 A

))(
0 −x∗
x 0n

)
=

(
0 −(āAx)∗

āAx 0n

)
となる．

測地線を考える．球面の場合と同様であり，斉次座標で書けば，p = [1; 0; · · · ; 0] ∈ CPn

を通る測地線で，接ベクトルが (1, 0, · · · , 0) ∈ pに対応するものは，

[cos t; sin t; 0; · · · ; 0] ∈ CPn

となる．これは複素射影直線 P1 = [z0; z1; 0, · · · , 0]に含まれることに注意する．また，p
を通るほかの測地線は U(1)× U(n)の作用で写したものとして得られる．
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曲率を計算しよう．x, y, z ∈ Cn が X,Y, Z ∈ pに対応するとすれば，

R(X,Y )Z = −[[X,Y ], Z]

=− [

(
0 −x∗
x 0n

)(
0 −y∗
y 0n

)
−
(
0 −y∗
y 0n

)
,

(
0 −x∗
x 0n

)
, Z]

=[

(
−x∗y + y∗x 0

0 −xy∗ + yx∗

)
,

(
0 −z∗
z 0n

)
]

=−
(
−x∗y + y∗x 0

0 −xy∗ + yx∗

)(
0 −z∗
z 0n

)
+

(
0 −z∗
z 0n

)(
−x∗y + y∗x 0

0 −xy∗ − yx∗

)
=

(
0 −(xy∗z − yx∗z − zx∗y + zy∗x)∗

xy∗z − yx∗z − zx∗y + zy∗x 0n

)
となるので，

R(x, y)z = z(y∗x− x∗y) + x(y∗z)− y(x∗z) ∈ Cn

となる．ここで

i⟨x, iy⟩ = iℜx∗iy =
1

2
(−x∗y − y∗x) = −y∗x

となるので，書き換えると，

R(x, y)z = {x ∧ y + ix ∧ iy + 2⟨x, iy⟩i}z

となる．

特に，
r(x, y)y = y(y∗x− 2x∗y) + x(y∗y)

となる．∥y∥ = y∗y = 1 となる y ∈ Cn と，y に直交する x ∈ Cn をとる．つまり，

ℜx∗y = 1
2 (x

∗y + y∗x) = 0である．このとき，

r(x, y)y = x+ 3⟨x, iy⟩iy

となる．そこで y⊥ 上で r(·, y)y の固有値は {y, iy}⊥ 上で 1であり，iy 上では 4となる．

つまり実平面上で断面曲率は 1で，複素直線上で断面曲率は 4となる（iが複素構造を与

えているので）．このように CPn 上で断面曲率は 1から 4までの間を動く．

Example 2.6.16 (有界対称領域). 次の空間を考える．

M ′ = {Z ′ =

(
Z1

Z0

)
|Z0 ∈M(p, p : C), Z1 ∈M(p, q;C), −Z∗

0Z0 + Z∗
1Z1 = −Ip}

さらに，B ∈ U(p)に対して，Z ′ 7→ Z ′B という作用を考えて，

−B∗Z∗
0Z0B +B∗Z∗

1Z1B = B∗(−Ip)B = −Ip
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であるので，商空間M ′/U(p)

M = {
[(
Z0

Z1

)]
|Z0 ∈M(p, p : C), Z1 ∈M(p, q;C), −Z∗

0Z0 + Z∗
1Z1 = −Ip}

を考える．べつの見方をすると，Cp+q 上に

F (z, w) = ztSw̄, S = diag(−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
p

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
q

)

というエルミート形式を考えたとき，[Z ′] は Cp+q の p 次元部分空間で F (x, x) ≤ 0

（x ∈ V）となるものである．

U(p, q) = {A ∈ GL(p+ q,C)|A∗SA = S} = {A ∈ GL(p+ q,C)|F (Ax,Ay) = F (x, y)}

を考える．これは連結なリー群になることがわかる．さらに，

U(p+ q)×M ∋ (A, [Z ′]) 7→ [AZ ′] ∈M

は推移的な作用となる．

Proof.(
A B
C D

)
∈ U(p+ q) ⇐⇒ A∗A− C∗C = Ip, −B∗B +D∗D = Iq, ;A

∗B − C∗D = 0

であるので， (
A B
C D

)(
Z0

Z1

)
=

(
AZ0 +BZ1

CZ0 +DZ1

)
であるので，

− (AZ0 +BZ1)
∗(AZ0 +BZ1) + (CZ0 +DZ1)

∗(CZ0 +DZ1)

=− (Z∗
0A

∗ + Z∗
1B

∗)(AZ0 +BZ1) + (Z∗
0C

∗ + Z∗
1D

∗)(CZ0 +DZ1)

=− Z∗
0 (−A∗A+ C∗C)Z0 + Z∗

1 (−B∗B +D∗D)Z1 + Z∗
0 (−A∗B + C∗D)Z1

+ Z∗
1 (−B∗A+D∗C)Z1

=− Z∗
0Z0 + Z∗

1Z1 = −Ip

となるので well-definedである．

また，[
(
Ip
0

)
] ∈M の isotropy群は

U(p)× U(q) = {
(
B 0
0 C

)
|B ∈ U(p), C ∈ U(q)}
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であり，M = U(p+ q)/U(p)× U(q)となる．また，カルタンタ対合を

U(p, q) ∋ A 7→ SAS−1 ∈ U(p, q)

で与えることにより，対称空間となる．原点 [
(
I
0

)
]での点対称は

σ0([

(
Z0

Z1

)
]) 7→ [

(
Z0

−Z1

)
]

となる．
u(p, q) = {A ∈ gl(p+ q,C|X∗S + SX = 0}

である．M の接空間は

p = {
(
0 Z∗

Z 0

)
|Z ∈M(q, p,C)}, g(X,Y ) = 2tr (XY )

次にM の有界領域表示を考える（これが局所座標を与えている）．

Dq,p = {Z ∈M(q, p) : C)|Iq − Z∗Z > 0} ∼= Dp,q

とする．ここで，(Iq − Z∗Z)∗ = Iq − Z∗Z であるので，エルミート行列である．「> 0」

の定義は正定値であること． (
A B
C D

)
∈ U(p+ q)

に対して．１次分数変換

U(p+ q)×Dq,p ∋ (

(
A B
C D

)
, Z) 7→W = (AZ +B)(CZ +D)−1 ∈ Dq,p

として作用を考える．Z ∈ Dq,p のとき，

(CZ +D)∗(CZ +D) = Z∗C∗CZ +D∗D +D∗CZ + Z∗C∗D

= Z∗(A∗A− Ip)Z + (B∗B + Iq) +B∗AZ + Z∗A∗B

= Iq − Z∗Z + (AZ +B)∗(AZ +B) > 0

であるので，(CZ +D)−1 は存在する．

Proof. P が正則であることと P ∗P > 0 は同値であることを示せばよい．P が正則なら

x ̸= 0，Px ̸= 0であり，(Px, Px) > 0である．逆に，P ∗P > 0とすれば，P ∗P は正則で

ある．Px = 0とすれば，P ∗Px = 0となるので，x = 0である．よって，P は正則．

そして，

Iq −W ∗W = Iq − ((CZ +D)∗)−1(AZ +B)∗(AZ +B)(CZ +D)−1

= Iq − ((CZ +D)∗)−1{(CZ +D)∗(CZ +D)− (Iq − Z∗Z)}(CZ +D)−1

= ((CZ +D)∗)−1(Iq − Z∗Z)(CZ +D)−1 > 0

となる．
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Proof. B > 0，A が正則のとき A∗BA > 0 を示せばよい．(Bx, x) > 0 より，

(A∗BAx, x) = (BAx,Ax)となるが，Aが正則行列なので，(A∗BAx, x) > 0．

以上から，U(p, q)がDq,p に作用することがわかった．さらに，推移的作用であること

もわかる．isotropy群をもとめよう．Z = 0 ∈ Dq,p に対して，

(A0 +B)(C0 +D)−1 = BD−1 = 0

より，B = 0を得る．さらに C = 0となるので，

U(p)× U(q) = {
(
B 0
0 C

)
|B ∈ U(p), C ∈ U(q)}

となり，Dq,p
∼= Dp,q = U(p, q)/U(p)× U(q)となる．また，ケーラー形式を

ω = 4i∂∂̄ log det(Iq − Z∗Z)

とすれば，明らかに U(p, q)の作用で不変である．原点 0での点対称は

σ0(Z) = −Z Z ∈ Dq,p

となる．

さて，さきほどのM との対応を見ていこう．[Z] ∈M に対して，

Z∗
0Z0 = Ip + Z∗

1Z1 > 0

となる．よって，Z−1
0 が存在する．そこで，

M ∋ [Z] = [

(
Z0

Z1

)
] 7→ Z = Z1Z

−1
0 ∈ Dp,q

を考えると，

Ip − Z∗Z = Ip − (Z∗
0 )

−1Z∗
1Z1Z

−1
0

= (Z∗
0 )

−1(Z∗
0Z0 − Z∗

1Z1)Z
−1
0

= (Z∗
0 )

−1Z−1
0 > 0

となる．これは全単射写像となる．

Proof. Z ∈ Dp,q に対して，I − Z∗Z > 0 であるので，正定値エルミート行列 P で．

I − Z∗Z = P 2 となるものが存在する．Z0 = P−1，Z1 = ZP−1 として，Z ′ =
(
Z0

Z1

)
と

すれば，Z = Z1Z
−1
0 となる．
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Remark 2.6.2. D1,n = Dn(C) とする．これを Cn での単位開球とよぶ．つまり，

Dn(C) = {Z ∈ Cn|∥Z∥ < 1} である．これを複素双曲空間とよぶ．このときの計
量は

ds2 = 4
(1−

∑
ziz̄i)(

∑
dzidz̄i)− (

∑
z̄idzi)(

∑
zidz̄i)

(1−
∑
ziz̄i)2

Remark 2.6.3. 以上の話は，O(p, q)/O(p) × O(q)，Sp(p, q)/Sp(p) × Sp(q)に対しても

同様のことが成立する．

Remark 2.6.4. CPn 内の２次形式が定める複素多様体（ケーラー）

Qn−1(C) = {[z] ∈ CPn|(z0)2 + · · ·+ (zn)
2 = 0}

は対称空間として SO(n+ 1)/SO(2)× SO(n− 1)となる．

2.7 キリング形式

2.7.1 キリング形式

少しの間，リー群の基本的な事実を述べる．

Gをリー群として gをリー環とする．h ∈ Gに対して，リー環の内部自己同型を

Int(h) : G ∋ g 7→ hgh−1 ∈ G

とする．

Definition 2.7.1. Gの随伴表現とは gへの表現であり，

Ad : G ∋ h 7→ d(Int(h))e ∈ Gl(g)

のこと．

Lemma 2.7.1. Ad はリー環の準同形を与える．つまり h ∈ G, Ad(h) ∈ Gl(g) とす

れば，
Ad(h)[X,Y ] = [Ad(h)X,Ad(h)Y ]

となる．

Proof. hetXY e−tXh−1 = (hetXh−1)(hY h−1)(he−tXh−1)を微分すればよい．

Definition 2.7.2. gの随伴表現は

ad : g ∋ X 7→ (dAd)e(X) ∈ gl(g)

のこと．このとき
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1. ad(X)Y = [X,Y ].

2. ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z].

3. eadX = Ad(eX).

であることは明らか．また，ad の kernel は，g の中心であることに注意する．つまり

ker ad = z．

Definition 2.7.3. gのキリング形式とは，次で与えられる二次形式のこと．

B : g× g ∋ (X,Y ) 7→ tr (adXadY ) ∈ R

さらに，この B が非退化のとき g（または G）を半単純とよぶ．

Lemma 2.7.2. B は対称であり Gおよび gの随伴表現と可換．つまり

B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = B(X,Y ), B(ad(X)Y, Z) +B(Y, ad(Y )Z) = 0

となる．

Proof. 直接計算すればよい．

Example 2.7.3. • o(n)のキリング形式を計算すると，

B(X,Y ) = (n− 2)trXY = −(n− 2)trXtY

• su(n)なら，
B(X,Y ) = 2ntrXY = −2ntrX∗Y

• sp(n) = {X ∈M(2n,C)|XtJ + JX = 0, X∗ +X = 0}なら

B(X,Y ) = (2n+ 2)trXY = −(2n+ 2)trX∗X

Lemma 2.7.4. aを gのイデアルとする．a自身のキリング形式をBaとすれば，x, y ∈ a

に対して，
B(x, y) = Ba(x, y)

Proof. aがイデアルのであるので，ad表現の不変部分空間である．そこで，a, g/a上で

adを考えて，
ρ(x) = ad(x)|a, ρ′(x) = ad(x)|g/a (x ∈ g)

とする．適当に gの基底を取れば，ad(x)の表現行列は

ad(x) =

(
ρ(x) ∗
0 ρ′(x)

)
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とできる．さて，x, y ∈ gに対して，

B(x, y) = tr (ρ(x)ρ(y)) + tr (ρ′(x)ρ′(y))

となる．x ∈ aに対して，ρ(x) = ad|a(x)，ρ′(x) = 0であるので，

B(x, y) = tr (ad|a(x)ad|a(y)) = Ba(x, y)

さて対称空間M = G/K の場合に話を戻す．p ∼= TpM であった．この p 上には二つ

の内積が入っている．Y,Z ∈ pに対して，

1. リーマン計量を用いた g(Yp, Zp)（これは正定値内積）

2. キリング形式を用いた Bp(Y.Z)（こちらは非退化もいえない可能性がある）．

である．この二つの関係をしらべてみよう．

次のことはすでに証明してあった．

Lemma 2.7.5. Ad(K) は p を不変にする．また，B を保存し，Tp(M) ∼= p 上の内積

g(Yp, Zp)も保存する．

Lemma 2.7.6. X ∈ k, Y ∈ pに対して B(X,Y ) = 0である．つまり kと pはキリング

形式に関して直交する．

Proof. カルタン対合 θは環同型写像で θ2 = idであったので，

θ(ad(X)Z) = ad(θX)θZ

となり，ad(θ(X)) = θad(X)θ となる．そこで，

ad(θ(X))ad(θ(Y )) = θad(X)ad(Z)θ

となる．トレースを取れば，B(θ(X), θ(Y )) = B(X,Y )となる．よって X ∈ k, Y ∈ pな

ら B(X,Y ) = B(θ(X), θ(Y )) = −B(X,Y )となる．

Remark 2.7.1. 上の証明をみればわかるように，一般に g上の自己同型写像 αがあれば，

B(α(X), α(Y )) = B(X,Y )が成立する．

Lemma 2.7.7. キリング形式 B は k上で負定値である．（ただし，Zを gの中心とした

とき，k ∩ Z = {0}と仮定する．この仮定はM = G/K としたとき Gの作用が概効果的

なら問題ない）．
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Proof. Ad(K)はコンパクト群であったので Ad(K)不変な内積が g上に存在する．そこ

で，X ∈ kとして，
(ad(X)Y, Z) + (Y, ad(X)Z) = 0

となる．この内積に関して正規直交基底をとり，ad(X)をその基底に対してX = (aij)i,j

とする．このとき

B(X,X) = tr adXadX =
∑

aijaji =
∑

aij(−aji) = −
∑

a2ij ≤ 0

となる．また B(X,X) = 0とすれば ad(X) = 0となる．これは X が gの中心に入るこ

とになるが，k ∩ Z = {0}なので X = 0となる．

2.7.2 既約対称空間

そこで，gに次のようにして内積を定めることが出来る．

⟨X,Y ⟩ :=


g(Xp, Yp) X,Y ∈ p

−B(X,Y ) X,Y ∈ k

0 X ∈ k, Y ∈ p

Lemma 2.7.8. 上で定めた内積は g上正定値であり，Ad(K)不変内積である．

Remark 2.7.2. p上で B を使わないことに注意する．なぜなら B|p は非退化もいえない
可能性があるから．

対称二次形式 B|p を考える．X ∈ pに対して，B(X) ∈ pを

g(B(X), Y ) = B(X,Y ) ∀Y ∈ p

により定める．このとき B は対称なので g に関して自己共役作用素である．よって正規

直交固有ベクトルをとれる．固有値を µi とし固有空間を pj とする．（B(Yj) = µjYj）．

つまり
p = p0 ⊕ · · · ⊕ pm

とする．ここで p0 は 0固有空間としておく（もちろんゼロ次元となることもありえる）．

0 固有空間 p0 が存在したとする．X ∈ p0 とすれば，0 = g(B(X), Y ) = B(X,Y )

（∀Y ∈ p）であり，B(X,Y ) = 0（∀Y ∈ k）となる．よって，0固有空間が存在すると B

は退化する．また X,Y ∈ p0 として，

B([X,Y ], [X,Y ]) = −B(Y, [X, [X,Y ]]) = 0
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となる．[X,Y ] ∈ kであり B は k上非退化なので [X,Y ] = 0を得る．つまり 0固有空間

p0 に対して，
[p0, p0] = 0

となり p0 は可換である．さらに [g, p0] ⊂ p0 となる（下を見よ）．p0 ⊂ pは gの可換イデ

アルである．

また，Xi ∈ pi, Xj ∈ pj（i ̸= j）のとき，

µjg(Xi, Xj) = g(B(Xi), Xj) = B(Xi, Xj) = B(Xj , Xi)

=g(B(Xj), Xi) = µjg(Xj , Xi) = µjg(Xi, Xj)

となり µi ̸= µj なので g(Xi, Xj) = 0 = B(Xi, Xj)となり，pi と pj は g 及び B に関し

て直交．

さて，B と Ad(K)の作用は可換なので，Ad(K)pi ⊂ pi であり [k, pi] ⊂ pi となる．そ

して [pi, pj ] = 0（i ̸= j）

Proof. X ∈ kに対して，B([pi, pj ], X) = −B(pj , [pi, X]) = −B(pj , pi) = 0となり，B

は k上非退化なので，[pi, pj ] = 0となる．

そこで i ̸= 0に対して pi を Ad(K)に対して既約分解する

Proof. pi が既約ならそれでよい．既約でないなら，ある不変部分空間 V が存在する．こ

のとき K 不変内積 g に関して，V ⊥ は不変部分空間となる．以下これを繰り返せばよ

い．

そこで，既約分解を pi1 ⊕ · · · ⊕ pis とすると，各既約成分は g に関して直交してい

る．いま i ̸= 0としているので，B = µig であり，B に関しても直交している．さらに，

X ∈ pik, Y ∈ pil とすれば，[X,Y ] ∈ k であり，[[X,Y ], X] ∈ pik となるので，直交性

から，
B([X,Y ], [X,Y ]) = −B(Y, [X, [X,Y ]]) = B(Y, [[X,Y ], X]) = 0

を得る．B は k上非退化であったので，[X,Y ] = 0を得る．つまり [pik, pil] = 0を得る．

以上から添え字を付け替えて，つぎのような分解を得る．

Lemma 2.7.9. pの分解 p = p0 ⊕ p1 ⊕ · · · pm で次をみたすものが存在．

1. B|pi = λig

2. B(pi, pj) = 0 = g(pi, pj)（i ̸= j）

3. pi は Ad(K)不変

4. i ̸= 0なら pi はK の作用に対して既約．

5. λ0 = 0（ただし p0 = {0}もありえる）．
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6. [pi, pj ] = 0（i ̸= j）．[p0, p0] = 0．

（ただし λi = λj となることもありえる）

Corollary 2.7.10. p0 = {0}なら B は非退化となり gは半単純である．

i ̸= 0に対して，ki := [pi, pi] ⊂ kしよう．このとき上で見たように B(ki, kj) = 0とな

る．また ki は kのイデアルである．言い換えれば，ad(k)不変部分空間．

Proof. [k, ki] ⊂ ki を証明すればよい．X ∈ k, Y, Z ∈ pi とすると

[X, [Y,Z]] = −[Y, [Z,X]]− [Z, [X,Y ]] ∈ ki

となる．

さらに，k = ⊕m
i=0ki となるようにイデアル k0 を選ぶ．（kを k加群として既約分解）．ま

た [ki, kj ] = 0となることもすぐにわかる．そこで gi = ki ⊕ pi（i = 0, · · · ,m）とすれば，
gi は gのイデアルであり [gi, gj ] = 0（i ̸= j）となる．つまり g = ⊕gi というイデアルの

直和分解を得る．また，⊕i̸=0gi は半単純リー環である．（[p0, p0] = 0であるが，k0 は可

換とは限らないので g0 は可換とは限らない）．

Proof. イデアルであることは，

[ki + pi, kj + pj ] = [ki, kj ] + [ki, pj ]− [kj , pi] + [pi, pj ] = [ki, pj ]− [kj , pi]

となるが，[ki, pj ] = [[pi, pi], pj ] = 0となるので，[gi, gj ] = 0となる．また [gi, gi] ⊂ gi

となることも明らかなのでイデアルになることがわかる．

このようにリー環の分解を得ることができたが，これが対称空間上でのドラーム分解に

対応している．

Proposition 2.7.11. 単連結リーマン対称空間は「ユークリッド空間といくつかの既約

単連結リーマン対称空間の直積に分解」できる．．また，ユークリッド型以外の部分は半

単純である．

Proof. ドラーム分解定理を用いて，M = M0 × · · · ×Mm と分解される．M0 はユーク

リッド空間．Mi は既約単連結リーマン多様体．p = (p0, · · · , pm) を通る測地線は pi を

通るMi の測地線に分解されるので，点対称も σp = σ0
p × · · · × σm

p とMi の点対称の積

に分解される．よってMi は既約対称空間である．

これをリー環の分解に対応させることにより具体的に分解してみる．M = G/K に対

して，π : G̃ → G を普遍被覆として K̃ = π−1(K) とすれば，G̃/K̃ → G/K は被覆写
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像であるがM は単連結なので，M = G̃/K̃ となる．つまりM = G/K に対して，Gが

単連結と仮定しよい．リー環の分解 g = ⊕gi に対して，G = G0 × · · · × Gm と分解し，

K = K0 × · · · ×Km と分解しておく．このとき，M = G0/K0 × · · · ×Gm/Km となる

（計量は g|pi とする）．（ただし，イソトロピー既約としてもリーマン多様体としては既約

でないことがあるので，正確には上の証明の既約リーマン多様体の個数である mと一致

しないことがある）．

上の命題から，対称空間を調べるには既約対称空間を調べればよいことになる．また系

2.2.10から単連結既約対称空間のイソトロピー表現は既約表現となる．

イソトロピー既約な対称空間を考える．イソトロピー群 K と p = TpM でのイソトロ

ピー表現を考える．p = TpM 上の計量はK 不変計量であり，一方，上でみたようにキリ

ング形式を制限すれば K 不変計量になる．よって，作用が既約なので，シューアの補題

から，ある定数 λ が存在して，B = λg となる．この λ が正ならコンパクト型，零なら

ユークリッド型，負なら非コンパクト型とよぶ．また，λが正または負なら，B が g上で

非退化になるので半単純となることがわかる．

Corollary 2.7.12. 単連結対称空間M は，ユークリッド型と半単純型に分解できる．さ

らに半単純型は，コンパクト型，非コンパクト型の積に分解される．さらに，（非）コン

パクト型対称空間は既約な（非）コンパクト型対称空間に分解される．

そこで，コンパクト型，非コンパクト型をそれぞれ調べることが目的となる．

ホロノミー環

Definition 2.7.4. gが半単純となる対称空間M を半単純対称空間とよぶ．

半単純対称空間のホロノミー環について述べる．

Proposition 2.7.13. 半単純対称空間に対して，

[p, p] = k

となる．特にホロノミー環は kと同型である．

Proof. k0 := {X ∈ k|B(X, [p, p]) = 0}とする．B が k上負定値であるので，

k = k0 + [p, p]

となる．B が非退化で B(k, p) = 0より，B|p も非退化である．

0 = B(k0, [p, p]) = B([k0, p], p)
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から [k0, p] = 0を得る．ヤコビ律をつかって [k0, [p, p]] = 0となる．そこで

B([k, k0], [p, p]) = B(k, [k0, [p, p]]) = 0

となるので [k, k0] ⊂ k0 を得る．[k0, p] = 0とあわせれば k0 は gのイデアルで kに含まれ

る．作用が概効果的であることから k0 = 0となるので，

k = [p, p]

を得る．

またホロノミー環は h(M) = ad[p, p]|p であった．

a := {X ∈ k | [X, p] = 0}

とすれば，これは gの kに含まれるイデアルであることがすぐにわかる．よって概効果的

であるなら a = 0となり，ad : k → gl(p)は faithful（忠実）であるので，h(M) = kを得

る．

Corollary 2.7.14. 半単純対称空間において，平行ベクトルは零．

Proof. X が平行ベクトルとすると，R(x, y)Xp = 0（x, y ∈ Tp(M) ∼= p）となるので，

[k, Xp] = 0となるが，ad : k → gl(p)は faithfulより，Xp = 0となる．平行ベクトルは

一点での値で定まるので X = 0．

2.7.3 コンパクト型．非コンパクト型対称空間

前 subsectionで，イソトロピー既約な既約対称空間に対して，ユークリッド型，コンパ

クト型，非コンパクト型を定義した．より一般の場合の対称空間のユークリッド型，コン

パクト型，非コンパクト型の定義は次のようになる．

Definition 2.7.5. M を対称空間として g = k⊕ pをカルタン分解とする．このとき

1. [p, p] = 0のときM をユークリッド型という．

2. gが半単純のときM を半単純という．

3. M が半単純で断面曲率が非負のときM をコンパクト型という．

4. M が半単純で断面曲率が非正のときM を非コンパクト型という．

Lemma 2.7.15. M がユークリッド型のとき B|p = 0である．さらに曲率はゼロであり

平坦多様体となる．単連結ならユークリッド空間．一般にはユークリッド空間と平坦トー

ラスの積になる．
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Proof. X,Y ∈ p，Z ∈ gとする．[p, k+ p] ⊂ [p, k] ⊂ pとなので，

ad(X)ad(Y )Z = [X, [Y, Z]] = −[Y, [Z,X]]− [Z, [X,Y ]] = −[Y, [Z,X]] = 0

となる．よって，B|p = 0 を得る．また R(X,Y )Z = −[[X,Y ], Z] = 0 であるので曲率

はゼロとなる．

コンパクト型，非コンパクト型の条件はキリング形式で書くこともできる．

Lemma 2.7.16. 対称空間がコンパクト型（resp. 非コンパクト型）であるための必要

十分条件は B が p上負定値（resp. 正定値）．

Proof. B が p = ⊕pi 上負定値とする．このとき g 上で B が非退化なので半単純であ

る．また B = ⊕λig|pi と書いたときに λi < 0 となる．そこで，断面曲率を考える．

Y1, Y2 ∈ pi とすれば，

K(Y1 ∧ Y2) = −g([[Y1, Y2], Y2], Y1) = − 1

λi
B([[Y1, Y2], Y2], Y1) =

1

λi
B([Y1, Y2], [Y1, Y2])

となる．B は k上負定値であったので K ≥ 0となる．また Y1 ∈ pi, Y2 ∈ pj とすると，

K(Y1 ∧ Y2) = 0となる．よって，断面曲率は非負である．

逆に半単純で断面曲率が非負とする．p = ⊕pi と B について分解したとき，0固有空間

は存在せず，B|pi = λig となる．上のようにして断面曲率を計算すれば，K(Y1 ∧ Y2) =
1
λi
B([Y1, Y2], [Y1, Y2]) ≥ 0となるので，B が k上負定値であることから λi < 0となる，

よって B は p上負定値．

そこで，対称空間M がコンパクト型または非コンパクト型のときに，G不変計量 g を

g = ∓B として再定義することもある．つまりコンパクト型なら g = −B，非コンパクト
型なら g = B とするのである．（特に単連結は仮定しない）．このときリッチ曲率をキリ

ング形式を使って表示しよう．

次は一般の対称空間に対する補題である．

Lemma 2.7.17. 対称空間M = G/K を考える．また B1(X,Y ) := tr ad(X)ad(Y )|k,
B2(X,Y ) = tr ad(X)ad(Y )|p とする．このとき B = B1 +B2 であり，B1 と B2 は対称

である．さらに，k× p上では B1 = B2 = 0, p× p上で B1 = B2 となる．特に，p× p上

で B2 = 1
2B となる．

Proof. まず，g 上の正定値内積 ⟨·, ·⟩ に対して正規直交基底をとる．{ei} が p の基底．

{fp}が kの基底とする．

B(X,Y ) =
∑

⟨ad(X)ad(Y )fp, fp⟩+
∑

⟨ad(X)ad(Y )ei, ei⟩ = B1(X,Y ) +B2(X,Y )
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となる．また ad(X)は kを kへ，pを pへ移すとは限らないので tr (AB) = tr (BA)は

使えないので，対称であることもまじめに確かめなくてはならない．

まず B1 に対して，k上の内積として −B|k をとれば，B は Ad(G)不変であったので，

B1(X,Y ) = −
∑

B(ad(X)ad(Y )fp, fp) = −
∑

B(fp, ad(Y )ad(X)fp)

= −
∑

B(ad(Y )ad(X)fp, fp) = B1(Y,X)

となる．

次に B2 を考える．pには g を内積としていれる．これは Ad(K)不変であった．

まず，X,Y ∈ kなら，

B2(X,Y ) =
∑

g(ad(X)ad(Y )ei, ei) =
∑

g(ei, ad(Y )ad(X)ei) = B2(Y,X)

である．

X,Y ∈ pなら，[X,Y ] ∈ kであり，

g(ad([X,Y ])ei, ei) = −g(ei, ad([X,Y ])ei) = −g(ad([X,Y ]ei, ei) = 0

となる．また，

[X, [Y, ei]] = −[Y, [ei, X]]− [ei, [X,Y ]] = [Y, [X, ei]] + [[X,Y ], ei]

となるので，

B2(X,Y ) =
∑

g(ad(X)ad(Y )ei, ei)

=
∑

g(ad(Y )ad(X)ei, ei) +
∑

g(ad([X,Y ])ei, ei)

=
∑

g(ad(Y )ad(X)ei, ei) = B2(Y,X)

となる．（これはリッチテンソルが対称であることからもわかる）．

k × p上で考える．X ∈ k, Y ∈ pとする．[k, [p, p]] ⊂ kであるので，B2|k×p = 0であ

る．以上から B2 も対称である．また B2|k×p = 0 = B|k×p より，B = B1 + B2 を使え

ば，B1|k×p = 0がわかる．

さて，p × p上 B1 = B2 となることを証明する．[p, p] ⊂ k, [p, k] ⊂ pである．そこで

ad(X)ei =
∑
aipfp, ad(Y )ei =

∑
bipfp, ad(X)fp =

∑
a′piei, ad(Y )fp =

∑
b′piei とし

ておく．このとき，

B2(X,Y ) =
∑

g(ad(X)ad(Y )ei, ei) =
∑

bipa
′
pi

であり，

B1(X,Y ) =
∑

B(ad(X)ad(Y )fp, fp) =
∑

b′piaip = B1(Y,X) =
∑

a′pibip

となるので，p× p上で B1 = B2 となる．
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Corollary 2.7.18. リーマン対称空間上のリッチテンソルは TpM ∼= pのもとで，

Ric(X,Y ) = −tr ad(X)ad(Y )|p = −B2(X,Y ) = −1

2
B(X,Y )

となる．

Corollary 2.7.19. M をコンパクト型または非コンパクト型として，リーマン計量を

g = ∓B としたとき，M はアインシュタインであり，

κ = ±dim p

2
= ±dimM

2

となる．また断面曲率は

K(X ∧ Y ) = ∓B([X,Y ], [X,Y ])

であり，リーマン曲率は，

g(R(X,Y )Z,W ) = ∓B(−[[X,Y ], Z],W ) = ∓B([X,Y ], [W,Z])

Proof. M をコンパクト型とし g = −B とする．このとき

Ric(X,Y ) = −1

2
B(X,Y ) =

1

2
g(X,Y )

となり，M はアインシュタインである．よって，

κ =
dimM∑
i=1

Ric(ei, ei) =
dimM∑
i=1

1

2
=

dimM

2

となる．非コンパクトの場合も同様である．

トポロジー

コンパクト型，非コンパクト型のトポロジーについて基本的なことを述べる．

Lemma 2.7.20. 完備リーマン多様体 M の基本群 π1(M,p) を考える．このとき α ∈
π1(M,p)の代表元として測地線がとれる．

Proof. M の普遍被覆空間 π : M̃ → M を考えて，計量を引き戻すと完備リーマン多様

体となる．つまり (M̃, g̃) は (M, g) の普遍リーマン被覆である．α に対する M̃ の被覆

変換を δα とする．p ∈ M に対して，p̃ ∈ π−1(p) を固定して，δα(p̃) と p̃ を結ぶ最短線

（測地線）を γα とする．これを π で落とせば，測地線であり，普遍被覆空間であるので

[α] = γα となる．
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Proposition 2.7.21. 対称空間の基本群はアーベル群である．

Proof. p ∈ M を基点として，γ を測地線のループとする．γ(0) = γ(l) = p であるが，

γ′(0) ̸= γ′(l) とは限らないので，閉測地線とは限らない．しかし，対称空間の場合に

は，γ に沿った移換 τt を考えると，γ(t) = τtγ(0) = τtγ(l) = γ(t+ l)となるので，γ は

周期的となり，閉測地線となる（つまり対称空間では測地線のループは必ず閉測地線）．

よって，π1(M,p) の元 α の代表元として閉測地線 γ をとることができる．α = [γ]．同

様に β = [δ]とする．また αβ = [ϵ]とする．γ, δ, ϵは閉測地線なので，点対称 σp で移せ

ば，γ−1, δ−1, ϵ−1 となる．そこで，σp(αβ) = [σp(ϵ)] = [ϵ−1] = (αβ)−1 となる．一方，

σp(αβ) = σp(α)σp(β) = α−1β−1 = (βα)−1 となるので，αβ = βαとなる．よって基本

群はアーベル群である．

Remark 2.7.3. リー群 Gの基本群 π1(G)は可換群であった．等質空間 G/K を考えたと

き，G,K が連結と仮定すれば，ホモトピー完全系列から，π1(G/K) ∼= π1(G)/Γとなる

ので可換群であることがわかる．

Proposition 2.7.22. M がコンパクト型ならM はコンパクトで基本群は有限群でアー

ベル群．また Gもコンパクトとなる．

Proof. 一般にリーマン多様体のリッチ曲率が下から正の定数で抑えられていればM はコ

ンパクトであり基本群は有限になる（マイヤースの定理）．さて，対称空間上でリッチ曲

率の公式を思い出すと，

Ric(X,Y ) = −B2(X,Y ) = −1

2
B(X,Y )

であるので，M コンパクト型なら B|p は負定値なので，リッチ曲率は正で，M 上で下か

ら正の定数で抑えられる．よってマイヤースの定理が使えば，M はコンパクトである．

またK もコンパクトであったので，Gもコンパクトになる．

Remark 2.7.4. 具体的に π1 や πi（i ≥ 2）を調べるには，ホモトピー完全系列を使う．ま

たは，ルート系などの代数的な手法を使う．また Gがコンパクトであることは，半単純

リー環に対して，「対応するリー群がコンパクトであることと，キリング形式が負定値で

あることは同値」という事実からもわかる．

Proposition 2.7.23. M が非コンパクト型ならユークリッド空間と微分同相である．ま

た，単連結なので既約非コンパクト型対称空間の積となる．さらに，Gは非コンパクトで

あり，K は極大コンパクト部分群となる．

また，G = K exp pと分解され，K × p ∋ (k,X) → k expX ∈ Gは微分同相である．

これを Gの極分解という
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Proof. まず，リーマン幾何において次のことが知られている（アダマール・カルタンの定

理）．完備リーマン多様体M の断面曲率が非正とする（K ≤ 0）．このとき，M の任意の

点 pにおいて，expp : TpM → M は被覆写像である．特に，M が単連結なら任意の点 p

において，expp : TpM →M は微分同相となる．

そこで，非コンパクト対称空間にたいしてM が単連結であることを示せば，ユークリッ

ド空間と微分同相になる．α ∈ π1(M,p) の代表元として閉測地線 γ がとれるのであっ

た．この γ に沿ったヤコビ場を Section 2.4 を参考にして構成する．Rw : TpM ∋ v 7→
R(v, w)w ∈ TpM とする．w = γ′(0)とすれば，リッチ曲率が負なので，Rγ′(0) に対して

負の固有値 ρをもつ固有ベクトル v（∥v∥ = 1）が存在する．v(t)を γ(t)に沿った平行移動

とすれば，Y (t) = cosh(
√
−ρt)v(t)は γ に沿ったヤコビ場であり，∥Y (t)∥ = cosh(

√
−ρt)

となる．また ∇γ′(0)Y = 0となる．

測地線 exp tv(0)に沿った移換 τs を考える．これは等長変換であり，キリングベクトル

場W を

Wq :=
d

ds
τs(q)|s=0, ∀q ∈M

と定める．このとき (∇W )p = 0となるのであった．

さて，キリングベクトル場は任意の測地線に対するヤコビ場なので，W の γ への制限

であるW (t) = ∂
∂sτs(γ(t))|s=0 は γ に沿ったヤコビ場である．また，τs は pを exp sv(0)

に移すので，W (0) = v(0) = Y (0)であり，γ が測地線なので，

∇∂t
∂

∂s
τs(γ(t))|t=s=0 = ∇∂s

∂

∂t
τs(γ(t))|t=s=0 = ∇∂sdτs(γ

′(0)) = 0

となる．つまり ∇γ′(0)W = 0 = ∇γ′(0)Y となる，よって，W (t) = Y (t) となる．つ

まり Y (t) は W の γ への制限である．そして，閉測地線上では有界である．これは

∥Y (t)∥ = cosh(
√
−ρt)であることに矛盾．以上からM が単連結がわかった．

M が非コンパクトなので Gも非コンパクトである．

K ⊂ K ′となるコンパクト部分群K ′が存在したとする．l ∈ K ′−Kとなる元をとれば，
G = K exp pの分解（命題 2.5.6）を使えば，l = k expX とかける．expX = k−1l ∈ K ′

となるが，expmX = (k−1l)m（m = 1, · · · ,）という点列を考えると，expp : TpM →M

が同相なので，これは発散し，K ′ がコンパクトに矛盾する．よって K = K ′ であり，K

は極大コンパクト群である．

G = K exp pとかけることは以前のべた（命題 2.5.6）．K∩exp p = {e}であることを証
明する．k = expX とすれば，上と同様にして km = expmX を考えれば，K がコンパク

トであることからX = 0であり，k = e = expX となる．また，g = k expX = k′ expX ′

と分解されたとすれば，k−1k′ = exp−X expX ′ となる．p ∈ M へ作用させれば，

e−XeX
′
(p) = p となる．eX

′
(p) は exppX となり，expp : TpM → M の同一視から X
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そのものである．よって，e−XeX
′
(p) = p となるには，X ′ = −(−X) = X とならなけ

らばならない．そこで，k = k′, expX = expX ′ となる．以上から K × p ∋ (k,X) →
k expX ∈ Gは全単射．また微分を計算すれば，微分写像が単射であることがわかる．次

元が一致するので，微分写像は全単射．よって，微分同相である．

expp : TpM →M が微分同相であるので，

Corollary 2.7.24. M が非コンパクト型なら σp の固定点は pのみである．

Corollary 2.7.25. M が非コンパクト型なら Gの中心は単位元のみ．（作用が効果的と

仮定）．

Proof. Ad : G → Aut(g) ⊂ GL(g) を考える．z ∈ Z(G) なら Ad(z) = id となる．

Ĝ = Ad(G)，K̂ = Adg(K) とすれば，Ad : G/K → Ĝ/K̂ を得る．どちらもユーク

リッド空間に微分同相．p̂ = adgp = p となるので，自明な被覆写像である．そこで，

K = Ad−1(K̂) となる．Z(G) = Ad−1(id) ⊂ Ad−1(K̂) = K となる．Ad−1(K̂) は

Ĝ/K̂ への作用が自明であるので，K に含まれる Gの正規部分群である．そこで，作用が

効果的なら，中心は単位元となる．

曲率が非正の場合に，次のことが知られている（このあたりのことは酒井「リーマン幾

何学」を参照）．

Theorem 2.7.26. M を完備，単連結，連結なリーマン多様体で，曲率が非正とする．

このとき等長変換群のコンパクト部分群は必ず固定点をもつ．

Corollary 2.7.27. 非コンパクト対称空間 G/K に対して，Gの極大コンパクト群は互

いに共役である．

Proof. K ′ を極大コンパクト群とすると，前定理から M には固定点がある．よって，

isotoropy 群に含まる．isotropy 群はコンパクト群であるので，K ′ が極大なので一致す

る．さらに，Gが推移的に作用しているので，K とK ′ は共役である．

半単純型

リー環のキリング形式が非退化のとき半単純と定義した．半単純リー環は単純リー環の

直和になることを示す．

Definition 2.7.6. リー環が単純とは，可換でないリー環で，真のイデアルを持たない

こと．
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Proposition 2.7.28. 半単純リー環は単純イデアルの直和に分解できる．（これは g の

ad表現による gの既約分解になっている）．

Proof. a ⊂ gをイデアルとする．キリング形式に対する直交補空間

a⊥ = {x ∈ g|B(x, a) = 0}

はイデアルになる．実際，キリング形式は随伴不変であるので，b ∈ a⊥，x ∈ g，a ∈ aに

対して，[x, a] ∈ aであるので，B([b, x], a) = B(b, [x, a]) = 0となるので，[b, x] ∈ a⊥．

次に，a ∩ a⊥ = 0を証明しよう．a ∩ a⊥ はイデアルである．また a, b ∈ a ∩ a⊥ に対し

て，B([a, b], x) = B(a, [b, x]) = 0（∀x ∈ g）となるので，B が非退化から [a, b] = 0とな

る．よって，a ∩ a⊥ は可換イデアルである．

さて，B が非退化なら可換イデアルは零のみとなることを証明しよう．可換イデアルを

cとする．x ∈ g, c ∈ cとする．このとき，cがイデアルなので，ad(x)ad(c) = [x, [c, ·]]の
像は cである．そこで，B(x, c)は c上でトレースを取ればよいが，可換であることから

零となる．よって B(x, c) = 0（∀x ∈ g）となるので，B の非退化性から c = 0となる．

つまり c = 0．

以上から a ⊂ gをイデアルとすれば，g = a ⊕ a⊥ となることがわかった．さらに，分

解を繰り返せば，単純イデアルの直和となる．イデアルの直和に分解したということは，

gを ad表現により既約分解したことに相当する．特に，分解は一意的である．

Remark 2.7.5. 上の証明をみればわかるように，gが半単純であることと可換イデアルが

零であることは必要十分条件である．実は次が同値（証明は難しくない）．

1. gが半単純（キリング形式が非退化）

2. g内の可換イデアルは {0}のみ．
3. g内の可解イデアルは {0}のみ．
4. gは単純イデアルの直和．

5. gの有限次元表現は完全可約．

Proposition 2.7.29. gが半単純リー環のとき，次のことが成立する．

1. g = [g, g]．

2. gの中心は {0}．
3. g への微分作用素は内部微分作用素となる．つまり線形作用素 D : g → g で，

D([X,Y ]) = [DX,Y ] + [X,DY ]とすると，∃Z ∈ g，D = adZ．

Proof. 1. g = [g, g]を証明する．gを単純とすると，[g, g]はイデアルので，[g, g] = 0

または [g, g] = gであるが，[g, g] = 0とすると可換となってしまうので，g = [g, g]
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が成立する．g が半単純のときは，g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn と単純の直和に分解してお

く．k ̸= lなら [gk, gl]は gk, gl がイデアルであるので，[gk, gl] ⊂ gk ∩ gl = {0}で
ある．よって，[g, g] = [g1, g1]⊕ · · · ⊕ [gn, gn] = g1 ⊕ · · · ⊕ gn = gとなる．

2. gの中心は可換イデアルなので，零．（または，gの中心は ker adであったので，B

が非退化なら ker ad = {0}）．
3. D を微分作用素とする．

g : X → tr (Dad(X)) ∈ R

は線形写像であるので，キリング形式 B が非退化より，

B(X,Z) = tr (Dad(X))

となる Z ∈ gが存在する．

[D, ad(X)](Y ) = D[X,Y ]− [X,DY ] = [DX,Y ] = ad(D(X))Y

となるので，

B(D(X), Y ) =tr (ad(D(X))ad(Y )) = tr ([D, ad(X)]ad(Y ))

=tr (D[ad(X), ad(Y )]) = tr (Dad([X,Y ]))

=B(Z, [X,Y ]) = B([Z,X], Y ) = B(ad(Z)X,Y )

となる．B が非退化より D(X) = ad(Z)X が成立．よって，D = ad(Z)となる．

さて，半単純対称空間M を考える．対応するリー環を gは半単純である．これを単純

リー環の直和へ分解する．
g = a1 ⊕ · · · ⊕ ap

カルタン対合 θ は環同型写像であったので，イデアルをイデアルへ移す．そこで θ(ai) =

as(i) とする．b = ai ⊕ as(i) とすれば，θ で不変な分解

g = b1 ⊕ · · · ⊕ bq

を得る．そこで既約性を仮定すると，h(M) = kの作用が既約であるので，上の分解にお

いて q = 1となる．よって，g = a1 ⊕ as(1)（θ(a1) = as(1)）であるか g = a（単純）と

なる．

以上から，半単純既約対称空間は次のように分類される．

Proposition 2.7.30. 半単純既約対称空間を考える．このとき gは次のいずれか

1. gは実単純リー環．さらに Bp < 0，g = −cBp（c > 0）であり，コンパクト型．こ

れを I型対称空間とよぶ．
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2. g = g1 ⊕ g1（g1 はコンパクト型実単純リー環）．θ(X,Y ) = (Y,X)．よって，この

とき対称空間はリー環 g1 をもつコンパクト群 G = G × G/G である．これを II

型対称空間とよぶ．

3. gは実単純リー環．さらに Bp > 0，g = cBp（c > 0）であり，非コンパクト型．

Remark 2.7.6. 下でみる双対性を使うと G × G/G の双対は，非コンパクト対称空間

Gc/Gである．これを IV型対称空間とよぶ．また I型対称空間の双対である非コンパク

ト対称空間 G/K を III型対称空間とよぶ．

Definition 2.7.7. g を実半単純リー環とする．g がコンパクト型とは B < 0 となるこ

と．このとき．対応するリー群はコンパクト群である．また gがコンパクト型イデアルを

もたないとき，非コンパクト型とよぶ．

2.7.4 双対性

コンパクト型の対称空間M を考えて，リー環のカルタン分解を g = k ⊕ pとする．こ

れは複素化 gc の実形の一つである（コンパクト実形）．g∗ = k∗⊕ p∗，k∗ = k, p∗ =
√
−1p

とすると，これも gcの一つの実形である．さらに θ∗(X+Y ) = X−Y（X ∈ k∗, Y ∈ p∗）

とすれば，ある非コンパクトリーマン対称空間M∗ に対するカルタン分解になる．これら

を互いに双対とよぶ（イソトロピー群はどちらもK である）．

虚数
√
−1を使うのが嫌なら，次のように考えても良い．g = k ⊕ pから，次の操作で

新しいリー環 g′ を作る．x, y ∈ p, a, b ∈ kに対して，新しいリー括弧を

[a, b]′ := [a, b], [a, x]′ := [a, x], [x, y]′ := −[x, y]

とする．(g′, [·, ·]′)がリー環になることは明らかである．さらに，カルタン分解は g′ = k⊕p

とする．対応する対称空間は曲率の符号が変わることになるので，コンパクト型なら非コ

ンパクト型を，非コンパクト型ならコンパクト型を得ることなる．

Example 2.7.31. SL(n)/SO(n) に対しては Θ(g) = (gt)−1 の微分がカルタン対合 θ

である．この双対は SU(n)/SO(n)であり，Θ∗(g) = ḡとして，この微分がカルタン対合

θ∗ である．同様に，GL(n)/O(n)の双対は U(n)/O(n)である．

Proof. まず，対称空間 SL(n)/SO(n)に対して，対応するリー環を

g = sl(n) = {x ∈M(n,R)|trX = 0},
k = so(n) = {X ∈M(n,R)|Xt = −X, trX = 0},
p = {X ∈M(n,R)|Xt = X, trX = 0}
g = k⊕ p
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とする．このとき双対は
g∗ = k⊕

√
−1p

となる．よって，X ∈ g∗ は

X = X1 +
√
−1X2, X1 ∈ k, X2 ∈ p

は，
X̄t = Xt

1 −
√
−1Xt

2 = −(X1 +
√
−1X2) = −X, trX = 0

を満たす．これはトレース零歪エルミート行列であり，次元を考えると，g∗ = su(n) と

なる．（言い換えると su(n)c = sl(n)c = sl(n,C) である）．よって，SL(n)/SO(n) と

SU(n)/SO(n)は互いに双対である．

Example 2.7.32. グラスマン多様体 O(n)/O(k) × O(n − k) を考える．対応するリー

環は

g ={X ∈M(n,R)|Xt = −X}

k ={
(
A 0
0 B

)
∈M(n,R)|At = −A, Bt = −B}

p ={
(

0 Z
−Zt 0

)
∈M(n,R)|Z ∈M(k, n− k)}}

となる．そこで，ベクトル空間としては g = k ⊕ p であり，リー環の構造を x, y ∈ p,

a, b ∈ kに対して，新しいリー括弧を

[a, b]′ := [a, b], [a, x]′ := [a, x], [x, y]′ := −[x, y]

としていれる．これは

k ={
(
A 0
0 B

)
∈M(n,R)|At = −A, Bt = −B}

p ={
(

0 Z
Zt 0

)
∈M(n,R)|Z ∈M(k, n− k)}

とすれば同型となることが，簡単な計算でわかる．そこで，(
A Z
Zt B

)(
1 0
0 −1

)
=

(
A −Z
Zt −B

)
= −

(
1 0
0 −1

)(
−A Z
Zt −B

)
=−

(
1 0
0 −1

)(
A Z
Zt B

)t

となるので，新しいリー環は so(k, n − k) となることがわかる．よって，O(n)/O(k) ×
O(n− k)の双対は O(k, n− k)/O(k)×O(n− k)となる．例えば，実射影空間の双対は

実双曲空間
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Example 2.7.33. コンパクトリー群 G = G × G/Gを考える．これはコンパクト型対

称空間である．対応するリー環は，

g⊕ g = k⊕ p, k = {(X,X)|X ∈ g}, p = {(X,−X)|X ∈ g}

となる．そして

[(X,Y ), (X,Y )] = ([X,Y ], [X,Y ]), [(X,−X), (Y,−Y )] = ([X,Y ], [X,Y ])

となる．

そこで，双対は

k⊕ p, k = {(X,X)|X ∈ g}, p = {(X,−X)|X ∈ g}

であり，

[(X,Y ), (X,Y )]′ = ([X,Y ], [X,Y ]), [(X,−X), (Y,−Y )]′ = (−[X,Y ],−[X,Y ])

となるものである．よって，

g⊕
√
−1g, k = g, p =

√
−1g

と考えてよい．つまりG = G×G/Gの非コンパクト双対はGc/Gである．ここでGc は

Gの複素化である．例えば，U(n)の双対は GL(n,C)/U(n)となる．

2.8 rankとWeyl群

2.8.1 ランク

Section 2.6.2 において，単連結対称空間と Lie triple sysetem (p, R) が R(x, y)z =

[z, [x, y]]とすることにより一対一対応することを述べた．

Definition 2.8.1. (p, R)を Lie triple systemとする．このとき Lie subtripleとは部

分ベクトル空間 p′ ⊂ pで Rにより不変なものである．つまり，R(p′, p′)p′ ⊂ p′．

Section 2.6.2で述べたように，Lie tripleには対称空間が対応したので，Lie sub triple

にも対応する対称空間が存在する．一方，対称空間 S の完備全測地的部分多様体 S′ を考

える．ここで，全測地的とは S′ の任意の点 pから出発する S 内の測地線で点 pで S′ に

接しているなら，その測地線が S′ に入るときをいう．p ∈ S′ に対する点対称 σp は，明

らかに S′ を不変にするので，完備全測地的部分多様体 S′ も対称空間である．．G′ とし

て，S′ を保存する Gの連結リー部分群とし，K ′ = G′ ∩K とすれば，S′ = G′/K ′ とか

ける．またカルタン対合は G′ への制限とすればよい．

実は，全測地的部分多様体と Lie subtripleは次のような関係がある．
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Theorem 2.8.1. 対称空間 S 内で，ある点 pを通る完備全測地的部分多様体 S′ に対し

て，ある Lie subtriple p′ ⊂ pが存在して，S′ = expp(p
′)と書ける．逆も成立．

Proof. 対称空間においては点 pを通る任意の全測地的部分多様体は対称空間であり，命

題 2.5.6で述べたように，必ず expp(p
′)（∃p′ ⊂ p = TpS）の形をしている．さらに，全

測地的より曲率テンソルを作用させても不変であるので，R(x, y)z = −[[x, y], z] ∈ p′

（x, y, z ∈ p′）となる．よって，p′ は Lie subtripleである．

逆に，Lie subtriple p′ が存在したときに，S′ = expp(p
′) が全測地的部分多様体であ

ることを見よう．イソトロピー群 K が pへ作用していた．K ′ を p′ を不変にする（最大

の）部分群として，そのリー環を k′ とする．p′ は Lie subtripleであったので R(x, y) ∈ k

（x, y ∈ p′）は p′ を不変にする．よって R(x, y) ∈ k′，つまり，[p′, p′] ⊂ k′ となる．そし

て，g′ = k′ ⊕ p′ ⊂ gはカルタン分解をもつリー部分環となる．G′ ⊂ Gをリー環が g′ と

なり，K ′ を含む最小のリー群とする（K ′ の連結成分と G′ の連結成分が同じというこ

と）．このときK ′ = G′ ∩K は pの G′ の作用でのイソトロピー群である．よって，軌道

G′pは次元 dim p′ の連結部分多様体である．そして測地線 γv(t) = (exp tv)p（∀v ∈ p′）

を含むので，G′p = S′ = expp(p
′)となる．さらに S′ は点 pで全測地的である．また S

の等長変換の群の軌道であるので，すべての点において全測地的である．

Corollary 2.8.2. 対称空間の点 pを通る全測地的多様体（部分対称空間）は，p′ ⊂ pで，

[[p′, p′], p′] ⊂ p′ となるものに対応する．

Corollary 2.8.3. 平坦な全測地的部分多様体 S′ に対して，ある可換部分環 p′ ⊂ p ⊂ g

が存在して S′ = expp p
′ となる．

Proof. 上の構成において [p′, p′] ⊂ g′ となる．そこで S′ = G′/K ′ がユークリッド型対称

空間であるための必要十分条件は [p′, p′] = 0となる．

さて，対称空間の全測地的部分多様体で平坦で極大なものを考える．これを単に極大平

坦（maximal flat）とよぼう．上で述べたことから，ある点 pを通る極大平坦なものは，

可換部分環 a ⊂ pを使って，F = expp aと書ける．つまり，A = exp a ⊂ Gというリー

部分群の軌道 A · pである．さて，極大平坦が閉部分多様体であることを証明しよう．そ
れには Aが閉部分群であることを証明すればよい

Proof. 明らかに Āも可換であり連結である．Āのリー環が pに含まれることを見てみよ

う．aが pの部分空間であるための必要十分条件は，点対称 σp に対して，θ = Ad(σp)が

a上で −idとなることである．つまり σpgσ
−1
p = g−1（∀g）．これは ∀g ∈ Aについて成

立するので，∀g ∈ Āに対しても成立する．よって，Āのリー環も pに含まれる．以上か

ら Āはリー環が pに含まれる Gの連結可換部分群である．よって，Aがリー環が pに含
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まれる Gの連結可換部分群で極大なものであることから，Ā = Aとなる．

以上で，極大平坦 F が S の閉部分多様体であることがわかった．特に，対称空間 S が

コンパクトなら F もコンパクトであり，平坦トーラスになる．

上で述べたことから，極大平坦を調べるには，pに含まれる極大可換部分環を調べれば

よい（極大可換環はカルタン部分環ともいわれる）．まず，任意のそのような極大可換部

分環がイソトロピー群で共役となっていることがわかる．

Theorem 2.8.4. a ⊂ pを極大可換環とする．このとき極大可換環 aは p内の任意のK

軌道と交わり，しかも直交する．さらに，pに含まれる極大可換部分環らはイソトロピー

群の作用で共役となる．つまり，

p =
∪
k∈K

Ad(k)a

Proof. x ∈ a として O = Ad(K)x ⊂ p とする．軌道 O の点 x での接空間は TxO =

Tx(Ad(K)x) = ad(k)xとなる．法空間を NxO とすれば，y ∈ NxO ⊂ pに対して，

0 = ⟨[k, x], y⟩ = ⟨k, [x, y]⟩

となるので，[x, y] = 0 を得る．つまり，点 x での法ベクトル y は [x, y] = 0 を満たす．

特に，aは可換なので，a ⊂ NxO となる．このように，aと軌道が交わるなら直交する．

次に，極大部分環 a と別の極大部分環 a′ が共役となることを証明する．まず，下

の補題 2.8.6 から，ほとんどすべての x ∈ a に対して，a = NxO ⊂ p となる．（こ

のような x ∈ a を regular とよぶ）．そこで，regular vector x ∈ a を一つとって固

定する．このとき，a = NxO となる．任意の k ∈ K に対して，点 Ad(k)x ∈ O =

Ad(K)x 上で考えると，Ad(k)a = NAd(k)xO を得る．実際，y ∈ NxO = a に対して，

[Ad(k)y,Ad(k)x] = Ad(k)[x, y] = 0 であるので，Ad(k)y ∈ NAd(k)xO である．同様に

して，NAd(k)xO ⊂ Ad(k)aを得る．さて，a′ ⊂ pをべつの極大可換部分環として，y ∈ a′

が regularとする．軌道 O = Ad(K)x（x ∈ aは上で選んだ regular vector）はコンパク

ト部分多様体であるので，ある点 Ad(k)xで y に距離がもっとも近いものが存在する．y

から Ad(k)xへの線分は O に直交するので，y − Ad(k)x ∈ NAd(k)x = Ad(k)aとなる．

よって，y ∈ Ad(k)aとなる．そこで下の補題 2.8.5から regularな yは必ず唯一つの極大

部分環の入るので，Ad(k)a = a′ を得る．つまり，任意の極大可換部分環は共役である．

極大可換環 aを固定して，これが任意の K 軌道と交わることを証明しよう．任意の点

z の軌道 O = Ad(K)z を考える．[z, z] = 0 であるので，z を含む p 内の極大可換環 a′

が存在する．上で述べたことから，ある k ∈ K が存在して a = Ad(k)a′ となる．特に，

Ad(k)z ∈ aであり，Ad(k)z ∈ a ∩O となるので，任意の軌道 O は aと交わる．
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Remark 2.8.1. これは isotoropy 表現により X ∈ p が対角化できるという意味である．

Ad(k)X ∈ a（∃k ∈ K）．実際，SL(n,R)/O(n)の場合は pが対称行列全体であり aとし

て対角行列を取れば，対称行列が直交行列で対角化できることを意味する．

p = ∪k∈KAd(k)a であるので，K の p への isotorpy 表現を考えるときには，a を不

変にする K の元の作用を調べることが重要となる．それが後で述べる，a に作用する，

Weyl群である．

Definition 2.8.2. x ∈ pとして，xを含む極大可換部分環を a ⊂ p ⊂ gとする．このと

き xが regularとは．y ∈ pに対して，[x, y] = 0と y ∈ aが同値なこと．

x, y ∈ aなら [x, y] = 0は明らか．よって x ∈ aが regularとは「任意の y ∈ pに対し

て [x, y] = 0なら y ∈ a」を意味する（x ∈ aに対して a ⊂ NxO であった．y ∈ NxO と

すると [y, x] = 0であり，xが regularなので，y ∈ aである．つまり regularとは x ∈ a

が regularとは a = NxO と同値である）．

そこで x ∈ aが singularとは，「ある y ∈ p \ aで [x, y] = 0となるものが存在」と定

義する．

x ∈ a が regular なら Ad(k)x ∈ Ad(k)a も regular である．実際，y ∈ p で

[Ad(k)x, y] = 0 とすれば，[x,Ad(k−1)y] = 0 となるので，x ∈ a は regular なの

で，Ad(k−1)y ∈ a．よって y ∈ Ad(k)a．逆に，y ∈ a に対して，[x, y] = 0 より，

[Ad(k)x,Ad(k)y] = 0となる．よって Ad(k)xも regularである．

Lemma 2.8.5. p内の regular vectorは唯一つの極大可換部分環に入る．

Proof. x ∈ aが regularとして，x ∈ a′ ̸= a ⊂ pとする．このとき a′ ̸= aなので，y ∈ a′

であるが y /∈ aとなるものが存在する（極大可換部分環としているので，どちらかがどち

らかに含まれるということはありえない）．そして x ∈ a′ であるので，[x, y] = 0である．

一方，x ∈ aは regularであるので，y ∈ aとなり矛盾する．

Remark 2.8.2. 補題 2.8.7 から，逆も成立する．つまり唯一つの極大可換環に入るなら，

regularである．

Lemma 2.8.6. a の有限個の超平面が存在して，それら超平面以外の点は regular と

なる．

Proof. 対称空間 S をコンパクト型か非コンパクト型であると仮定してよい．x ∈ aに対

して，ad(x) ∈ End(g)を考える．g上のキリング形式 B を使って，g上に正定値内積を

入れる．つまり k上では −B で，p上で ±B とする（符号はコンパクト型，非コンパクト
型に依存）．このとき，．k ⊥ pとなることに注意．
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x ∈ a, y ∈ p, k ∈ kに対して，

⟨ad(x)y, k⟩ = −B(ad(x)y, k) = B(y, ad(x)k) = ±⟨y, ad(x)k⟩

となる（それ以外でも ⟨ad(x)k, k′⟩ = 0 = ⟨k, ad(x)k′⟩などとなる）．よって，ad(x)は非

コンパクト型なら自己共役であり実固有値をもち，コンパクト型なら歪自己共役となり，

純虚数固有値をもつ．

ここでは非コンパクト型の場合を調べよう（コンパクト型でも同様である．または双対

性を使ってもよい）．aが可換なので，ヤコビ律を使えば {ad(x)}x∈a も可換である．そこ

で，gを {ad(x)}x∈a によって同時固有分解する

g = g0 ⊕
∑
α∈∆

gα.

ここで，∆ ⊂ a∗ は a上の零でない実一次形式の有限集合である（非コンパクト型とした

ので実）．また
gα := {z ∈ g|∀x ∈ a, ad(x)z = α(x)z}

としている．gα ̸= 0のとき α ∈ a∗ を（制限）rootとよぶ．ルートの集合が ∆である．

さて，x ∈ a ⊂ p であるので，ad(x) はカルタン分解 g = k ⊕ p を入れ替える．そこで，

zα ∈ gα を zα = xα + yα ∈ k⊕ pとすれば，

[x, xα] + [x, yα] = [x, zα] = α(x)zα = α(x)yα + α(x)xα

となる．つまり
[x, xα] = α(x)yα, [x, yα] = α(x)xα

を得る．

また θ(zα) = −xα + yα に対して，

[x, θ(xα)] = −α(x)yα + α(x)xα = −α(x)θ(zα)

となるので，−αも rootであり，gα ⊕ g−α は次の分解をもつ：

gα ⊕ g−α = kα ⊕ pα. (kα = k ∩ (gα ⊕ g−α), pα = p ∩ (gα ⊕ g−α))

つまり，kα = {X + θX|X ∈ gα}，pα = {X − θX|X ∈ gα} となる．また kα = k−α，

pα = p−α が成立する．よって，

p = a+
∑
α∈∆

pα

という分解を得る．（ここで ∆ は二重に数えているので，実は半分の ∆+ で和をとれば

よい）．
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さて，Hα = kerαを α内の超平面とする．x ∈ a \ ∪αHα とすれば，x′ ∈ p \ aに対し
て，x′ = x0 +

∑
xα とすれば，[x, x′] =

∑
α(x)yα ̸= 0となる．つまり x′ ∈ pが xと可

換なのは x′ ∈ aのときのみである．つまり xは regular vectorとなる．

Definition 2.8.3. Hα ⊂ aをルート超平面とよぶ．．また a \ ∪αHα の連結領域をワイ

ル領域とよぶ．また x ∈ aが regularとは xがあるワイル領域上にあることを意味する．

つまり，regular vectorの全体はワイル領域の和集合である．また，xが signular vector

の集まりが {Hα}α∈∆ である．

aの singularな元は

asing = {X ∈ a | ∃α ∈ ∆, α(X) = 0}

となる．つまり超平面

Hα = {X ∈ a|α(X) = 0}, α ∈ ∆

の和である．一方 regularの元は

areg := {X ∈ a|∀α ∈ ∆, α(X) ̸= 0}

となる．

Proposition 2.8.7. X ∈ a が singular なら二つ以上の極大可換環に含まれる．特に，

X が regularであることと，X が唯一つの極大可換環に含まれることは同値である．

Proof. α ∈ ∆ で α(X) = 0 となるものが存在するとする．Y ̸= 0 ∈ gα をとると

[X,Y ] = α(X)Y = 0となる．

Y = Yk + Yp ∈ k⊕ p

と分解しておく．αに対して α(A) ̸= 0となる A ∈ aを固定しておく，

[A, Y ] = α(A)Y

であるが [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ kであるので，

[A, Yk] = α(A)Yp, [A, Yp] = α(A)Yk

となる．もし Yp = 0とすれば，Yk = 0となる．同様に Yk = 0なら Yp = 0である．よっ

て Yk ̸= 0, Yp ̸= 0 を得る．よって Yp ∈ p は Yp ∈ p \ a となる．また α(X) = 0 より

[X,Yp] = 0である．よって X,Yp はどちらも pに含まれる，ある可換環に入る．しかし

Yp /∈ aであるので，X は aとは異なる可換環に入る．
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あるワイル領域 C を固定すれば，C 上では，すべてのルート αは符号を変えないで正

または負のどちらかの値をとる．そこで，あるワイル領域を固定すれば，C 上で正となる

ようなルートの集合∆+ ⊂ ∆が定まり，∆ = ∆+ ∪ (−∆+)となる，∆+ を正ルートの集

合とよぶ．

上で述べたことから，対称空間 S に対して，pに含まれる任意の極大可換部分環は同じ

次元をもつことがわかった．そこで，

Definition 2.8.4. 対称空間 S のランクを pに含まれる極大可換部分環の次元（よって

極大平坦の次元）として定義．

上でみたように，ランクは p 内の主 K 軌道（主軌道は regular vector の軌道となる）

の余次元に一致する．

Proposition 2.8.8. X ∈ aに対して次は同値

1. X ∈ aは regular．

2. ∀α ∈ ∆，α(X) ̸= 0．

3. K の pへの isotropy表現に対して，Ad(K)X が主K 軌道．

4. dimAd(K)X = dim p− dim a．

対称空間の isotropy表現により，いろいろと面白い等質部分多様体を作れる（実旗多様

体または R-spaceとしてしられる）ことがわかる．g = k⊕ pに対する isotropy表現と双

対 g = k ⊕
√
−1pに対する isotropy表現は同値であるので，非コンパクト型だけ調べれ

ばよい．そして，極大可換環らは共役であることから，isotoropy表現の軌道を調べるに

は，ある極大可換環 aの元を通る軌道のみを考えればよい．

Proposition 2.8.9. x ∈ aの軌道の固定部分群Kx のリー環は

kx = k0 ⊕
∑

α(x)=0

kα

となる．特に regularな元の軌道に対する固定部分群のリー環は kx = k0 となる．

Proof. [k, x] = 0となるものがKx のリー環であるので，k = k0 +
∑
kα とすれば，

[k, x] = 0 +
∑

α(x)yα = 0

となるためには，α(x) ̸= 0なら yα = 0となる．よって，

k ∈ kx = k0 ⊕
∑

α(x)=0

kα
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Remark 2.8.3. k0 = 0 となることもありえる．例えば，g = g1 ⊕
√
−1g1 の場合には，

regular 軌道は K に一致する．また，g = sl(n,R) = o(n) ⊕ p の場合には，regular 軌

道の固定群は離散群 S(O(1)× · · · ×O(1))であり，SO(n)/S(O(1)× · · ·O(1))という実

flag多様体となる．

ランクが 1のとき，K 軌道は球面である．よって，pにおいて長さが同じベクトルはイ

ソトロピー群の作用で移りあう．Gの等長作用も考えれば，S 内の長さが同じ二つのベク

トルが等長変換で移りあうことを意味する．これを二点等質空間とよぶ．ランクが１の対

称空間は球面，射影空間，双曲空間である．

またランクが高い場合には，W をワイル群とすると，a/W が p内で Ad(K)同値な集

合の代表元の集合となっている（次の section 2.11の例を参照）．

Corollary 2.8.10. 非コンパクト型（resp. コンパクト型）対称空間M に対して，ラ

ンク１であるための必要十分条件は断面曲率が負（resp. 正）．

Proof. 非コンパクトなら断面曲率は非正であることに注意する．ランク１であるとす

る．一次独立な X,Y ∈ TpM に対して，[X,Y ] ̸= 0 である．B は k 上で負定値であり，

[X,Y ] ∈ kである．そして

K(X,Y ) = B([X,Y ], [X,Y ])

は負になる．逆に断面曲率が負なら，任意の一次独立な X,Y ∈ TpM に対して

K(X,Y ) = B([X,Y ], [X,Y ]) < 0 である．B が k 上負定値であるので [X,Y ] ̸= 0 を得

る．よってランクは１である．

2.8.2 ルート分解

ルート分解について，もう少し詳しく述べる．非コンパクト対称空間 G/K に対応した

リー環を g = k⊕ pとする．gに次のようにして（正定値）内積を定めておく：

⟨X,Y ⟩ := −B(X, θ(Y ))

（こうすれば以前の定義と一致）．

Lemma 2.8.11. X ∈ pとする．adX : g → gは内積 ⟨·, ·⟩に対して対称である．

Proof. これは場合わけして直接確かめればよい．例えば X ∈ p, Y ∈ k, Z ∈ pとすする．

このとき [X,Y ] ∈ p, [X,Z] ∈ kである．そこで

⟨[X,Y ], Z⟩ = B([X,Y ], Z) = −B(Y, [X,Z]) = ⟨Y, [X,Z]⟩

となる．
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Lemma 2.8.12. X,Y ∈ gが可換であるとする．このとき adX, adY は可換である．

Proof.

adXadY Z = [X, [Y,Z]] = −[Y, [Z,X]]− [Z, [X,Y ]] = [Y, [X,Z]] = adY adXZ

pに含まれる極大可換環 aを固定しておく．X ∈ aに対して adX : g → gは対称であ

り，さらに a可換なので adaも可換である．よって gを直交同時固有分解する．つまり

g = g0 ⊕
∑
α∈∆

gα

である．ここで gα は同時固有空間であり，∆は gα ̸= 0となる同時固有値の集合で，0を

除いたもの．

Definition 2.8.5 (制限ルート). ∆ をルートの集合とよび，α ∈ ∆ を g の a に関する

（制限）ルートと呼ぶ．

X ∈ a, Y ∈ gα に対して

[X,Y ] = (adX)Y = α(X)Y

となる．また Y ∈ g0 に対しては [X,Y ] = 0である．αは可換環なので

a ⊂ g0

であることに注意．

さらに α : a → Rは線形である．（adaは対称だったので，同時固有値 αは実値となる）

Proof.
ad(X + Y ) = adX + adY, ad(µX) = µadX

であるので．

ルートの性質を述べよう．

Lemma 2.8.13. 1. ∆は a∗ を spanする．

2. α+ β ∈ ∆なら [gα, gβ ] ⊂ gα+β, α+ β /∈ ∆なら [gα, gβ ] = 0,

3. α ∈ ∆なら −α ∈ ∆である．また α ∈ ∆なら θ : gα → g−α は同型写像．

4. θ は g0 を保存する．さらに g0 = g0 ∩ k ⊕ a である．ここで，g0 の定義から

m := g0 ∩ kは aの中心化環（cetnrlizer）である．

5. X ∈ a，Y ∈ gα に対して Ad(etX)Y = etα(X)Y となる．
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6. α ̸= −β なら B(gα, gβ) = 0となる．

Proof. 1. α(x) = 0（∀α ∈ ∆）となる x ∈ aが存在したとする．これは，[x, gα] = 0

（∀α ∈ ∆）となる．よって，[x, g] = 0 となり，g が半単純であるので x = 0 で

ある．

2. Y ∈ gα, Z ∈ gβ , X ∈ aとする．このとき

(adX)[Y, Z] = [X, [Y,Z]] = −[Y, [Z,X]]− [Z, [X,Y ]] = β(X)[Y, Z]+α(X)[Y, Z]

3. X ∈ a, Y ∈ gα とする．X = −θ(X)であることに注意して，

[X, θY ] = θ[θX, Y ] = −θ[X,Y ] = −θ(α(X)Y ) = −α(X)θY

となる．θ2 = idであるので，θ : gα → g−α は同型を与える．よって α ∈ ∆ ⇐⇒
−α ∈ ∆となる．

4. 上と同様にして X ∈ a, Y ∈ g0 とすれば，

[X, θY ] = 0

となるので θ : g0 → g0 を与える．そこで ±1固有分解すれば g0 = g0 ∩ k+ g0 ∩ p

となる．a ⊂ g0 ∩ p であることは明らかである．dim a ̸= dim g0 ∩ p とすると，

X ̸= 0 ∈ g0 ∩ pであるが aに入らないものをとることができる．しかし [a, X] = 0

であるので，aが pに含まれる極大可換環であることに反する．よって a = g0 ∩ p

となる．

5. X ∈ aとする．

Ad(etX) = etadX = id +
∑ tn

n!
(adX)n

となる．これを使えばわかる．

6. α ̸= β とすれば

0 = ⟨gα, gβ⟩ = −B(gα, θgβ) = −B(gα, g−β)

となる．

（参考）岩沢分解

上の gのルート分解において，gα ⊕ g−α = gα ⊕ kα の関係を考えれば，次の直和分解

を得ることができる．
g = k⊕ a⊕ n, n = ⊕α∈∆+gα
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このとき n はベキ零リー環となる．この分解を g の岩沢分解という．s := a ⊕ n は可解

リー環であり，[s, s] = nとなる．a, nに対する部分リー群を A,N とすれば，

K ×A×N ∋ (k, a, n) 7→ kan ∈ G

は微分同相であり，これを Gの岩沢分解という．

2.8.3 ワイル群

コンパクト型または非コンパクト型の対称空間 S = G/K を考える．g = k⊕ pを対応

するカルタン分解として，a ⊂ pを極大可換環とする．aは p内ですべてのK 軌道と交わ

りをもつのであった．ここで各軌道は aといくつかの交点をもつことに注意しよう．コン

パクト部分群
M = {k ∈ K|Ad(k)a = a} ⊂ K

を考える（K コンパクトより M もコンパクト）．任意の x ∈ a に対して，Ad(M)x を

考える．Ad(M)x ⊂ aであるので，Ad(M)x ⊂ Ad(K)x ∩ aとなる．さらに，x ∈ aが

regularなら Ad(M)x = Ad(K)x ∩ aとなる．

Proof. Ad(K)x∩ a内の点を一つとってくる．つまり，k ∈ K で Ad(k)x ∈ aを満たすと

する．xが regularなので Ad(k)xも regularである．よって，Ad(K)xの法空間は点 x

および Ad(k)xで aとなる．つまり，a = NxO = NAd(k)xO = Ad(k)aとなる．これは

Ad(k)が aを保存することを意味するので，k ∈M となる．

M は aに作用するので，この作用（M → GL(a)）の核は

M0 = {k ∈ K|Ad(k)x = x ∀x ∈ a}

となる．このとき，M とM0 のリー環はどちらも

m = {y ∈ k|[y, a] = 0}

となる．

Proof. Lie(M0)がmとなることは明らか．そこで，y ∈ Lie(M)とすれば，[y, a] ⊂ aとな

るが，B([y, a], x) = B(y, [a, x]) = B(y, 0) = 0（∀x ∈ a）となる．固有分解 p = a⊕
∑

pα

において，各固有空間は直交していた（特に ±B は a上で正定値内積を与える）．よって，

B([y, a], x) = 0から [y, a] = 0を得る．つまり Lie(M) = mとなる．

そこで商群W =M/M0 は離散群であり，M がコンパクトであったので有限群である．

そしてW は aに作用する．
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Definition 2.8.6. 有限群W =M/M0 を対称空間 S の aに関するワイル群とよぶ．

M またはW の aへの作用はルート超平面を置換するので，あるワイル領域を別のワイ

ル領域へ移す．

Proof. M の aの作用を考える．k ∈ M とは k ∈ K であり，Ad(k)a = aとなるもので

ある．またルートは
gα = {z ∈ g|ad(x)z = α(x)z, ∀x ∈ a}

として定義した．k ∈M として，任意の z ∈ gα に対して

ad(x)(Ad(k)z) = [x,Ad(k)z] = Ad(k)[Ad(k−1)x, z] = Ad(k)α(Ad(k)−1x)z

= α(Ad(k)−1x)Ad(k)z

となる．ここで αAd(k)−1 ∈ a∗ とみなせるので，これはルートである．よって，M は

ルートの集合へ作用する．またM0 は idで作用することに注意すれば，ワイル群がルー

トの集合へ作用する．これはワイル群の a の作用でみれば，ルート超平面の置換を与え

る．またルートは a∗ の基底となるので，ルートの置換によって a∗ の作用がわかる．つま

り，aでみれば，ルート超平面の置換がわかれば，線形作用がわかってしまうことになり，

ワイル領域はワイル領域へ移る．

実は，ワイル群はつぎのようにルート超平面での鏡映により生成される．

Theorem 2.8.14. aへ作用するワイル群W は，ルート超平面 Hα = kerα（∀α ∈ ∆）

に関する鏡映により生成される．またワイル領域へ単純推移的に作用する．（単純とはあ

るワイル領域を固定するなら，恒等写像）

Proof. 任意のルート α ∈ ∆ に対して，ルート超平面 Hα の鏡映がワイル群の元である

ことを証明しよう．α ∈ ∆ に対して，α ∈ a∗ であり，B が非退化なので，Aα ∈ a を

B(x,Aα) = α(x)（∀x ∈ a）となるベクトルをとれる．このとき，鏡映は

sα(x) := x− 2
α(x)

α(Aα)
Aα

で与えられる．実際，x+sα(x)
2 は Hα 上にある：

α(
x+ sα(x)

2
) = α(x− α(x)

α(Aα)
Aα) = 0

さて，任意の x ∈ aに対して，yα ∈ pα, zα ∈ kα で

[x, yα] = α(x)zα, [x, zα] = α(x)yα
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をみたすベクトルを選んでおく．さらに定数倍して，B(zα, zα) = −1となるようにして

おく．このとき，

B(x, [zα, yα]) = −B([x, yα], zα) = α(x)

[x, [zα, yα]] = −[zα, [yα, x]]− [yα, [x, zα]] = 0

となる．第一式は Aα = [zα, yα]を意味し，第二式は [zα, yα] ∈ aを意味する．そこで

adzα(Aα) = −α(Aα)yα, (adzα)
2(Aα) = −α(Aα)Aα

を使って，

Ad(exp tzα)Aα =
∑ 1

(2n)!
(tadzα)

2n(Aα) +
∑ 1

(2n+ 1)!
(tadzα)

2n+1(Aα)

=
∑ 1

(2n)!
t2n(−α(Aα))

nAα +
∑ 1

(2n+ 1)!
t2n+1(−α(Aα))

nyα

=cos(
√
α(Aα)t)Aα + sin(

√
α(Aα)t)yα

となる．α(Aα) = B(Aα, Aα) > 0であるので，ある t0 ∈ Rで t0
√
α(Aα) = π となるも

のが存在する．そこで k0 = exp t0zα とすれば，

Ad(k0)Aα = −Aα

となる．また x ∈ Hα なら，[zα, x] = 0となる．よって，Hα の各点は Ad(k0)で保存さ

れる．以上から Ad(k0)は aを保存し，sα に一致するので，sα ∈M となる．

すべてのルート超平面に対する鏡映が生成する群はワイル領域に推移的に作用する．一

方，ワイル群もワイル領域にワイル領域に移すことにより決定される．よって，ワイル群

は鏡映で生成される．

最後に単純に作用することを証明しよう．つまり w ∈ W があるワイル領域を不変にす

るなら，恒等写像であることをみる．w ∈ W が order r として（wr = 1），wC = C と

する．このとき x′ ∈ C に対して，w-平均

x := x′ + wx′ + · · ·+ wr−1x′

とする．ワイル領域は凸なので x ∈ C となる．また，

wx = w(x′ + · · ·+ wr−1x′) = x′ + · · ·+ wr−1x′ = x

となる．また xが reglarであるので，下の補題から w = 1を得る．

Lemma 2.8.15. x ∈ a が regular であり，ある k ∈ K に対して Ad(k)x = x なら，

Ad(k)はすべての aを固定する．
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Proof. 双対性から S をコンパクト型対称空間 S = G/K としてよい．ここで Gは半単純

かつコンパクトである．α ∈ ∆に対して，x ∈ aが regularなので，α(x) ̸= 0となる．そ

こで，ルート分解
g = k0 +

∑
α

kα + p0 +
∑
α

pα

を考えると，xの中心化リー環は g0 := k0 ⊕ p0 である（[x, gα] = α(x)gα であるので）．

この g0 は，a = p0 の勝手な元の中心化リー環に含まれる（y ∈ a が regular なら g0 で

あり，singular なら g0 を含む）．そこで Ad(k)x = x なら，k ∈ exp g0 を証明すれば，

k = exp∃z（z ∈ g0）となり，Ad(k)y = exp tad(z)y = y（∀y ∈ a）．

より一般の命題である「x ∈ gに対して，C(x) = {g ∈ G|Ad(g)x = x}が連結」を証
明しよう．これがわかれば，xの中心化リー群 C(x)は連結となり，exp g0 = C(x)とな

るので，Ad(k)x = xなら，k ∈ exp g0 がわかる．

Tx を expRx の閉包とする，これはコンパクト群 G の閉連結可換部分群である．

c ∈ C(x)を任意にとる．C(x)の定義から，cは Tx と可換なので，cと Tx はある閉可換

部分群 A を生成する．そして A の任意の元は x と可換であるので，A ⊂ C(x) となる．

Aの単位元連結閉部分群を A0 とする（これは Tx を含む）．連結閉可換群はトーラスなの

で，ある a ∈ A0 が存在して，⟨a⟩ = {an|n ∈ Z}の閉包が A0 となる．また，Aはコンパ

クトであるので，Aは高々有限個の連結成分をもつ．A/A0 は有限群なので，cp ∈ A0 と

なる p ∈ Zが存在する．そして，Aは ⟨ac⟩の閉包である．さて，Gがコンパクトなので，
ある y ∈ gで ac = exp y となるものが存在する．そこで，expRy の閉包は cと Tx を含

むトーラス Ty（連結）となる．以上から，c ∈ Ty ⊂ A ⊂ C(x)であり，cは C(x)の連結

成分に入る．つまり C(x)は連結．

任意の極大可換部分環 a ⊂ pは K 軌道と直交で交わるのであった．さらに aはワイル

領域たちの閉包の和である．これらの領域の内部を通る軌道は regular軌道である（つま

り，極大次元をもつ）．そして，その軌道は各ワイル領域と一回づつ交わる．ランク 1対

称空間の場合には，任意の点の任意の二つの単位ベクトルはある等長変換で移りあう．ラ

ンクが高い場合には，任意の点の任意の極大部分環に対するワイル領域が単位ベクトルの

代わりをする．つまり，これらのワイル領域たちは等長変換で移りあうことができる．

固定したワイル領域 C に接する超平面 Hα に対応したルート α を基本ルートとよぶ．

ワイル群がワイル領域を入れ替えるので，すべてのルートはワイル群作用のもとで，基本

ルートに共役である．そこで，基本ルート系となりえるもの及び対応する対称空間を分類

することが可能である．
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2.9 分類

今まで述べたことから対称空間の分類は，非コンパクト型既約対称空間の分類となる．

すべての非コンパクト既約対称空間M はM = G/K とかけるが，このとき，Gは非コン

パクト実単純リー群で中心が自明．そして，K が Gの極大コンパクト群となる．(g, k, θ)

を対応するリー環の対称対とする．(G1,K1,Θ)を別の既約非コンパクト型リーマン対称

対とする．g = g1 なら，G,G1 は中心が自明なので G = G1 となる．そして，極大コン

パクト群は共役であった．よって，(g, k, θ) ∼= (g1, k1, θ1)となる（θを定義するには，kの

キリング形式での直交補空間を pとして，k, p上で 1, −1とすればよい）．そこで，Gが

非コンパクトなる実単純リー環 gに対して，高々一つのリーマン対称対 (g, k, θ)を得る（k

は極大コンパクト群のリー環とし定義）．

さらに，すべての複素半単純リー環にはコンパクト実型が存在する（Weyl の定理）．

Weyl の定理は複素半単純リー環のルート系などを議論することで作れる（難しくはな

い）．そこで，実単純リー環の gの複素化を考えたとき，キリング形式は非退化のままな

ので，半単純複素リー環を得る．そして，対応するコンパクト実型 gu が存在する．この

gu は複素共役写像 σ の不変部分空間として得られる．これを g へ制限してもよいので，

σ2 = idとなる自己同型を得る．これがカルタン対合となる．このことから，非コンパク

ト型の実単純リー環 gに対して，ある非コンパクト型既約リーマン対称対 (g, k, θ)を得る．

以上から，実半単純リー環の分類を行えばよい．複素化したとき複素リー環として単純

（III型）であるか，そうでないか（IV型）である．そして，実単純リー環の分類を行うに

は，これまで述べた基本ルート系を使って，ディンキン図形を一般化した佐竹図形を用い

る（佐竹図形が同じなら，同じリー環を与えるのである）．実単純リー環は次のいずれか

である．

• 複素半単純リー環（複素単純リー環の直和）を実リー環とみたもの．（IV型）

• 古典型実単純リー環 so(m,n)，su(m,n)，sp(m,n)，sl(n,R)，sl(n,H)，sp(n,R)，
so∗(2n)（III型）

• 例外型実単純リー環
• 複素単純リー環のコンパクト実型．

ここで so∗(2n)のリー群は

SO∗(2n) = {A ∈ SU(n, n)|AtJKnA = Kn}, Kn =

(
0 In
In 0

)
であり連結である．

この分類から，対称空間の分類をすることができる．例外型は定義するのも面倒なの
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で，古典型だけ書いておく．

I型 III型 次元 rank

SU(n)

SO(n)

SL(n,R)
SO(n)

(n− 1)(n+ 2)/2 n− 1

SU(2n)

Sp(n)

SL(n,H)

Sp(n)
(n− 1)(2n+ 1) n− 1

SU(p+ q)

S(U(p)× U(q))

SU(p, q)

S(U(p)× U(q))
2pq min{p, q}

SO(p+ q)

SO(p)× SO(q)

SO◦(p, q)

SO(p)× SO(q)
pq min{p, q}

SO(2n)

U(n)

SO∗(2n)

U(n)
n(n− 1) [n/2]

Sp(n)

U(n)

Sp(n,R)
U(n)

n(n+ 1) n

Sp(p+ q)

Sp(p)× Sp(q)

Sp(p, q)

Sp(p)× Sp(q)
4pq min{p, q}

低い次元の対称空間は次の同型がある．ここではコンパクト型を書いている，対応する

非コンパクト型の同型もある．

S2 = CP 1 = SU(2)/SO(2) = SO(4)/U(2) = Sp(1)/U(1), S4 = HP 1

S5 = SU(4)/Sp(2), CP 3 = SO(6)/U(3), G+
2 (R

5) = Sp(2)/U(2)

G+
2 (R

6) = G2(C4), G+
2 (R

8) = SO(8)/U(4), G+
3 (R

6) = SU(4)/SO(4)

II型 IV型 次元 rank

SU(n+ 1) SL(n+ 1,C)/SU(n+ 1) n(n+ 2) n

Spin(2n+ 1) SO(2n+ 1,C)/SO(2n+ 1) n(2n+ 1) n

Sp(n) Sp(n,C)/Sp(n) n(2n+ 1) n

Spin(2n) SO(2n,C)/SO(2n) n(2n− 1) n

Spin(2) = U(1)，Spin(4) = SU(2)× SU(2)なので，上では n ≥ 3としているが，次

の同型がわかる（非コンパクト型に対応する同型がある）．

Spin(3) = SU(2) = Sp(1), Spin(5) = Sp(2), Spin(6) = SU(4)

2.10 エルミート対称空間

Definition 2.10.1. エルミート対称空間とは，エルミート多様体 (M, g)で，各点に正則

等長な点対称 σp が存在すること．局所的に存在する場合には，局所エルミート対称空間

という．



2.10 エルミート対称空間 141

M が概複素多様体でエルミート計量をもつとする．その計量からの接続を ∇として，
さらに点対称が存在して，∇と概複素構造 J を保つとする．このとき ∇J = 0となるの

で，M はケーラー多様体である．

Proof. (1, 2)テンソル場∇J を考える．

(∇J)p(Xp, Yp) = (∇YpJ)p(Xp)

点対称 σp を作用させると，

−(∇YpJ)p(Xp) = σp((∇YpJ)p(Xp)) = (∇−YpJ)(−Xp) = (∇YpJ)p(Xp)

となるので，∇J = 0となる．よって，J は可積分かつ g はケーラー計量となる．また，

点対称が J を保存するので，正則となる．

また，M をケーラー多様体で，リーマン対称空間とする．このとき，点対称は J を保

存するので，点対称は正則写像である．

Proof. x ∈M として点対称 σx を考える．J は (1, 1)テンソルなので，Jx は Jx に写る．

x の近傍の点 y を測地線 γ で結ぶ．このとき γ に対する平行移動を τ とする．このと

き，σx(γ)に対する平行移動は σxτσ
−1
x であった．これは xから σx(y)への平行移動であ

る．そして，J はケーラーより平行であるので，Jσx(y) = σxτσ
−1
x (Jx) = σx(Jy)となる．

よって，σx は J を保存するので，正則写像である．

以上から

Proposition 2.10.1. M を概複素構造 J とエルミート計量 g をもつとする．

• M が対称空間で，点対称が J を保存するなら，J は可積分であり，g はケーラー

計量となる．よって，エルミート対称空間となる．

• (J, g)がケーラーで，M が対称空間なら，点対称は正則となる．よってエルミート

対称空間となる．

(M, g)をエルミート対称空間としたとき，正則等長自己同型群の単位元連結成分 Gは

M に推移的に作用するリー群であり，M = G/K と表すことができる（これは対称空間

のときと同様の議論）．

M = G/K を対称空間とする．g = k⊕pとして，pが複素構造 I で，Ad(k)I = IAd(k)

（∀k ∈ K），g(JX, JY ) = g(X,Y )（∀X,Y ∈ p）を満たすものがあるとする．このとき

G/K にエルミート対称空間の構造が入る．

Proof. x = [gK] として，Xx ∈ T[gK](M) とする．Jx(Xx) = dg(I((dg)−1X)) として

定義する．これは well-defined である（dgdkIdk−1dg−1 = dgAd(k)IAd(k−1)dg−1 =
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dgIdg−1）．このとき，J2
x(Xx) = dgI(dg)−1dgI(dg)−1(X) = −Xx となる．G不変であ

ることも定義からわかる．また，点対称 σpに対して，dσp = −I であるので，dσpI = Idσp

を満たすので，これを Gで動かせば，J はすべての点対称と可換である．また，J は G

不変なテンソルであるので，系 2.5.4より，∇J = 0となる．よって，ケーラー多様体と

なり，エルミート対称空間となる．また Gの作用が正則等長である．

以上から

Proposition 2.10.2. G/K は対称空間とする．p上に Ad(K)と可換な概複素構造があ

り，それが内積についてエルミート内積となるとする．このときG/K にはG不変なケー

ラー計量が入り，エルミート対称空間となる．さらに，この双対を考えたとき，同様の構

造が入るので双対もエルミート対称空間である．

Proof. g = k⊕pの双対 g∗ = k⊕
√
−1pに対して，計量を g∗(ix, iy) = g(x, y)（x, y ∈ p）．

概複素構造を J∗(ix) = iJx（x ∈ p）として定義すればよい．

逆に，対称空間 G/K がエルミート対称空間なら，複素構造 J に対して，Jp を考える

と，p 上には，Ad(k)Jp = JpAd(k)（∀k ∈ K），g(JpX,JpY ) = g(X,Y )（∀X,Y ∈ p）

となる．

リーマン対称空間として，半単純，既約，コンパクト型，非コンパクト型が成立すると

き，エルミート対称空間についても，半単純，既約，コンパクト型，非コンパクト型とよ

ぶ．そして，ドラーム分解や双対などが成立する．すなわち，単連結エルミート対称空間

はユークリッド型と半単純型の直和に分解され．半単純型は，次の既約コンパクト型と既

約非コンパクト型に分解できる．

1. gはコンパクト型実単純リー環

2. gは非コンパクト型実単純リー環

つまり，II型（g = g1 ⊕ g1．及びその双対である IV型）は現れない．

Proof. g = g1 ⊕ g1（g1 はコンパクト実単純リー環）とする．このとき分解は

k = {(X,X)|X ∈ g1}, p = {(X,−X)|X ∈ g1}

である．エルミート対称空間とすると，p はベクトル空間としては g1 と同型であり，p

上の複素構造 J で，adpk と可換なものが存在する．よって，g1 上の複素構造 J1 かつ

ad(X)J1 = J1ad(X)（X ∈ g1）なるものを用いて，

J(X,−X) = (J1X,−J1X)

として表される．
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そこで，g2 = (g1, J1)という複素単純リー環が存在して，(g2)
R = g1 となる．これは

g1 が非コンパクト型となってしまうので，矛盾．

Theorem 2.10.3. • G/K をエルミート対称空間とする．G が半単純なら，Z0 ∈
Z(k)（Z(k)は kの中心）で，J = adp(Z0)かつ k = {X ∈ g|[Z0, X] = 0}（kは Z0

の中心化環）となるものが存在する．

• G/K を既約半単純対称空間とする．K が非離散な中心をもつなら，K の中心は１

次元トーラスとなり，G/K は G不変エルミート構造をもつ

Proof. 複素構造 I : p → pを k上で I = 0とすることにより，g上へ拡張する．このとき

I は gの微分であることを証明しよう．つまり，I[X,Y ] = [IX, Y ] + [X, IY ]を示す．

• X,Y ∈ kなら明らか．

• X ∈ p，Y ∈ k とする．[X, IY ] = 0 である．I は ad(k) 不変であったので，

[IX, Y ] = −ad(Y )IX = −Iad(Y )X = I[X,Y ]となるので，I[X,Y ] = [IX, Y ]+

[X, IY ]

• X,Y ∈ pとする．G/K がケーラー多様体なので，曲率 Rについて R(IX, IY ) =

R(X,Y ) = −adp([X,Y ])となる．そこで，adp([IX, IY ]) = adp([X,Y ])となる．

k → adp(k)は忠実であったので，[IX, IY ] = [X,Y ]を得る．Y を IY とすれば，

[IX, Y ]+ [X, IY ] = 0となる．また，[X,Y ] ∈ kであったので，I[X,Y ] = 0．よっ

て I[X,Y ] = [IX, Y ] + [X, IY ]が成立する．

このように I は微分である．G が半単純なので，命題 2.7.29 より，Z0 ∈ g があって，

ad(Z0) = I となる．Z0 = X0 + Y0 ∈ p + k とすれば，0 = ad(Z0)Z0 = IZ0 = IX0．

よって，I2X0 = −X0 = 0となり，Z0 = Y0 ∈ kとなる．ad(Z0)Y = IY = 0（∀Y ∈ k）

であるので，Z0 ∈ Z(k)．また，[Z0, X] = 0とすれば IX = 0であるので，X ∈ kとな

る．よって，k = {X ∈ g|[Z0, X] = 0}．
次に，Ad : K → O(p) は既約である．次の補題から，Ad(K) の中心は高々１次元で

ある．さらに，Ad : K → O(p) は忠実であり，仮定より K が離散的な中心をもつな

ら，K の中心の単位元連結成分も１次元であり，S1 と同型となる．そして，k ∈ K0

で，Adp(k)2 = −1となるものが存在する．特に，Adp(k)は Ad(K)不変な複素構造とな

る．

Lemma 2.10.4. Gが SO(n)の部分群であり，Rn に既約に等長で作用しているとする．

このとき gの中心 zは１次元である．

Proof. A ∈M(n,R)で Gの作用と可換とする．
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1. Aが冪零なら A = 0．証明：Ak = 0となる最小の自然数を k とする．W = {x ∈
Rn|Ax = 0}とすれば G不変部分空間となるので，既約よりW = 0,Rn である．

W = 0 なら，A = 0．W = Rn なら，A は可逆となり，Ak−1 = A−1Ak = 0 で

矛盾．

2. Aの最小多項式は既約多項式．証明：Aの最小多項式が f1f2（f1, f2 は互いに素）

とすると，Wi = {x ∈ Rn|fi(A)x = 0}とすれば，Rn = W1 +W2 と不変部分空

間の和になり，Gが既約に矛盾する．よって，f = gk（g は既約）．g(A)は冪零で

あるので，g(A) = 0となり g が最小多項式であり，f = g である．

3. AはA = aI またはA = aI+bJ となる．ここで，a, b ∈ R，b ̸= 0，J2 = −1．特に，

２番目の場合には nは偶数．証明：Aの最小多項式は x− aまたは (x− z)(x− z)

（z /∈ R）となるので，x− aまたは (x− a)2 + b2（b ̸= 0）となる．最初の場合は

A = aI である．２番目の場合には，J = (A − aI)/bとすれば J2 = −I であり，
A = aI + bJ となる．J は複素構造であり J は偶数．

さて，AをGの作用と可換な交代行列とすれば，純虚数の固有値をもつので，A = 0,−bJ
となる．さらに，そのような行列 A ̸= 0, B があり，AB = BAとすると，B = cAとな

る c ∈ Rが存在する．
証明：A = bJ , B = b′K（b ̸= 0，I2 = K2 = −1）とすると，IK = KI となる．

W1 = {x ∈ Rn|Jx = Kx}, W2 = {x ∈ Rn|Jx = −Kx}

とする．このとき，Rn =W1 ⊕W2 となる．実際，W1 ∩W2 = {0}は明らか．x ∈ Rn に

対して，y = x−JKx
2 ∈ W1，z = x+JKx

2 ∈ W2 とすればよい．さらに，W1,W2 は G不

変であるので，W1 = Rn またはW2 = Rn が成立する．よって，J = K または J = −K
のいずれかが成立する．

さて，g の中心 z は１次元であることを証明しよう．z, z′ ∈ z ⊂ g ⊂ o(n) とする．こ

れらは Gの作用と可換であり，交代行列である．よって，z = cz′ となる cが存在する．

よって，dim z ≤ 1となる．dim z = 1の場合には，z = {cJ |c ∈ R}となる J が存在する．

基底の変換で J は
(
0 −1
1 0

)
が dialgonalになランでいる行列としてよい．これが生成する

1パラメータ群が Gの中心であり，S1 と同型である．

K の中心が１次元の場合にもう少し具体的に複素構造を与えよう．K の中心である１

次元トーラスのリー環を tとする．また pの内積 g を pc へ拡張して，エルミート内積を

(x, y) = g(x, ȳ)（x, y ∈ pc）と定義する．このとき，tは内積を不変にし，可換なので同

時対角化可能（歪エルミート行列）であり，

pc = p0 +
∑

pλ + pλ
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（直交直和）．ここで，λ ∈ t∗ であり，

pλ = {x ∈ pc|∀z ∈ t, ad(z)(x) =
√
−1λ(z)x}, p0 = {x ∈ pc|∀z ∈ t, ad(z)(x) = 0}

このとき，p ∩ p0，p ∩ (pλ + pλ)は k不変となる．そこで，kの表現が既約なので，

pc = pλ + pλ, g(pλ, pλ) = 0, λ ̸= 0

となってしまう．そこで，λ(z) = 1を満たす z ∈ tをとり，I = adp(z)とすれば，これ

がエルミート構造を与える．

このように，既約半単純対称空間を考えたとき，K の中心は離散または１次元である．

そして，既約半単純エルミート対称空間は中心が１次元の場合が対応する．離散の場合に

は，可換な複素構造が入らない対称空間となる．

曲率

ケーラー多様体のリーマン曲率 Rは∇J = 0を用いると，

R(x, y)J = JR(x, y) R(Jx, Jy) = R(x, y)

を満たす．またリッチ曲率は

Ric(Jx, Jy) = Ric(x, y), Ric(x, y) =
1

2
tr (JR(x, Jy))

となることがわかる．

リーマン多様体の平面 H に対する断面曲率は正規直交基底 x, y をつかって K(H) =

g(R(x, y)y, x)と定義された．ケーラー多様体の場合を考える．平面 H が複素構造 J に

関して不変であるとする．このとき, K(H) を正則断面曲率という．x を H の単位ベク

トルとすれば, x, Jxが正規直交基底となるので，K(H) = g(R(x, Jx)Jx, x)となる．さ

らに,ケーラー多様体上ではすべての J 不変な平面 H に対する正則断面曲率からリーマ

ン曲率を復元できることがわかる．

さて，ケーラー多様体M に対して，任意の点における，任意の J 不変な平面に対する

正則断面曲率 K(H) が一定のとき, M を定正則断面曲率の空間という.（以下の結果は，

リーマン多様体の場合も次元が３以上で同様の結果が成立する,ただし証明は異なる）.

Theorem 2.10.5. M を連結ケーラー多様体で複素次元が 2以上とする.正則断面曲率

K(H)が点 xにのみ依存しているなら（Tx(M)内の J 不変な平面H にはよらない）, M

は定正則断面曲率の空間となる．また定正則断面曲率 kcの空間M において,リッチテン

ソルは

S =
1

2
(n+ 1)kg
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定曲率空間が局所対称空間であったように，正則断面曲率が一定なら局所エルミート空

間である．

Proposition 2.10.6. ケーラー多様体の正則断面曲率が一定なら，局所エルミート対称

空間である．

Proof. ケーラー多様体の正則断面曲率が一定 k なら，

(R(z, w)y, x) =
k

4
{(x, z)(y, w)− (x,w)(y, z) + (x, Jz)(y, Jw)

− (x, Jw)(y, Jz) + 2(x, Jy)(z, Jw)}

となる．∇g = 0，∇J = 0を使って微分すれば ∇R = 0を得る．さらに，局所点対称は

正則となるので，局所エルミート対称空間である．

次の三つのケーラー多様体の正則断面曲率は一定である．逆に，単連結完備正則断面曲

率が一定のケーラー多様体は次のいずれかに正則等長同型である．

• Cn（c = 0）．

• CPn（c > 0）

• M = Dn(C)（複素双曲空間）（c < 0）．

部分多様体

G/K をエルミート対称空間として，p′ ⊂ pが [[p′, p′], p′] ⊂ p′ を満たす部分空間とし

て，対応する全測地的部分多様体をM ′ = G′/K ′ とする．このとき，M ′ が複素多様体で

あるための必要十分条件は p′ が pの複素構造 J で不変．このときM ′ もエルミート対称

空間．

Proof. M ′ は全測地的部分多様体であり，J は平行であることから従う．

例

Example 2.10.7. Cn に通常のケーラー構造を入れておく．このとき z ∈ Cn の正則な

点対称は σz(w) = 2z − wである．

G = {
(
α β
0 1

)
|α ∈ U(n), β ∈ Cn}

に対して，αz + β とすれば正則等長な作用である．このとき 0 ∈ Cn の isotropy群は，

K = {
(
α 0
0 1

)
|α ∈ U(n)} ∼= U(n).
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また，カルダン対合は

σ

(
α β
0 1

)
=

(
α −β
0 1

)
である．さて，p ∼= Cn であるが，エルミート内積と複素構造は

g(

(
0 z
0 0

)
,

(
0 w
0 0

)
) = ℜz∗w, J

(
0 z
0 0

)
=

(
0

√
−1z

0 0

)
Example 2.10.8 (双曲平面). H2 = SL(2,R)/SO(2)を考える．

p = {
(
ξ η
η −ξ

)
|ξ, η ∈ R}

となるが，

J

(
ξ η
η −ξ

)
=

(
η −ξ
−ξ −η

)
とすればよい．これは η + iξ 7→ i(η + iξ) = −ξ + iη に対応する．

Example 2.10.9 (複素グラスマン多様体). 複素グラスマン多様体 Gk(Cn) を考える．

いろいろと書き方はあるが，

p = {
(
0 −ξ∗
ξ 0

)
|ξ ∈M(k, n− k : C)}

に対して，

g(

(
0 −ξ∗
ξ 0

)
,

(
0 −η∗
η 0

)
= −tr(xy) = ℜξ∗η, J

(
0 −ξ∗
ξ 0

)
=

(
0 −(iξ)∗

iξ 0

)
=

(
0 iξ∗

iξ 0

)
k = 1の複素射影空間を考える．この曲率は

R(x, y)z = {x ∧ y + ix ∧ iy + 2⟨x, iy⟩i}z

となることを以前見た．そこで，正則断面曲率は

R(x, ix)ix = (x ∧ ix)(ix)− (ix ∧ x)(ix) + 2⟨x, x⟩x = 2(x ∧ ix)(ix) + 2x = 4x

であるので，

g(R(x, Jx)Jx, x) = ℜ(R(x, ix)ix)∗x = ℜx∗R(x, ix)ix = 4⟨x, x⟩ℜx∗x = 4⟨x, x⟩2 = 4

となるので，正則断面曲率は一定である．また，pの複素の基底を e1, · · · , en とすると，
e1, · · · , em, Je1, · · · , Jem が張る部分空間 p′ に対して，

[[ei, ej ], ek] = −{ei ∧ ej + Jei ∧ Jej + 2⟨ei, Jej)J}ek

となるので，[p′, p′], p′] ⊂ p′ を満たす．よって，対応する多様体 CPm が全測地的複素部

分多様体となる．
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Example 2.10.10. 複素２次超曲面（complex quadric）Qn−1(C)を考える．

Qn−1(C) = {[z0; · · · ; zn] ∈ CPn|z20 + · · ·+ z2n = 0}

複素射影空間からの計量を制限することにより，ケーラー多様体となる．これをエルミー

ト対称空間としてみたい．

Cn+1 の標準基底を e0, · · · , en として，複素双線形形式 H を

H(z, w) =

n∑
k=0

zkwk

とする．このとき，複素２次超曲面は次のように書ける．

Qn−1(C) = {π(z) ∈ CPn|z ∈ Cn+1\{0},H(z, z) = 0} ⊂ CPn, π : Cn+1\{0} → CPn

これを対称空間として見たい．単位ベクトル β0 = 1√
2
(e0 + ie1) ∈ S2n+1 ⊂ Cn+1 に対

して，H(β0, β0) = 12 + i2 = 0である．そこで，q0 = π(β0) ∈ Qn−1(C)とする．
任意の q ∈ Qn−1(C) に対して，H(z, z) = 0，π(z) = q となる z ∈ S2n+1 をとる．

z = x+ iy とすれば，

H(z, z) =
∑

(xk + iyk)
2 =

∑
(x2k − y2k + 2ixkyk) = 0, |z| =

∑
x2k + y2k = 1

なので，
∑
x2k =

∑
y2k，

∑
xkyk = 0となるので，|x| = |y| = 1/

√
2，(x, y) = 0となる

x+ iy ∈ Rn+1 ⊕ iRn+1 が存在する．

さて，U(n+ 1)の実部のみを考えることにより，SO(n+ 1) ⊂ U(n+ 1)と見なせる．

これは CPn に（正則等長で）作用する．そして Qn−1 を不変にするので Qn−1 に作用す

る．さらに推移的である．

Proof. A ∈ SO(n + 1) とすると，H(Az,Aw) = H(z, w) となるので，Qn−1 に作用．

次に推移的であることを示す．z ∈ S2n+1 に対して，z = x + iy，|x| = |y| = 1/
√
2,

(x, y) = 0 とかける．そこで，x = α0, y = α1 ∈ Rn+1 として，(α0, α1) = 0 であり，

π(z) = π(α0 + iα1)となる．この α0, α1 を拡張して，正規直交基底 α0, · · · , αn ∈ Rn+1

を得る．このとき A = (α0, α1, · · · , αn) ∈ SO(n+ 1) ⊂ U(n+ 1)とれば，A(e0) = α0,

A(e1) = α1 であるので，π(Aβ0) = π(z)となる．よって推移的である．

点 q0 での isotropy群は
SO(2)× SO(n− 1)

となる．
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Proof. π(Xβ0) = π(β0)となる X ∈ SO(n+ 1)の元を求める．

(
A B
C D

)



1
i
0
...
0



 =




1
i
0
...
0



 , [A

(
1

i

)
] = [

(
1

i

)
], C = 0

となるので，A ∈ SO(2)，B = C = 0，D ∈ SO(n− 1)となる．

そこで，g = o(n+ 2)，

k = o(2)+o(n−1) = {

0 −λ 0
λ 0 0
0 0 B

 |B ∈ o(n−1)}, p = {

0 0 −ξt
0 0 −ηt
ξ η 0

 |ξ, η ∈ Rn−1}

となる．そして，

R(θ)×B =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0B

 ∈ SO(2)× SO(n− 1)

の作用は
Ad(R(θ)×B)(ξ, η) = (Bξ,Bη)R(−θ)

となる．

内積は
g((ξ, η), (ξ′, η′)) = (ξ, ξ′) + (η, η′)

であり，複素構造は
J(ξ, η) = (−η, ξ)

となる．

さらに，曲率テンソルを計算すると，

R((ξ, η), (ξ, η)) = ad

0 −λ 0
λ 0 0
0 0 B

 , λ = (ξ′, η)− (ξ, η′), B = ξ ∧ ξ′ + η ∧ η′

であり，リッチテンソルは

S =
(n− 1)

2
g

となるので，アインシュタイン多様体となる．
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また，n > 3 の場合には，Ad(K) は p に既約に作用するので，Qn−1(C) は既約エル
ミート多様体であるが，n = 3の場合には，

p1 = {


0 0 −a b
0 0 −b −a
a b 0 0
−b a 0 0

}, p2 = {


0 0 −c −d
0 0 −d c
c d 0 0
d −c 0 0

}

は Ad(K)不変であるので，既約でない，実際，Q2(C) = P1(C)× P1(C)となる．

分類

既約半単純対称空間M に対するリーマン対称対 (G,K) を考えたとき，K の中心は，

離散または１次元である．エルミート対称空間は K の中心が１次元となるものである．

K の中心が１次元となるものは分類できるので，次がエルミート対称空間となる．

copmact型 noncompact型

SU(p+ q)/S(U(p)× U(q)) SU(p, q)/S(U(p)× U(q))

SO(2 + q)/SO(2)× SO(q) SO◦(2, q)/SO(2)× SO(q)

SO(2n)/U(n) SO∗(2n)/U(n)

Sp(n)/U(n) Sp(n,R)/U(n)

E6/T · Spin(10) E−14
6 /T · Spin(10)

E7/T · E6 E−25
7 /T · E6

ここで SO(4)/SO(2)× SO(2) = S2 × S2 なので，上の図の２行目で q ̸= 2とする．

Remark 2.10.1. noncompact型のエルミート対称空間は，有界対称領域とよばれるもの

であり，その上での解析は表現論で重要な役割を果たす．

2.11 再訪 SL(n,R)/SO(n,R)
この章では，これまで学んだことを具体的に行ってみる．

sl(n) = sl(n,R)，so(n) = so(n,R) とする．まずこれらに対するキリング形式を求め
る．gl(n,R)を考える．基底 Eij に対して計算すれば，

tr adXadY = 2ntrXY − 2trXtr Y

となる．特にX = λidとすれば adX = 0であるので，キリング形式は非退化でなく，半

単純でない．同様にして sl(n)上でキリング形式を計算すれば

tr adXadY = 2ntrXY
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となる（slの基底は glの基底から idを抜かすことに注意すべきだが，ad(X)id = 0なの

で，無視してもよい）．

そこで X ̸= 0 ∈ sl(n)に対して Xt ∈ sl(n)であるので，

B(X,Xt) = 2ntrXXt = 2n∥X∥2 > 0

となり，非退化である．よって sl(n)は実半単純リー環である．X ∈ so(n) ⊂ sl(n)に対

して Xt = −X であるので

tr adXadX = 2ntrXX = −2ntrXXt

となり B(X,X) < 0であることがわかる．つまり sl(n)のキリング形式を so(n)へ制限

すれば負定値である．

Remark 2.11.1. so そのもののキリング形式を計算すれば，X,Y ∈ so(n) に対して

B(X,Y ) = (n− 2)trXY となる．特に n > 2ならこれは負定値であり，半単純であるこ

とがわかる．

さて，G = SL(n), K = SO(n), g = sl(n), k = so(n), p = {X ∈ sl(n)|Xt = X}とす
る．このとき

g = k⊕ p

となることは明らか．さらに

[k, k] ⊂ k, [p, p] ⊂ k, [k, p] ⊂ p

Proof. X,Y ∈ pとすると (XY −Y X)t = Y tXt−XtY t = Y X−XY = −(XY −Y X)

となる．また X ∈ k, Y ∈ pとすれば (XY − Y X)t = Y tXt −XtY t = −Y X +XY と

なる．

さてM = G/K として対称空間の構造を入れてみよう．まず Gは推移的に作用するの

で π : G→M を考えるとM は多様体であり，主K 束になることがわかるが，さらに具

体的にM に座標を入れることができる．

Lemma 2.11.1 (極分解). A ∈ GL(n,R)に対して，R ∈ O(n)と対称正定値行列 V が

あって
A = V R

と分解できる．また，この分解の仕方は uniqueである．

Proof. A は可逆なので H = AAt は対称で正定値行列である．そこで V =
√
AAt とす

る．具体的にはつぎのようにする．H を直交行列 S によって対角化することができるの
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で，H = StΛS となる．ここで Λ = diag(λj)（λj > 0）．そこで

V := Stdiag(
√
λj)S

とする．このとき V は対称正定値であり V 2 = H を満たす．さらに V 2 = H を満たす

対称正定値行列は唯一つであることを証明しよう．V 2 の固有値 λ の固有空間を考える．

V 2x = λxであるので
(V +

√
λ)(V −

√
λ)x = 0

となる．そこで (V −
√
λ)x = 0なら，xが固有値 −

√
λの固有ベクトルであるが，V が

正定値であることに反する．よって (V −
√
λ)x = 0である．つまり xは V に対する固

有値
√
λの固有ベクトルである．そこで V のすべての固有値固有ベクトルはH の固有値

固有ベクトルから決定できる．これは V の決め方が一つしかないことを意味する．

さて R = V −1Aとすれば，

RRt = V −1AAtV −1 = V −1V 2V −1 = id

となる．この Rの決め方も唯一つである．実際 A = V ′R′ と分解されたときに，AAt =

(V ′)2 となるが V ′ は，先ほど述べた性質を満たすので V ′ = V である．よって R′ =

V −1A = Rとなる．

さて
P = {A ∈ SL(n)|At = A,A > 0}

とする．もちろんこれは群ではない．X ∈ p に対して，expX ∈ P であることが

わかる．また A が対称なので kAk−1 = diag(λ1, · · · , λn)（λi > 0）となる．そこで

kAk−1 = expdiag(log λ1, · · · , log λn)と書ける．よって A = expX（∃X ∈ p）．つまり

P = exp p

となる．

A ∈ SL(n) に対して極分解を A = V R とすれば R ∈ SO(n) であり V ∈ P となる．

そこで id ∈ SL(n)の十分小さい近傍をとれば p，kの 0の近傍 Ω1,Ω2 が存在して

Ω1 × Ω2 ∋ (X,Y ) 7→ eY eX = RV ∈ SL(n)

がその像への微分同相となる．このとき

Lemma 2.11.2. G/K は P と同相である．また G/K に P の微分構造をいれたとき，

指数写像
exp : p ∋ V 7→ eV ∋ G/K ∼= P

は 0の近傍で微分同相である（実は，globalに微分同相であり p ∼= P ∼= G/K である）．
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Proof. gK ∈ G/K とする．g = V R（V ∈ P , R ∈ SO(n)）と分解できる．そこ

で Φ : G/K → P を Φ(gK) = V と定義する．これは well-defined である．実際，

gK = g′K とすると g′ = gS（S ∈ SO(n)）となる．そこで g′ = V ′R′ = V (RS)となる

が RS ∈ O(n)であり分解の仕方が唯一つであったので V = V ′ となる．

次に単射を証明する．Φ(g) = Φ(g′) = V とする．このとき g = V R, g′ = V S となる

が g′ = g(R−1S)であるので gK = g′K となる．よって単射である．

全射を証明する．V ∈ P とすれば g = V ∈ SL(n)とすればよい．

そこで Φが両方向に連続であることを証明しよう．π : G → G/K および Π : G → P

（分解の一意性から）は連続である．さらに π : G → G/K は開写像として G/K に位相

を入れるのであった．また Πが開写像であることも簡単にわかる．これらを使えば Φが

同相であることがわかる．

また exp p ⊂ P であり，exp : gl(n,R) → GL(n,R)は局所微分同相である．そこで p

と P が同じ次元をもつので，exp : p → P は局所微分同相になる．

さて，次に G/K にリーマン計量を入れよう．gのキリング形式を B とする．このとき

g上につぎのようにして正定値内積がはいる．

⟨X,Y ⟩ =


B(X,Y ) X,Y ∈ p

−B(X,Y ) X,Y ∈ k

0 X ∈ k, Y ∈ p

ここで p上で B が正定値であることも簡単な計算でわかる．

gと TeGを同一視すれば，この内積を左移動でうつせば Gにリーマン計量をいれるこ

とができる（作り方から dLg : TeG→ TgGが等長である）．

同様にして TK(G/K) ∼= pに B(X,Y )で内積を入れる．つまり TgK(G/K)の内積を

dLg : Tk(G/K) → TgK(G/K)

が等長となるようにして入れる．特に，Gは G/K に等長に作用する．

Proof. well-defined をみる必要がある．gK = g′K とする．このとき g′ = gk としてよ

い．よって Lg′ = LgLk となる．

dLk : TeKG/K → TeKG/K について見てみる．X ∈ p とすると (exp tX)K は

G/K 内の曲線であり，これを微分することにより X ∈ TK(G/K) を得る．そこで

k(exp tX)K = (exp kXk−1)K であり，(exp kXk−1)K はK を通る曲線であるので，こ

れを微分すると，dLk(X) = Ad(k)X となる．さらに B は Ad(K) 不変であるので，p

上の内積は well-defined．そこで dLg′ = dLgdLk であるので，g(dLg(X), dLg(Y )) =

B(X,Y ) = g(dLg′(X), dL′
g′(Y ))がわかる．
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あとは点対称 σ を K ∈ G/K で定めれば，対称空間になることがわかる．他の点では

LgσL
−1
g とすれば gK での点対称になる．

σ : G ∋ h→ (h−1)t ∈ G

とする．これを微分すると
dσ : g ∋ X → −Xt ∈ g

を得る．よって dσ|k = idであり dσ|p = −idとなる．さらに σ|K = idである．これを

使って
σ : G/K ∋ gK → (g−1)tK ∈ G/K

として点対称を定義する．まず σ(K) = K は明らか．さらに微分すると dσ = −idとな

る（特に等長）．また σ2 = idである．よって点対称が定まる．以上から

Theorem 2.11.3. G/K は対称空間である．次元は dim sl(n,R) = n2 − 1,

dim o(n,R) = n(n−1)
2 であるので，n2+n−2

2 となる．

Remark 2.11.2. Gの作用は G/K へ概効果的である．その部分を無視して Gを等長変換

群の部分群とみなしたとき実は G/K の等長変換群に一致する．等長変換 ϕ があるとす

れば，ある点 pでの値 ϕ(p)と (dϕ)p がわかれば全体での作用がわかる（他の点を q とす

ると q と pは測地線 c(t)で結べる．ϕ(c)は ϕ(p)と ϕ(q)を結ぶものである．よって ϕ(p)

から dϕp(c
′(0))の測地線を書いて同じ長さだけとったものは ϕ(q)になる）．さて GはM

に推移的に作用しK も TpM へ推移的に作用するので，等長変換 ϕは Gに入る．

Remark 2.11.3. G/K の測地線を考えよう．定理 2.5.2 より，X ∈ p が生成する 1 パ

ラメータ変換群は測地線 expp tXp に沿っての移換 τt である．そこで，τt(p) = c(t) =

(exp tX)(p)が成立する．つまり (exp tX)pが測地線である．

Corollary 2.11.4. G/K = SL(n)/SO(n) は非コンパクト型対称空間である．また断

面曲率は X.Y ∈ pに対して，

K(X,Y ) = B([X,Y ], [X,Y ]) = −∥[X,Y ]∥2 ≤ 0

となる．

Proof. 非コンパクトを証明するには定義から半単純で断面曲率が非正であることを証明

すればよい．キリング形式は非退化なので半単純である．また

K(X,Y ) = −⟨[[X,Y ], Y ], X⟩ = B([[X,Y ], Y ], X) = B([X,Y ], [X,Y ])

= −∥[X,Y ]∥2 ≤ 0

（もちろん [X,Y ] = 0となる場合があるので，断面曲率は負ではない．非正である）．
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pに含まれる極大可換部分環を aとする．aが可換であることから，直交行列により同

時対角化可能である．そこで aの正規直交同時固有ベクトルを v1, · · · , vn ∈ Rn とする．

行列表示を e1, · · · , enに関して行ってるとすれば，S(vi) = eiとなる直交行列 S ∈ SO(n)

をとれる（適当に向きを合わせる）．このとき SaS−1 は pの固有ベクトル e1, · · · , en と
する行列からなるので，トレース零の対角行列である．特に，勝手な極大可換部分環で p

に含まれるものは，直交行列を使って互いに共役の関係になっていることもわかる．

aを pに含まれる極大可換環として，A = exp aとする．この Aは Gの可換部分群で

ある．また a ⊂ pであるので A ⊂M = G/K となる．(A = (exp a)K とみている）．

Lemma 2.11.5. AはM で全測地的部分多様体である．また Aは平坦である．これが

極大平坦である．

Proof. 全測地的とは Aの任意の点 pから出発するM 内の測地線で点 pで Aに接してい

るなら，その測地線（p の近傍で）が A に入るときをいう．Y ∈ a として exp tY がM

での測地線であるがこれは Aに含まれる．他の点では Aが自分自身に推移的かつ等長で

作用（左作用）していることからわかる．また平坦であることは a が可換であることか

ら．

Remark 2.11.4. この補題は，任意の対称空間で成立．

N を M 内の p を通る平坦な部分多様体とする．Y1, Y2 ∈ TpN に対して曲率は

K = −∥[Y1, Y2]∥2 = 0となる．よって [Y1, Y2] = 0となる．つまり TpN は p内の可換部

分空間である．

Corollary 2.11.6. pを通るM 内の極大平坦部分多様体は p内の極大可換部分環と一対

一対応する．

Remark 2.11.5. この系も任意の対称空間で成立する．

そこで

Definition 2.11.1. 対称空間M のランクを極大平坦部分多様体の次元として定義する．

または p内の極大可換環の次元として定義する．

Remark 2.11.6. 二つの極大可換環は互いに共役であるので，ランクは well-defined．

Example 2.11.7. Rank(SL(n)/SO(n)) = n− 1である．

Proof. p に含まれる極大可換環の一つとしてトレース零の対角行列全体を選ぶことがで

きた．そこで次元は n− 1である．
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さてカルタン対合は

Θ : G ∋ h 7→ (h−1)t ∈ G, θ = dσ : g ∋ X 7→ −Xt ∈ g

であり，この θ による ±1固有分解である，カルタン分解は

g = k⊕ p

となる．また，カルタン involutionを使えば gの内積 ⟨·, ·⟩は

⟨X,Y ⟩ = −B(X, θY )

と書ける．

さて g = sl(n,R)のルート分解をしてみよう．まず

Hi := Eii − Ei+1,i+1 i = 1, · · · , n− 1

とする．このとき Eij（i ̸= j）および {Hi}i により gの基底になる．また aはトレース

零の対角行列であるので，Hi が基底としてとれる．

a := spanR{H1, · · · ,Hn−1}.

また，X = diag(λ1, · · · , λn)（trX = 0）として

(adX)Eij = (λi − λj)Eij i ̸= j

(adX)Hi = 0

となる．そこでルートは n(n− 1)個あり，

αij i ̸= j

と書く．また gαij
の基底は Eij である．さらに g0 = aが成立する．

Definition 2.11.2. G/K の極大平坦部分多様体をひとつの maximal flat とよぶ．

G/K の測地線が regular とはそれが唯一つの flat に含まれること．それ以外の測地線

を singularとよぶ．また regular測地線の接ベクトルを regularと呼ぶ．

以前の定義と一致することを見るためには，次を証明すればよい．

Lemma 2.11.8. X ∈ aが singularであるための必要十分条件は Y ∈ g\g0で [X,Y ] =

0となるものが存在．つまり α ∈ ∆で α(X) = 0となるものが存在．

Proof. X を singularとする．定義から X は a以外の pに含まれるある極大可換環 a′ に

入る．このとき Y ∈ a′ かつ Y /∈ aとなる Y が存在することは明らかである．X,Y ∈ a′
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なので，[X,Y ] = 0 となる．また g0 ∩ p = a なので, Y /∈ g0 となる．よって必要なら

g0 の部分を引いて，Y ∈ g \ g0 で [X,Y ] = 0となるものが存在する．Y ∈ gα とすれば

0 = [X,Y ] = α(X)Y となる．よって α ∈ ∆ が少なくとも一つ存在して α(X) = 0 で

ある．

逆を証明しよう．α ∈ ∆で α(X) = 0となるものが存在するとする．Y ̸= 0 ∈ gα をと

ると [X,Y ] = α(X)Y = 0となる．

Y = Yk + Yp ∈ k⊕ p

と分解しておく．αに対して α(A) ̸= 0となる A ∈ aを固定しておく，

[A, Y ] = α(A)Y

であるが [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ kであるので，

[A, Yk] = α(A)Yp, [A, Yp] = α(A)Yk

となる．もし Yp = 0とすれば，Yk = 0となる．同様に Yk = 0なら Yp = 0である．よっ

て Yk ̸= 0, Yp ̸= 0 を得る．よって Yp ∈ p は Yp ∈ p \ a となる．また α(X) = 0 より

[X,Yp] = 0である．よって X,Yp はどちらも pに含まれる，ある可換環に入る．しかし

Yp /∈ aであるので，X は aとは異なる可換環に入る．

この補題から aの singularな元は

asing = {X ∈ a | ∃α ∈ ∆, α(X) = 0}

となる．つまり超平面
{X ∈ a|α(X) = 0}, α ∈ ∆

の和である．一方 regularの元は

areg := {X ∈ a|∀α ∈ ∆, α(X) ̸= 0}

となる．このように超平面は areg を有限個の領域にわける．その領域をワイル領域（areg

のある連結成分）と呼ぶ．

g = sl(n,R)に対して，ワイル領域などを求めてみよう．まず，

p = {X ∈ sl(n,R)|Xt = X}

であった．つまりトレース零の対称行列である．そして，そこの含まれる極大可換環の一

つは
a = {diag(λ1, · · · , λn)|

∑
λi = 0}
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である．X = diag(λ1, · · · , λn)に対して

αij(X) = λi − λj

であったので

asing = {diag(λ1, · · · , λn)|∃i ̸= j, λi = λj
∑

λj = 0}

となる．そして regular vector xは対角行列ですべての成分が異なっている．実際，Y ∈ p

に対して，[x, Y ] = 0とすれば，Y も対角行列でなければならないので Y ∈ aとなる．

また xが regularなら，K = SO(n)軌道Kx ⊂ pのイソトロピー群を求めると

Kx = {diag(a1, · · · , an)|ai = ±1, a1 · · · an = 1}

という離散群であり，Kx ⊂ pは実 flag多様体である．次元は dimKx = dimSO(n) =
n2−n

2 = dim p− dim aとなる．また，singlarな点での軌道は，実グラスマン多様体など

が現れる（次元は下がる）．そして，任意の軌道は必ず aと交わりをもつ（一般論で述べ

たが，今の場合には，対称行列は直交行列で対角化できるということを意味する）．

K 軌道と aの交点Kx ∩ aを考える．x = diag(λ1, · · · , λn)とすれば，Kx ∩ aの各点

は成分を入れ替えたものである．特に，軌道 Kx は各ワイル領域と一回ずつ交わる．ま

た，ワイル群は各成分の置換として作用する．このことから，ワイル群がルートの置換と

して作用することがわかる．またワイル領域を入れ替えることもわかる（別の言い方をす

れば，ワイル領域は等長変換（ワイル群）で移りあう）．また，ランク 1でないので，p内

の同じ長さのベクトルがK の作用で移りあわないが，a/W が p内で Ad(K)同値な集合

の代表元集合になっていることがわかる．

さて，ワイル領域の一つとして

a+ := {diag(λ1, · · · , λn)|λ1 > λ2 > · · · > λn,
∑

λj = 0}

となるものをとる．これを固定しておく．

∆+ := {α ∈ ∆|∀A ∈ a+, α(A) > 0}

を正ルートの集合とよぶ．今の場合には

∆+ = {αij |i < j}

となる．また
∆+

b := {α12, α23, · · · , αn−1,n} ⊂ ∆+

が基本ルートの集合である．つまり任意の α ∈ ∆+ は

α =
n−1∑
i=1

siαi,i+1, si ∈ N
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と書ける．また αi := αi,i+1 として

{A ∈ a|αiν (A) > 0, for ν = 1, · · · , r, αiν (A) = 0, for ν = r + 1, · · · , n− 1}

ここで {i1, · · · , in−1} = {1, · · · , n− 1}としている．この集合をワイル領域 a+ の r次元

の wallとよぶ．

最後に岩沢分解について述べる．G = SL(n), K = SO(n)とする．さらに

A := {diag(λ1, · · · , λn)|λi > 0.
∏

λi = 1}
N = {上三角行列で対角成分がすべて 1の行列 }

とする．Aは閉可換部分群（極大平坦）である．またN は閉べき零リー群である．AN

は Gの閉可解部分群である．リー環で見れば，g = k+ a+ nとなる．nは {Eij}i<j で張

られるリー環である（つまり，正ルートの集合 ∆+ に対するルート空間である）．

このとき

Theorem 2.11.9 (岩沢分解).
G = KAN

と分解できる．つまり g ∈ G に対して，unique に k ∈ K, a ∈ A, n ∈ N が存在して

g = kanと書ける．

この定理を証明するために次の補題を使う．

Lemma 2.11.10. g ∈ GL(n)に対して，h ∈ O(n)で

(hg)ij = 0 i < j, (hg)ii > 0

となるものが唯一つ存在する

Proof. g の列ベクトルを v1, · · · , vn とする．また補題を証明するには h の行ベクトル

r1, · · · , rn は

1. r1, · · · , rn は正規直交基底
2. rjvi = 0（i < j）

3. rivi > 0（i = 1, · · · , n）

を満たす必要がある．

帰納法で証明する．まず rn を rnrn = 1, rnvn > 0, rnvi = 0（i = 1, · · · , n− 1）とな

るものを見つける．vi は一次独立であるので，この条件を満たす rn は唯一つ存在する．

rj , · · · , rn が見つかったとして．Wj を v1, · · · , vj−2, rj , · · · , rn で張られる部分空間とす
る．これは n− 1次元部分空間である．rj−1 をWj に直交するベクトルで rj−1vj−1 > 0
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（向き）かつ rj−1rj−1 = 1（長さ）となるものは唯一つ存在する．rj−1, rj , · · · , rn は条件
を満たす．よって帰納法から hが存在する．

また作り方から条件を満たす hは唯一つである．

さて定理を証明しよう．

proof of theorem. g ∈ SL(n)に対して，上の補題の条件をみたす h ∈ O(n)をとること

ができる．さらに g ∈ SL(n)から h ∈ SO(n)がわかる．そこで k = h−1 とする．この

とき補題から上三角行列m = (mij)で対角成分がすべて正であるもので，

g = km

となるものが存在する．λi = mii として nii = 1, nij = mij（i ̸= j）とする．そして

n = (nij), a = diag(λi, · · · , λn)とすれば

g = km = kan

となる．

一意性を証明する．g = kanと分解できたとする．k−1g とすれば補題の条件をみたす

ので k−1 はただ一つである．そしてm = anの分解も一意的であることは明らか．

2.12 参考

2.12.1 冪零と可解

べき零と可解の定義をしておく．Gに対して帰納的に

Gk = [Gk−1, Gk−1], Gk = [G,Gk−1], G0 = G0 = G

とする．ここで {a, b} = aba−1b−1 としたとき [G′, G′′] = {{g′, g′′}|g′ ∈ G′, g′′ ∈ G′′}
のことである．この Gk, Gk は連結リー正規部分群である．Gm = {e} となるときに G

を可解群とよび，Gl = {e}となるときに Gをべき零とよぶ．べき零なら可解である．

リー環レベルでいえば，部分環の減少列

gk = [gk−1, gk−1], gk = [g, gk−1]

（ヤコビ律から，gのイデアルの減少列になる，また gk ⊂ gk）に対して，gk = 0（∃k ∈ N）
のとき，可解とよび，gk = 0のとき，ベキ零という．Gが可解，べき零とは gが可解，べ

き零であることに対応する．

Proposition 2.12.1. g がべき零であるための必要十分条件は任意の X ∈ g に対して

adX がベクトル空間 gに対するべき零行列であること．
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Remark 2.12.1. gが可解なら gは可換なイデアル（gm−1）をもつ．gがべき零なら gの

中心は零でない．（gl−1 ⊂ Z）．

Proposition 2.12.2. リー環 gが可解であるための必要十分条件は B(g, [g, g]) = 0．

Definition 2.12.1. リー環の最大の可解イデアルを radicalとよぶ．

リー環には最大の可解イデアルが存在する．

Proposition 2.12.3. リー環の極大な可解イデアルを r とすると，それは最大となる．

特に，任意の可解イデアルは rに含まる．

Proof. リー環は有限次元なので，可解イデアルのうち最大次元のものをとれば，極大な

可解イデアルは存在することに注意する．任意の可解イデアル aを考える．a+ rはイデ

アルとなる．そして，
a+ r/a ∼= r/(a ∩ r)

を得る（証明は演習問題）．r は可解なので，その商 r/(a ∩ r) も可解となり，a + r/aも

可解．a も可解より，a + r も可解で，r ⊂ a + r となる．ここで，r は極大であるので，

a+ r = rとなるので，a ⊂ rとなる．

Proposition 2.12.4. radicalが零であることと gが半単純であることは同値．

2.12.2 簡約リー環

リー環 gが簡約（reductive）とは，gの各イデアル aに対して，g = a⊕ bとなるイデ

アル bが存在すること．実は，gが簡約であることと，gが半単純リー環と可換リー環の

直和になることは同値である．また，リー群が簡約リー群とは，そのリー環が簡約となる

こと．

コンパクトリー群 Gは簡約リー群であり，g = z ⊕ [g, g]と可換リー環と半単純リー環

[g, g]とに分解される．
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