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はじめに

このノートは [Cannas]を読んだ時の，お勉強ノートです．自分の興味にそって，
大幅に付け加えてます．シンプレクティック幾何の基本的なことは，このノートで
十分だと思います（学部４年から修士程度かなあ）．特に，群作用がある場合は，
かなりページ数を割いてます．このノートの後半は群作用がある場合の話しでし
て，細かいこともかなり書いてある（強いて言えば，そこがこのノートの売りで
しょうか．[Guillemin-Sternberg(equiv)]の重要な部分は網羅してると思う）．この
ノートの bad pointは，まとまりがないことでしょうか．後半の群作用のところ
は，まとまっているけど，前半は話題が結構バラバラで，繋がりがなかったりす
る．それと，シンプレクティックトポロジーには，ほとんど触れてません．シンプ
レクティック幾何って広すぎるんだよねえ．
例によって，索引をつけてハイパージャンプ機能を入れているので，パソコン

で読むとかなり楽チンです．また，間違い，勘違い，書き間違えも，結構あると
思います．それは，自分で直して下さい．
追記：たまに，間違いを訂正してバージョンアップしてます．いろいろと間違っ

ているところありますね．２０１３年１０月に blow-upやポアソン多様体などを
詳しく追加．また，ゲージの右作用と左作用の混同で間違っていた部分を訂正．そ
の他にもいろいろと修正と追加．
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第1章 シンプレクティック多様体

この章では，まずシンプレクティックベクトル空間について学ぶ．次にシンプレ
クティックベクトル空間を拡張したシンプレクティック多様体を定義する．また，
もっとも基本的なシンプレクティック多様体である余接束上の標準１形式と標準シ
ンプレクティック形式について学ぶ．

1.1 symplectic Forms

1.1.1 skew-symmetric bilinear maps

V をm次元実ベクトル空間とする．Ω : V × V → Rを交代双線形写像とする
（非退化は仮定しない）．

Theorem 1.1.1. Ω as above．このとき次のような基底u1, · · · , uk, e1, · · · , en, f1, · · · , fn
をとれる．

Ω(ui, v) = 0 for i and all v ∈ V
Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj) for i, j

Ω(ei, fj) = δij for i, j

Remark 1.1.1. このような基底は唯一つというわけではないが，標準的基底とよ
ぶ．またΩを行列表示すれば，

Ω(u, v) = u

0 0 0

0 0 id

0 −id 0

 v

Proof. 証明はグラムシュミットの交代形式版である．U := {u ∈ V |Ω(u, v) =

0,∀v ∈ V }とする．このU の基底として u1, · · · , ukをとる．さらに，V 内でU の
補集合をW として，つまり V = U ⊕W となるものを適当にとる．ここでW は零
次元でないと仮定してよい．零でない e1 ∈ W を勝手にとる．このとき f1 ∈ W を
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Ω(e1, f1) ≠ 0となるようなものが存在する．実際，もしこのような f1がないとす
ると，e1 ∈ U となってしまう．そこでΩ(e1, f1) = 1となるようにとる．このとき

W1 = span {e1, f1}, WΩ
1 = {w ∈ W |Ω(w, v) = 0,∀v ∈ W1}

とする．このときまず次がわかる

W1 ∩WΩ
1 = {0}.

v = ae1 + bf1 ∈ W1 ∩WΩ
1 とすると，{

0 = Ω(v, e1) = −b
0 = Ω(v, f1) = a

⇒ v = 0.

次に
W = W1 ⊕WΩ

1 .

v ∈ W として，Ω(v, e1) = c, Ω(v, f1) = dとする．このとき

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1)

と書き換えれば，第一項はW1に入り，第二項はΩ(v+ cf1−de1, e1) = c− c = 0な
どが成立するのでWΩ

1 に入る．先ほどの主張とあわせればW = W1⊕WΩ
1 が成立．

次に e2 ∈ WΩ
1 を零でないとしてよい．f2 ∈ WΩ

1 でΩ(e2, f2) = 1となるものをと
ることができる．そこでW2を e1, f1で張られるものとする．あとは同様のことを
繰り返す．今 V は有限次元なので，この操作は有限回で終わり，

V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕ · · ·Wn

となり，各成分はΩ-直交し，Wiの基底 ei, fiはΩ(ei, fi) = 1を満たす．

上の証明でのUの次元は基底の取り方によらないことに注意．つまり k = dimU

は (V,Ω)に対する不変量である．また k+ 2n = m = dimV としたとき，nのこと
をΩのランクとよぶ．

1.1.2 symplectic vector spaces

V をm次元実ベクトル空間でΩを交代形式とする．

Definition 1.1.1. 写像 Ω̃ : V → V ∗を Ω̃(v)(u) = Ω(u, v)として定義．
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このとき Ω̃の kernelは部分空間 U である．

Definition 1.1.2. 交代形式Ωがシンプレクティック（または非退化）とは，Ω̃が
全単射のこと．言い換えると U = {0}．このときΩを V 上線形シンプレクティッ
ク構造とよぶ．また (Ω, V )をシンプレクティックベクトル空間とよぶ．

シンプレクティック構造Ωについてつぎのことは明らか

1. Ω̃ : V → V ∗は全単射．

2. k = dimU = 0, dimV = 2nと V の次元は偶数である．

3. (V,Ω)に対して

Ω(ei, fi) = δij Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj)

となる基底 e1, · · · , en, f1, · · · , fn．このよな基底をシンプレクティック基底と
よぶ．

• (V,Ω)の部分空間W がシンプレクティックとはΩ|W が非退化．例えば e1, f1
が張る部分空間はシンプレクティック．

• W が isotropicとはΩ|W ≡ 0となること．例えば e1, e2が張る部分空間．

もう少し詳しくみていこう（Homework 1）．(V,Ω)をシンプレクティックベクト
ル空間とする．Y をその部分空間．また Y Ωをそのシンプレクティック直交空間と
する．つまり

Y Ω := {v ∈ V |Ω(v, u) = 0∀u ∈ Y }

このとき，次が成立する．

1. dimY + dimY Ω = dimV

2. (Y Ω)Ω = Y

3. Y,W を部分空間とする．Y ⊂ W ⇐⇒ WΩ ⊂ Y Ωである．

4. Y がシンプレクティック ⇐⇒ Y ∩ Y Ω = {0} ⇐⇒ V = Y ⊕ Y Ω.

5. Y が isotropicとは Y ⊂ Y Ω であることである．そしてそのとき dimY ≤
1/2 dimV となる．
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6. Y が coisotropicとは Y Ω ⊂ Y となること．すべての余次元 1の部分空間
は coisotropicである．また Y が coisotropicのとき dimY Ω ≤ 1/2 dimV で
ある．

7. Y がLagrangianとは Y が isotropicで dimY = 1/2 dimV となること．そ
して，次の三つは同値

(a) Y が Lagrangian．

(b) Y は isotropicかつ coisotropic．

(c) Y = Y Ω．

8. Y をLagrangian部分空間とすると，Y の勝手な基底 e1, · · · , enは e1, · · · , en,
f1, · · · , fnがシンプレクティック基底となるものへ拡張できる．逆に言えば，
勝手なシンプレクティック基底をとったとき e1, · · · , enが張る空間はラグラ
ンジアン部分空間である．

9. Y を Lagrangianとして，(Y ⊕ Y ∗,Ω0)を

Ω(u⊕ α, v ⊕ β) = β(u)− α(v)

により定義すれば (V,Ω)にシンプレクティック同型である．実は，勝手なベ
クトル空間Eに対して (E⊕E∗,Ω0)を考えると，それはシンプレクティック
ベクトル空間になる．そしてEの基底を e1, · · · , enとして f1, · · · , fnを dual

basisとすると，e1 ⊕ 0, · · · , en ⊕ 0, 0⊕ f1, · · · , 0⊕ fnはシンプレクティック
基底になる．

10. L,L′を部分空間とする．このとき (L∩L′)Ω = LΩ+L′Ω, (L+L′)Ω = LΩ∩L′Ω.

Proof. 1. 次の線形写像を考える

V ∋ v 7→ Ω(v, ·)|Y ∈ Y ∗ = Hom(Y,R).

このkernelはΩ(v, u) = 0（∀u ∈ Y）であるのでY Ωである．さらにこれが全射
であることを証明する．V Ω−→ V ∗は同型写像である．i : Y → V という埋め込
みの双対をとれば i∗ : V ∗ → Y ∗という全射を得る．これらを合成したものが
上のV → Y ∗である．以上から，dimY ∗+dimY Ω = dimY +dimY Ω = dimV

を得る．

i : Y → V という単射の双対をとれば i∗ : V ∗ → Y ∗は全射であることを証明
する（線形代数ではwell-known）．Y の基底を e1, · · · , ekとしてこれを拡張し
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て e1, · · · , e2mとする．その双対基底を f1, · · · , f2mとすれば，f1, · · · , fkはY

の双対基底であり，fk+1, · · · , f2mは Y ⊥をはる．つまり Y ⊥の元は V ∗ → Y ∗

の kernelに入る．そして V ∗ → Y ∗は全射である（この証明は基底の取り方
によらない）．

2. v ∈ Y とするとΩ(v, u) = 0（∀u ∈ Y Ω）である．よって Y ⊂ (Y Ω)Ωである．
上で証明したことから dim(Y Ω)Ω + dimY Ω = dimY + dimY Ωであるので
dimY = dim(Y Ω)Ωである．よって Y = (Y Ω)Ω.

3. Y ⊂ W とする．w ∈ WΩの元はΩ(w, u) = 0（∀u ∈ W）を満たす．よって
w ∈ Y Ωである．つまりWΩ ⊂ Y Ω．次に，WΩ ⊂ Y Ωを仮定すると，今証明
したことから (Y Ω)Ω ⊂ (WΩ)Ωが成立．よって，Y ⊂ W がわかる．

4. Y ∩ Y Ω = {0}とする．dim(Y + Y Ω) = dimY + dimY Ω − dimY ∩ Y Ω =

dimY + dimY Ω = V となるので V = Y ⊕ Y Ωである．逆に V = Y ⊕ Y Ωな
ら Y ∩ Y Ω = {0}は明らか．

次に，Y がシンプレクティックとする．つまりΩ|Y×Y が非退化とする．v ∈
Y ∩ Y Ωを考えると，v ∈ Y Ωより Ω(v, u) = 0（∀u ∈ Y）となる．そして
Ω|Y×Y が非退化から v = 0を得る．逆に，Y ∩ Y Ω = {0}と仮定する．Y 上
の交代形式Ω|Y×Y を考える．v ∈ Y としてΩ(u, v) = 0（∀u ∈ Y）と仮定す
ると，v ∈ Y Ω ⊂ V であるので，v = 0を得る．つまりΩ|Y×Y は非退化．

5. Y ⊂ Y Ωとする．このとき Ω|Y×Y ≡ 0，つまり Y が isotropicは明らか．ま
たこの逆も明らか．次に，Y ⊂ Y Ωのとき dimY ≤ 1/2 dimV を証明する．
dimY ≤ dimY Ωである．そこで 2 dimY ≤ dimY + dimY Ω = dimV．

6. dimY = 2m − 1とする．dimY Ω + (2m − 1) = 2mであるので dimY Ω = 1

である．その基底を v ∈ Y Ωとする．(Y Ω)Ω = Y であったが Ω(v, v) = 0で
あるので v ∈ Y つまり Y Ω ⊂ Y を得る．

7. Y がラグランジアンとする．つまり Y ⊂ Y Ωかつ dimY = 1/2 dimV とす
る．dimY + dimY Ω = dimV なので dimY = dimY Ω = 1/2 dimV となる．
よって Y = Y Ωを得る．ほかも同様．

8. Wを{e2, · · · , en}が張る空間とする（W ⊂ Y ⊂ V , Y Ω = Y ⊂ WΩ）．さらに
f1 ∈ WΩでΩ(e1, f1) = 1となるものをとれる．実際Ω(e1, f) = 0（∀f ∈ WΩ）
とすると．e1 ∈ W = (WΩ)Ωとなって矛盾する．あとはシンプレクティック
基底のときと同様にして e1, f1が張る空間を除いて同様のことを考える．こ
れを繰り返す．
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9. Eを実ベクトル空間として (E ⊕ E∗,Ω0)を考える．ここで

Ω(u⊕ α, v ⊕ β) = β(u)− α(v)

としている．これが交代形式であることは明らか．非退化を証明するには，
シンプレクティック基底を構成すればよい．Eの基底を e1, · · · , enとしてその
双対基底を f1, · · · , fnとする．このときE1 := e1⊕0, · · · , En := en⊕0, F1 :=

0⊕ f1, · · · , Fn := 0⊕ fnとする．そのとき

Ω0(Ei, Ej) = 0(ei)− 0(ej) = 0,Ω(Fi, Fj) = fj(0)− fi(0) = 0

Ω(Ei, Fj) = fj(ei)− 0(0) = δij

となる．この基底に関してΩ0を表示すれば非退化であることがわかる．

10. v+ v′ ∈ LΩ +L′ΩとするとΩ(v+ v′, w) = Ω(v, w) +Ω(v′, w) = 0∀w ∈ L∩L′

である．よってLΩ+L′Ω ⊂ (L∩L′)Ωとなる．ΩをとってL∩L′ ⊂ (LΩ+L′Ω)Ω

となる．特に，LΩ ∩ L′Ω ⊂ (L + L′)Ω も成立する．v ∈ (L + L′)Ωとする．
Ω(v, w+w′) = Ω(v, w)+Ω(v, w′) = 0∀w ∈ L,w′ ∈ L′である．w′ = 0とすれば
v ∈ LΩでw′ = 0とすればv ∈ L′Ωである．よって (L+L′)Ω ⊂ LΩ∩L′Ωを得る．
さらにΩをとって (LΩ∩L′Ω)Ω ⊂ L+L′であるので，特に (L∩L′)Ω ⊂ LΩ+L′Ω

を得る．

Remark 1.1.2. 線形代数に関する注意：(L+ L′) ∩ L′′ = L ∩ L′′ + L′ ∩ L′′は成立
するとは限らない（これはよく間違えてしまう）．また (L+ L′)Ω = LΩ + L′Ωや．
(L ∩ L′)Ω = LΩ ∩ L′Ωなども成立するとは限らない．

シンプレクティックベクトル空間の基本的なものは (R2n,Ω0)で，標準的シンプ
レクティック基底は

e1 = (1, 0, · · · , 0), · · · , en = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)
f1 = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), · · · , fn = (0, · · · , 0, 1)

である．

Definition 1.1.3. 二つのシンプレクティックベクトル空間 (V,Ω), (V ′,Ω′)の間の
シンプレクティック同型写像 ϕとは線形同型 ϕ : V → V ′で ϕ∗Ω′ = Ωとなるもの．
ここで ϕ∗Ω(u, v) := Ω(ϕ(u), ϕ(v))．また，シンプレクティック同型写像が存在する
ときシンプレクティック同型とよぶ．

シンプレクティック基底の存在から，すべての 2n次元シンプレクティックベク
トル空間は標準的な (R2n,Ω0)へシンプレクティック同型であることがわかる．
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1.1.3 シンプレクティック多様体

Definition 1.1.4. ωを多様体M上の 2-formとする．これがシンプレクティックと
は ωが閉形式で ωpが各点でシンプレクティック形式．またこのときM は偶数次
元になる．

Definition 1.1.5. (M,ω)がシンプレクティック多様体とは，多様体M とシンプ
レクティック 2-formωの組のこと．

EXAMPLE 1.1.1. M = R2nとして，標準座標を x1, · · · , xn, y1, · · · , ynとする．

ω0 =
∑

dxi ∧ dyi

とすれば．これはシンプレクティックである．そして TpM のシンプレクティック
基底として

(∂/∂x1)p, · · · , (∂/∂xn)p, (∂/∂y1)p, · · · , (∂/∂yn)p

を得る．

EXAMPLE 1.1.2. M = Cnとして，複素座標を z1, · · · , znとする．このとき

ω0 =
i

2

∑
dzk ∧ dz̄k

をシンプレクティックである．実際 zk = xk + iykとしてCn = R2nとみれば，先ほ
どのシンプレクティック形式と一致する．

Remark 1.1.3.
∑
dxi ∧ dyiと i

2

∑
dzk ∧ dz̄kの違いをあえて言うならば，後者は

全射を複素線形に拡張していること．

EXAMPLE 1.1.3. M = S2 ⊂ R3とする．点 pでの接ベクトルは pに直交するベ
クトルと見なせる．そこで，

ωp(u, v) := ⟨p, u× v⟩ u, v ∈ TpS2 = p⊥

とすると，これは top degree（2次元多様体上の2-form）なので閉形式である．交代
性は u× v = −v×uからわかる．さらに非退化性は，u ̸= 0とすると ⟨p, u× v⟩ ̸= 0

となる vが存在する．実際 v = u× pとすると，

⟨p, u× (u× p)⟩ = ⟨p× u, p× u⟩

であるので．
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1.1.4 シンプレクティック同型

Definition 1.1.6. (M1, ω1), (M2, ω2)を 2n次元のシンプレクティック多様体とす
る．g :M1 →M2を微分同相写像で g∗ω2 = ω1をみたすときシンプレクティック同
相とよぶ．

実は局所的にはすべてのシンプレクティック多様体は，標準的なシンプレクティッ
ク多様体 (R2n, ω0)にシンプレクティック同相である．それは次の定理による（証
明はあとで）．

Theorem 1.1.2 (Darboux). (M,ω)を 2n次元シンプレクティック多様体とする．
各点 p ∈ M に対して，次のような点 pの近傍の座標系 (U, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)
が存在する：U 上で

ω =
∑

dxi ∧ dyi

これをダルブー座標という．

1.2 余接束上のシンプレクティック形式

1.2.1 余接束

X を n次元多様体としてM = T ∗X を考える．X の局所座標を (U, x1, · · · , xn)
とする．ここで xi : U → Rが座標関数．この関数の微分 (dxi)xは T ∗

xX の基底に
なる．つまり ξ ∈ T ∗

xXは ξ =
∑
ξi(dxi)xと書ける．そこで

T ∗U = ∪x∈UT ∗
xX ∋ (x, ξ) 7→ (x1, · · · , xn, ξ, · · · , ξn) ∈ R2n

を得る．これが T ∗Xに対する局所座標になる．これを余接座標とよぶ．この局所
座標に対する変換関数を考えてみる．(U, x1, · · · , xn)，(U ′, x′1, · · · , x′n)を二つの局
所座標とする．x ∈ U ∩ U ′，ξ ∈ T ∗

xXとすると，

ξ =
∑

ξidxi =
∑

ξ
∂xi
∂x′j

dx′j =
∑

ξ′jdx
′
j

をえる．つまり ξ′j =
∑
ξi
∂xi
∂x′j
となる．そこで変換関数は，

(x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn) 7→ (x′1(x), · · · , x′n(x),
∑

ξi
∂xi
∂x′1

, · · · ,
∑

ξi
∂xi
∂x′n

)

となる．ただし，
∑

∂xi
∂x′j

∂x′j
∂xk

= δikにより ∂xi
∂x′j
を xの関数として考える．
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1.2.2 標準形式

(U, x1, · · · , xn)をXの座標，(T ∗U, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)を T ∗Xの座標とする．
このとき T ∗X上の 1-form αを

α :=
∑

ξidxi

として定義する．これがwell-definedであることをみよう．

Proof. 二つに座標 (U, x1, · · · , xn)，(U ′, x′1, · · · , x′n)を考えると，

α =
∑

ξ′jdx
′
j =

∑
ξi
∂xi
∂x′j

∂x′j
∂xk

dxk =
∑

ξiδikdxk =
∑

ξkdxk

となるので局所座標の取り方によらない．

また次の subsectionで局所座標によらない定義を行う．さて上の 1-formを使う
と，T ∗X上の 2-fromが定義できる．

ω = −dα =
∑

dxi ∧ dξi

（ここで dは T ∗X上の外微分である）．これは明らかに閉２次形式であり，シンプ
レクティック形式になる．

1.2.3 座標によらない定義

π : M = T ∗X → X を考える．標準１形式 αは次のように定義される：まずこ
の微分を考える．

dπp : TpM → TxX, (dπp)
∗ : T ∗

xX → T ∗
pM

ここで π(p) = xである．そこで，p = (x, ξ)に対して，１形式を

αp = (dπp)
∗ξ ∈ T ∗

pM

として定義する．
つまり v ∈ TpM に対して

αp(v) = ((dπp)
∗ξ)(v) = ξ(dπp(v))

である．これが先ほどの定義と一致していることを見てみよう．
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Proof. (T ∗U, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)を T ∗Xの座標とする．射影は

(x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)→ (x1, · · · , xn)

と書ける．v ∈ TpM とすれば，v =
∑
αi∂xi + βi∂ξiと書ける．

αp(v) = ξ(dπp(v)) =
∑

αiξ(∂xi) =
∑

αiξi

である．一方で，
∑
ξidxiに代入すると，

(
∑

ξidxi)(v) =
∑

αiξi

となるので一致する（ここで dxiは π∗(dxi)と見ている）．

そこで，T ∗X上の標準的シンプレクティック形式を

ω = −dα

として定義する．局所的には
∑
dxi ∧ dξiである．

Remark 1.2.1. 標準１形式 αは，次の性質をもってただ一つの一次微分形式であ
る：すべての 1-form µ : X → T ∗Xは µ∗α = µと書ける．

Proof. p = (x, ξ)として，αp = (dπp)
∗ξと定義した．そこで µ(x) = (x, µx)という

写像であるので，p = (x, µx)に対して，αp = (dπp)
∗µxが成立．そこで

(µ∗α)x = (dµx)
∗αp = (dµx)

∗(dπp)
∗µx = (d(πµ)x)

∗µx = µx

となる．次に，もしα, βが上の性質を満たすとして γ = α−βとすると，µ∗(γ) = 0

がすべての µについて成立する．局所座標で µ =
∑
µi(x)dxiと書ける．このとき

µ : X → T ∗Xは

(x1, · · · , xn)→ (x1, · · · , xn, µ1(x), · · · , µn(x))

となる．γ =
∑
aidxi + bidξiとする．µによる引き戻しを考えて，

µ∗(γ) =
∑

aidxi + bidµi(x) =
∑

aidxi + bi
∂µi
∂xj

dxj = 0

となる．

ai +
∑
j

bj
∂µj
∂xi

= 0

を得る．µ = 0という写像をとれば ai = 0であることがわかる．また µ =
∑
xidxi

というものをとれば（局所的にとって拡張する），bi = 0を証明できる．よって，
唯一つしかない．
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1.2.4 標準形式のnaturality

X1, X2を多様体としてM1 = T ∗X1, M2 = T ∗X2とする．標準１形式をα1, α2と
する．f : X1 → X2を微分同相としたとき，

f# :M1 →M2

を f の liftとする．つまり，p1 = (x1, ξ1) ∈M1に対して，

f#(p1) = p2 = (x2, ξ2) = (f(x1), ((dfx1)
∗)−1ξ1)

と定義する．このとき f#は微分同相である．

Proof. f# :M1 →M2は全単射である．あとは df#を各点で計算すると(
df 0

∗ ((df)∗)−1

)

であるので，非退化であることがわかる．よって微分同相．

さてこの微分同相に対して次が成立する．

Theorem 1.2.1. f# :M1 →M2に対して

(f#)
∗α2 = α1

が成立．

Proof. p1 = (x1, ξ1)に対して

(df#)
∗
p1
(α2)p2 = (α1)p1 (1.2.1)

を証明すればよい．まず次がわかる

• p2 = f#(p1)とは p2 = (x2, ξ2) = (f(x1), ((df)
∗
x1
)−1ξ1)

• (α1)p1 = (dπ1)
∗
p1
ξ1および (α2)p2 = (dπ2)

∗
p2
ξ2

•
M1

f#−−−→ M2

π1

y yπ2
X1

f−−−→ X2

は可換である．
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そこで，

(df#)
∗
p1
(α2)p2 = (df#)

∗
p1
(dπ2)

∗
p2
ξ2 = (d(π2 ◦ f#))∗p1ξ2

= (dπ1)
∗
p1
(df)∗x1ξ2 = (dπ1)

∗
p1
ξ1 = (α1)p1

Corollary 1.2.2. f# :M1 →M2はシンプレクティック同相である．実際

(f#)
∗ω2 = ω1

以上をまとめると多様体の微分同相は余接束上の自然なシンプレクティック同相
をみちびく．

EXAMPLE 1.2.1. X1 = X2 = S1とする．T ∗S1は S1 × Rである．T ∗S1上の標
準的シンプレクティック形式は ω = dθ ∧ dξとなるので，T ∗S1上の面積要素であ
る．よって S1上の微分同相はシリンダーの面積を保存する微分同相を導く．

f : X1 → X2, g : X2 → X3という微分同相があれば，それらの liftは (g ◦ f)# =

g# ◦ f#を導く．そこでM = T ∗Xとして標準的なシンプレクティック形式を考え
たとき，

Diff(X) ∋ f → f# ∈ Symp(M,ω)

という群の準同型を導く．この写像は単射である．しかし全射とはならない．実
際，余接束上の fiberにそった平行移動はDiff(X)から導くことはできない．

1.2.5 Homework 2

EXERCISE 1.2.1. V を 2n次元ベクトル空間として Ωをシンプレクティック形
式とする．このときΩn = Ω ∧ · · · ∧Ωは零でない．また逆に２次形式Ω ∈ Λ2(V ∗)

がΩn ̸= 0を満たすなら，Ωはシンプレクティック形式である．

Proof. Ωをシンプレクティック形式とする．シンプレクティック基底をとって

Ω = e∗1 ∧ f ∗
1 + · · ·+ e∗n ∧ f ∗

n

とかける．よってΩnは零でない．
次にΩを交代形式とする．この場合にも基底u∗1, · · · , u∗k, e∗1, · · · , e∗l , f ∗

1 , · · · , f ∗
l を

とって，
Ω = e∗1 ∧ f ∗

1 + · · ·+ e∗l ∧ f ∗
l

と書ける．このときΩnを考えると零にならないのはu∗1, · · · , u∗kが零の場合である．
よってΩはシンプレクティック形式である．
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EXERCISE 1.2.2. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．このときωnは各
点で零にはならないでωはMの体積要素になる．特に (M,ω)には標準的な向きが
はいる．特に ωn/n!をリュウビル形式またはシンプレクティック体積要素とよぶ．
(M,ω)をコンパクトシンプレクティック多様体とする．このとき [ωn] ∈ H2n(M,R)
は零でない．

Proof. ωnが exactでないことを証明すればよい．ωn = dηとすると，積分してス
トークスの定理から，コンパクトを使えば

∫
M
ωn = 0となるので，これは体積要

素を与えない．

(M,ω)をコンパクトシンプレクティック多様体とする．このとき [ω] ∈ H2(M,R)
は零でない．

Proof. まず dω = 0であるので [ω] ∈ H2(M,R)である．ω = dηとする．このとき

ωn = dη ∧ · · · ∧ dη = d(η ∧ dη ∧ · · · ∧ dη)

となるので ωnが exactになってしまう．

このことから，特に，S2n（n > 1）にはシンプレクティック構造は入らないこと
がわかる．S2には入る．また，この話はコンパクトな場合での話しであることに注
意．非コンパクトならM = T ∗Xの場合にはω = −dαであるので，ωは exact-form

である．
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ラグランジアン部分多様体は，シンプレクティック幾何において重要な話題の一
つであり，様々な場面で使われる．そこでまずラグランジアン部分多様体の定義
といくつかの例を紹介する．一つの応用としてシンプレクティック同相について考
察する．さらに，シンプレクティック同相のもとになる母関数についてふれる．応
用として測地流，周期点についてふれる．

2.1 Lagrangian Submanifold

2.1.1 submanifold

ここではM,Xを多様体として dimX < dimM とする．

Definition 2.1.1. 微分写像 i : X → M がはめ込みとは dip : TpX → Ti(p)M が単
射であること．埋め込みとは，はめ込みかつその像への同相になること（ここで
像はMの位相から導かれることに注意する）．閉埋め込みとは properかつ単射か
つはめ込みになること（連続写像が properとはコンパクト集合の逆像がコンパク
トであること）．

（R→ T 2を無理数で写像させる場合には単射ではめ込みではあるが，埋め込み
にはならない．それは像に誘導位相を入れてるからである）

EXERCISE 2.1.1. i : X →M が閉埋め込みであるための必要十分条件は iが埋
め込みで i(X)がM 内で閉集合であること．

（証明は多様体の本をみよ）．

Definition 2.1.2. Mの部分多様体とは，多様体Xと閉埋め込み i : X →Mのこ
とである．このとき，通常の意味での閉部分多様体になる．（XがMの開集合のと
きは開部分多様体とよぶ）．

Remark 2.1.1 (演習). 多様体は locally compact Hausdorff空間であることに注意
する．
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1. 連続写像 f : X →M が properなら，f(X)は閉集合になる．

2. Xがコンパクトなら，連続写像 f :M → N は properである

3. f : X →M が単射，はめ込み，properなら，f(X)は通常に意味で部分多様
体（埋め込み）であり，閉集合である

よって，X,M を多様体で，Xをコンパクトのとき，f : X → M が単射かつはめ
込みを確かめれば，f(M)は閉部分多様体となる．

2.1.2 ラグランジアン部分多様体

Definition 2.1.3. (M,ω)を 2n次元シンプレクティック多様体とする．部分多様体
Y がラグランジアン部分多様体とは各点 p ∈ Y に対してTpY がTpMのラグランジ
アン部分空間であること．つまり ωp|TpY ≡ 0かつ dimTpY = 1/2 dimTpM．部分
多様体としての包含写像を i : Y → M とすれば i∗ω = 0かつ dimY = 1/2 dimM

と書いてもよい．

Xを n次元多様体としてM = T ∗Xとする．T ∗Xの零切断

X0 := {(x, 0) ∈ T ∗M}

は n次元部分多様体である．このとき標準１形式α =
∑
ξidxiはX0上であきらか

に零である．よって ωもX0上で零であるのでゼロ切断X0はラグランジアン部分
多様体である．
他の切断はラグランジアン多様体であろうか？µを 1-formとする．

Xµ := {(x, µx) ∈ T ∗X}

とする．

Proposition 2.1.1. µに対する写像を sµ : X → T ∗Xとする（像がXµである）．
このとき s∗µα = µとなる．

（これはすでに証明した）．そこで我々は次のような図式を得る．

X
sµ−−−→ T ∗X

τ

y∼=
xi

Xµ
=−−−→ Xµ
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ここで τ : X → Xµは τ(x) = (x, µx)で与えられる微分同相．そこでXµがラグラ
ンジアンになるための条件をかいてみると

i∗ω = 0 ⇐⇒ i∗dα = 0 ⇐⇒ τ ∗i∗dα = 0

⇐⇒ (i ◦ τ)∗dα = 0 ⇐⇒ s∗µdα = 0 ⇐⇒ ds∗µα = 0

⇐⇒ dµ = 0

となるのでXµがラグランジアンになるための必要十分条件は µが closedである
ことである．以上から sectionとして実現されるラグランジアン多様体とX の閉
1-formに間に一対一対応がある．T ∗X上のラグランジアン多様体でそれ以外のも
のもたくさんあることに注意．例えばfiberはラグランジアンである．この意味で
ラグランジアンとは一次閉微分形式の一般化と思える．
特に，Xが単連結なら一次コホモロジー群が零であり，すべての閉１形式 µは

df の形である．このような f をXµに関連した母関数とよぶ．

EXERCISE 2.1.2. X がコンパクトで f ∈ C∞(X)とする．このとき #{Xdf ∩
X0} ≥ 2である．

Proof. Xdf ∩X0は dfの零点である．つまり fの臨界点である．多様体がコンパク
トなので f は最大最小をもつがそれは臨界点であるので，少なくとも交点は２以
上である．

2.1.3 Conormal bundle

Sを n次元多様体Xの k次元部分多様体とする．

Definition 2.1.4. x ∈ Sにおける，conormal space（余法空間）とは

N∗
xS := {ξ ∈ T ∗

xX|ξ(v) = 0 ∀v ∈ TxS}

また conormal bundleとは

N∗S := {(x, ξ) ∈ T ∗X|x ∈ S, ξ ∈ N∗
xS}

この conormal bundleは T ∗X の n次元部分多様体である．また S 上のランクが
n− kのベクトル束である．

Proposition 2.1.2. i : N∗S → T ∗X を包含写像とする．このとき i∗α = 0とな
る．特に conormal bundle N∗Sは T ∗Xのラグランジアン部分多様体である．
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Proof. (U, x1, · · · , xn)を x ∈ S を中心とする局所座標で U ∩ S が xk+1 = · · · =
xn = 0とする．(T ∗U, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)を T ∗Xの座標とする．さてこのとき
N∗S ∩ T ∗U は

xk+1 = · · · = xn = 0 ξ1 = · · · = ξk = 0

と書ける．そこで α =
∑
ξidxiに対して

(i∗α)p = αp|Tp(N∗S) =
∑
i≤k

ξidxi = 0

よって i∗ω = 0で n次元なのでラグランジアンである．

例えば S = {x}ならN∗S = T ∗
xXという T ∗Xの fiberである．また S = Xとす

ればN∗S = X0である．

Remark 2.1.2. この conormal束は局所的にはすべてのラグランジアン部分多様
体を与える．それは section 3.3.3におけるWeinsteinのラグランジアン近傍定理に
よる．

Remark 2.1.3. M = T ∗X → Xのファイバーはラグランジアン部分多様体であっ
た，これはラグランジアンファイブレーションの一つである（M → X のファイ
バーがラグランジアンであるもの）．またM 上の葉層構造がラグランジアン葉層
構造とは，各葉がラグランジアンであるもの．

2.1.4 シンプレクティック同相写像への応用

(M1, ω1), (M2, ω2)を 2n次元のシンプレクティック多様体とする．微分同相 ϕ :

M1 →M2がいつシンプレクティック同相になるであろうか？pri :M1 ×M2 →Mi

を射影とする．このとき
ω = pr∗1ω1 + pr∗2ω2

はM1 ×M2上の閉２形式であり，

ωn =

(
2n

n

)
(pr∗1ω1)

n ∧ (pr∗2ω2)
n ̸= 0

となるのでシンプレクティック形式になる．より一般に λ1, λ2 ∈ R \ {0}とすれば
λ1pr

∗
1ω1 + λ2pr

∗
2ω2はM1 ×M2上のシンプレクティック形式になる．特に

ω̃ = pr∗1ω1 − pr∗2ω2

を twisted product formという．
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ϕ :M1 →M2のグラフは 4n次元多様体M1 ×M2の 2n次元部分多様体

Γϕ := {(p, ϕ(p))|p ∈M1}

である．また ΓϕはM1のM1 ×M2の埋め込みの像ともみれる．

γ :M1 ∋ p→ (p, ϕ(p)) ∈M1 ×M2.

Theorem 2.1.3. 微分同相 ϕ :M1 →M2がシンプレクティック同相であるための
必要十分条件は Γϕが (M1 ×M2, ω̃)のラグランジアン多様体であること．

Proof. Γϕがラグランジアン ⇐⇒ γ∗ω̃ = 0である．そこで

γ∗ω̃ = (pr1 ◦ γ)∗ω1 − (pr2 ◦ γ)∗ω2．

であるが，pr1 ◦ γはM1上で恒等写像であり，pr2 ◦ γ = ϕとなる．よって

γ∗ω̃ = 0 ⇐⇒ ϕ∗ω2 = ω1.

Remark 2.1.4. 複素多様体には正則写像とい概念がある．シンプレクティック幾
何では，そのような概念はなくシンプレクティック同相という概念がある．そこ
で，うえのことを一般化してM ×N（M とN は次元は一致している必要はない）
内のラグランジアン部分多様体を「M からN へのシンプレクティック写像」とみ
なす（もちろん写像になるとは限らないが）．これをラグランジュ対応という．

Remark 2.1.5. ラグランジアン部分多様体の大域的な問題は最近になって議論さ
れ始めた（シンプレクティックトポロジーと同様で，フレアーホモロジーを使用す
る）．シンプレクティック多様体の中に閉じたラグランジアン部分多様体がどれだ
けあるかという問題である．例えばCn内のラグランジアン部分多様体がどれだけ
あるかはわかっていない．

2.1.5 homework :Tautological form and symplectomorphisms

EXERCISE 2.1.3. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．またω = −dαと
なる αが存在したとする（よって，多様体はコンパクトではない）．
このとき 1-formαに対して ιvω = −αとなるベクトル場 vが唯一つ存在する．さ

らに gをαを保存するシンプレクティック同相（αを保存すればシンプレクティック
同相）とすると gは vが生成する1パラメーター変換群と可換である（(exp tv)◦g =
g ◦ (exp tv)）．
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Proof. ω : TM ∋ v 7→ ιvω = ω(v, ·) ∈ T ∗M は ωが非退化なので同型写像である．
そこで−αに対して，そのようなベクトル場が唯一つ存在する．gから定まるベク
トル場をXとする．[X, v] = LXv = 0がわかればよい．一般に次のことが成立

ι[X,Y ] = LXιY − ιYLX

そこで
ι[X,v]ω = LXιvω − ιvLXω = −LXα− 0 = 0

で ωが非退化なので [X, v] = 0となる．

EXERCISE 2.1.4. Xを多様体としてM = T ∗Mを考える．標準１形式αに対す
る上の exerciseでの vは局所座標で

v =
∑

ξi∂/∂ξi

となる．またこのベクトル場が生成する 1パラメータ変換群を exp tvとすると，M
の任意の点 p = (x, ξ)に対して，

(exp tv)(p) = (x, etξ)

となる．

Proof. ω =
∑
dxi ∧ dξi，α =

∑
ξidxiであるので，

ιvω = ι(
∑
j

ξj∂/∂ξj)(
∑

dxi ∧ dξi) = −
∑

ξidxi = −α

となる．また vは fiberにそったベクトル場である．pt = (x, etξ)を tについて微分
すると

d

dt
pt =

d

dt
(x(t), ξ(t)) =

∑ dxi(t)

dt
∂/∂xi +

dξi(t)

dt
∂/∂ξi =

∑
ξi∂/∂ξi.

EXERCISE 2.1.5. M = T ∗X とする．gが αを保存するシンプレクティック同
相とする．このとき

g(x, ξ) = (y, η)⇒ g(x, λξ) = (y, λη) ∀(x, ξ) ∈M,λ ∈ R.

となる．特に，gは余接束の fiberを保存する．さらに f : X → Xで π ◦ g = f ◦ π
となる微分同相が存在し，g = f#となる．つまり gは f の liftである．（gが αを
保存すれば，じつはM の微分同相から導かれることがわかった）．



28 第 2章 シンプレクティック同相

Proof. 最初の主張は，今までの exerciseからわかる．つまり gは exp tvと可換で
あり，exp tvは fiber方向の拡大であるので．
次の主張も gは fiberを保存するので f(x) = π ◦ g(x, ξ)とすれば ξによらなず，

M の微分同相となる．
最後の主張は π ◦ g = f ◦ π であるので，g(p) = g(x, ξ) = q = (y, η)とすれ

ば，dπqdgp = dfxdπp が成立する．さらに (dgp)
∗αq = αp であった．また αp =

(dπp)
∗ξ, αq = (dπq)

∗ηであった．これらを組みあせれば

dπ∗
pdf

∗
xη = dg∗pdπ

∗
qη = dg∗pαq = αp = (dπp)

∗ξ

であり dπpは全射なので dπ∗
pは単射．よって ξ = (dfx)

∗ηをえる．

EXERCISE 2.1.6. M = T ∗Xとする．hをX上の滑らかな関数．このとき τ =

τh :M →M を
τh(x, ξ) = (x, ξ + dhx)

として定義する（つまり fiber方向へのずらし）．このとき

τ ∗hα = α + π∗dh

が成立する．よってこれから τ ∗hω = ωつまり τhがシンプレクティック同相である
ことがわかる．

Proof. αp = (dπp)
∗ξであった．dτp : TpM → Tτ(p)M から (dτp)

∗ : T ∗
τ(p)M → T ∗

pM

をえる．そこで

(τ ∗α)p = (dτp)
∗ατ(p) = (dτp)

∗(dπτ(p))
∗(ξ + dhx)

=(d(π ◦ τ)p)∗(ξ + dhx) = (dπp)
∗ξ + (dπp)

∗dhx = αp + (π∗dhx)p

となる．

2.2 generating function

2.2.1 シンプレクティック同相の構成

X1, X2を n次元多様体としてM1 = T ∗X1,M2 = T ∗X2とする．このとき

M1 ×M2 = T ∗X1 × T ∗X2
∼= T ∗(X1 ×X2)
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という自然な同型がある．この標準１形式は

α = pr∗1α1 + pr∗2α2

である．また標準２形式は

ω = −dα = pr∗1ω1 + pr∗2ω2

さて，M2上で次の involutionを考える．

σ2 :M2 ∋ (x2, ξ2)→ (x2,−ξ2) ∈M2

このとき σ∗
2α2 = −α2である．そこで

σ = id× σ2 :M1 ×M2 →M1 ×M2

を考えると，σ∗ω̃ = ωを得る．ここで ω̃は twisted form pr∗1ω1 − pr∗2ω2である．
Y を (M1×M2, ω)のラグランジアン部分多様体とすると，その twist Y σ = σ(Y )

は (M1 ×M2, ω̃)のラグランジアン部分多様体である．
シンプレクティック同相M1 →M2を得るための方法を書く（シンプレクティッ

ク同相を正準変換と呼ぶこともある）．

1. まず (M1 ×M2, ω)内のラグランジアン部分多様体 Y があるとする．

2. このとき (M1 ×M2, ω̃)内のラグランジアン部分多様体 Y σを得る．

3. Y σがある微分同相 ϕ :M1 →M2のグラフになるかを調べる．

4. Y σが ϕのグラフでラグランジアンなので，ϕはシンプレクティック同相であ
る．（定理 2.1.3）

Step 3においては次を調べればよい．i : Y σ →M1×M2を埋め込み写像として，
pr1 ◦ iと pr2 ◦ iが微分同相であることをみる．このとき ϕ := (pr2 ◦ i)−1(pr1 ◦ i) :
M1 →M2が微分同相となる．
そこで，M1 ×M2のラグランジアン部分多様体（よって正準変換を得る方法）
を得るために generating function（母関数）の方法を用いる．

2.2.2 母関数の方法

f ∈ C∞(X1 ×X2)に対して df を考える．f により生成されるラグランジアン多
様体とは

Yf := {((x, y), (df)(x,y)) | (x, y) ∈ X2 ×X2}
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であった．ここで記号として，

dxf := T ∗
xX1 × {0}に射影した (df)(x,y)

dyf := {0} × T ∗
yX2に射影した (df)(x,y)

を使えば
Yf = {(x, y, dfx, dfy)|(x, y) ∈ X1 ×X2}

となる（このようにしてよいのは T ∗
(x,y)(X1×X2) = T ∗

xX1× T ∗
yX2という同一視を

つかっているため）．注意すべきは dxfと書いてもこれは (x, y)に依存した 1-form

であること．
そこで

Y σ
f = {(x, y, dfx,−dfy)|(x, y) ∈ X1 ×X2}

を考える．これは (M1 ×M2, ω̃)のラグランジアン部分多様体である．この Y σが
ある微分同相 ϕのグラフとなるとき，ϕを f で生成されるシンプレクティック同相
とよび，f を母関数とよぶ．
そこで，いつ Y σ

f が ϕ のグラフとなるかを見ていこう．X1, X2 の座標として
(U1, x1, · · · , xn), (U2, y1, · · · , yn)とする．また対応するM1,M2の座標を
(T ∗U1, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn), (T ∗U1, x1, · · · , xn, η1, · · · , ηn)とする．微分同相 ϕ :

M1 → M2を一つ固定する．このとき Y σ
f が ϕ : M1 → M2のグラフになるための

必要十分条件は，任意の (x, ξ) ∈M1, (y, η) ∈M2に対して，

ϕ(x, ξ) = (y, η) ⇐⇒ ξ = dxf, η = −dyf

となることである．

Proof. Y σ
f が ϕのグラフである仮定する．このとき ϕ(x, ξ) = (y, η)なら ξ = dxf ,

η = −dyfとなる．また逆に ξ = dxf , η = −dyfなら ϕ(x, ξ) = (y, η)となる．次に,

微分同相ϕがあり，任意の (x, ξ) ∈M1, (y, η) ∈M2に対して，ϕ(x, ξ) = (y, η) ⇐⇒
ξ = dxf, η = −dyf が成立するとする．このとき ϕのグラフを書けば，

{(x, ξ, ϕ(x, ξ))|(x, ξ) ∈M1}

である．条件から Y σ
f が ϕのグラフであることがわかる．

そこで Y σ
f が ϕのグラフになるとき，(x, ξ) ∈ M1に対する像 (y, η) = ϕ(x, ξ)を

見つけるには，次のハミルトン方程式を解く必要がある．（x, ξを変数として，y, η
を求める）． {

ξi =
∂f
∂xi

(x, y) (∗)
ηi = − ∂f

∂yi
(x, y) (∗∗)
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(∗)の解 y = ϕ1(x, ξ)があれば，これを (∗∗)に代入して η = ϕ2(x, ξ)を得るので，
ϕ(x, ξ) = (ϕ1(x, ξ), ϕ2(x, ξ))を得る．そこで (∗)を解くためには

ξ =
∂f

∂xi
(x, ϕ1(x, ξ))

を解くことになるが，解けるための必要条件は陰関数定理から

det(
∂

∂yj

∂f

∂xi
)ni,j=1 ̸= 0

である．これが f がシンプレクティック同相 ϕを生成するための必要条件である．
局所的には，これが必要十分であるが，大域的には全単射性なども考える必要が
ある．

EXAMPLE 2.2.1. X1 = R，X2 = Rとして，X1×X2上で f(x, y) = −|x−y|2/2
を考える．
この f が生成するラグランジアン部分多様体はの twistは

Y σ
f = {(x, y, y − x, y − x)|(x, y) ∈ X1 ×X2}

ξi = yi−xi，ηi = yi−xiとなるので，ϕ(x, ξ) = (x+ξ, ξ)となる．そこでT ∗R = TR
と内積により同一視すれば，ϕはR上での自由粒子の運動に対応する．（つまり位
置が x，速さが ξの粒子は一秒後には位置は x+ ξになり，速さは ξのまま）

古典的な書き方との関係を述べておく．また，より一般的な母関数を述べる．
(p, q)をR2nの座標をダルブー座標とする（qが位置，pが運動量）．g : R2n → R2n

が正準変換とは g∗ω = ωとなる微分同相である．つぎは同値（単連結ということ
を用いていることに注意）

1. 正準変換

2.
∫
σ
ω =

∫
g(σ)

ω（∀σ）

3.
∫
γ
pdq =

∫
g(γ)

pdq（∀γ closed loop）（これは勝手な γ に対して単連結から
∂σ = γとなるものが存在することから．または closed formなら exact form）

正準変換によって移った座標を (P,Q) = (P (p, q), Q(p, q)) = (g1(p, q), g2(p, q))と
する．このとき 1-form pdq − PdQ = pdq − g∗(pdq)を考えると，∫

γ

pdq − PdQ =

∫
γ

pdq −
∫
γ

g∗(pdq) =

∫
γ

pdq −
∫
g(γ)

pdq = 0
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となり，
∫ p,q
p0,q0

pdq − PdQ = S(p, q)は関数としてwell-definedであり，

pdq − PdQ = dS

となる（単に pdq−PdQが closedなので局所的には Sが存在することを述べてい
る）．さらに，(p, q)の代わりに座標として (Q, q)がとれるとする．つまり，

det
∂(Q, q)

∂(p, q)
= det

∂Q

∂p
̸= 0

と仮定する．pは (Q, q)の関数としてあらわせる（このとき正準変換が自由とい
う），つまり S1(Q, q) = S(p(Q, q), q)となる．これが母関数である．実際

dS1(Q, q) =
∂S1

∂Q
dQ+

∂S1

∂q
dq = pdq − PdQ

であるので，

−∂S1(Q, q)

∂Q
= P,

∂S1(Q, q)

∂q
= p

となり，以前の定義と一致する．また，逆に S1(Q, q)に対して

det
∂2S1

∂Q∂q
̸= 0

が成立すれば S1はある（自由）正準変換の母関数である．
次に，自由正準変換でない場合を考える．例えば，座標として (P, q)がとれると

する．つまり，

det
∂(P, q)

∂(p, q)
= det

∂P

∂p
̸= 0

とする．このとき，pdq − PdQ = dSから

pdq +QdP = d(PQ+ S)

となる．そこで S2(P, q) = PQ+ S(p(P, q), q)とすれば，

dS2(P, q) =
∂S2

∂P
dP +

∂S2

∂q
dq

となるので，

p =
∂S2(P, q)

∂q
, Q =

∂S2(P, q)

∂P

となる．そこで，S2(P, q)が任意関数で，

det
∂2S2

∂q∂P
̸= 0
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とすれば，陰関数定理から p = ∂S2(P,q)
∂q

がP について解け，P = P (p, q)となる．さ

らに，Q = ∂S2(P,q)
∂P

へ代入すればQ = Q(p, q)となる．そして，(p, q) → (P,Q)が
正準変換となる．この S2 = S2(P, q)も母関数とよぶ．

Proof.

pdq +QdP =
∂S2(P, q)

∂q
dq +

∂S2(P, q)

∂P
dP = dS2(P, q)

となので，dp ∧ dq + dQ ∧ dP = 0となる．つまり dp ∧ dq = dP ∧ dQとなるので
シンプレクティック構造が保存される．

さて，
∂(P,Q)

∂(p, q)
=

(
∂P
∂p

∂Q
∂p

∂P
∂q

∂Q
∂q

)
において，上で述べた条件 det ∂Q

∂p
̸= 0または det ∂P

∂p
̸= 0は適当な（シンプレク

ティック）線形変換を行えば，可能である．これは次の補題による．

Lemma 2.2.1. X = ( A B
C D ) を 2n × 2n行列とする．さらに rank(A,B) = nで

AtB = BtAが成立するならシンプレクティック行列Eが存在してXE =
(
A′ B′

C′ D′

)
に対して detA′ ̸= 0となるようにできる．

（証明は「常微分方程式と解析力学」[伊藤]を参照．簡単な線形代数）この補題
の仮定はX がシンプレクティック行列なら成立する．実際，シンプレクティック
なら detX ̸= 0なら rank(A,B) = nであり，X tJX = J からAtB = BtAが成立
する．
そこで，条件 det ∂Q

∂p
(0, 0) ̸= 0または det ∂P

∂p
̸= 0を適当なシンプレクティック線

形変換により仮定できるので，ある正準変換で det ∂Q
∂p
̸= 0となるものがあれば，

母関数を得ることができる．つまり局所的には母関数をつくれる．

Remark 2.2.1. 正準変換はシンプレクティック同相のことであり，2n個の関数を
2n個の関数へ移すものである．それが自由な正準変換なら母関数により与えられ
る．正準変換が，母関数という一つの 2n変数関数で記述できるのだから，力学系
を解くのに非常に計算が楽になることになる．
母関数が有用性に対しては次のハミルトンヤコビの方法がある．ハミルトン関
数H(p, q)がある正準変換によりK(Q)の形になったら，これはハミルトン方程式
Q′ = 0, P ′ = −∂K/∂Qであるのですぐにとける．そのためH(p, q)をK(Q)へ移
すような正準変換が求まれば系が解けることになる．実際ハミルトン方程式は

dP

dt
=
∂K

∂Q
,

dQ

dt
= −∂K

∂P
= 0,
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となる．そこでそのような正準変換に対する母関数 S1が合ったとすると，

H(
∂S1(Q, q)

∂q
, q, t) = K(Q) (∗)

を満たすことになる（Hamiltion-Jacobiの方程式の特別な場合）．逆にn個のパ
ラメータQiに依存し，det ∂2S1/∂Q∂q ̸= 0となり，上の (∗)をみたす S1が求まれ
ば．系は積分で解けることになる（Jacobiの定理）．またQの各成分Qiは系の第
一積分であり，ポアソン括弧で可換である．ポアソン括弧はωで定まるので正準変
換（シンプレクティック同相）により不変であるので，Qiを元に戻せば，Qi(p, q)

はもとの座標におけるハミルトン系の第一積分となる．つまり，系が解けるため
にはポアソン括弧で可換な第一積分が n個もとまればよい．

2.2.3 geodsic flowへの応用

Xを連結リーマン多様体とする．γ : [a, b]→ Xをなめらかな曲線とする．この
arc-lengthとは ∫ b

a

√
gγ(t)(

dγ

dt
,
dγ

dt
)dt

のこと．

Definition 2.2.1. x, yの距離とは xと yを結ぶすべての piceswiseな滑らかな曲
線にたいする arc-lengthの inf d(x, y)のこと．
また xと yを結ぶ曲線が最短測地線とは,その曲線の arc-lengthが距離に一致す

ること．
(X, g)が測地線的に凸とは，すべての点 xが他の点 yと唯一つの最短測地線でむ

すべることである（パラメータのとり方をのぞいて）．

EXAMPLE 2.2.2. 球面は測地線的に凸ではない．X = Rは測地線的に凸であり，
そのリーマン距離は，ユークリッド距離 |x− y|に等しい．

(X, g)を測地線的に凸な完備リーマン多様体とする．このとき関数

f : X ×X ∋ (x, y) 7→ −d(x, y)
2

2
∈ R

を考える．この時 f が生成するシンプレクティック同相 T ∗X → T ∗Xを見ていく．
我々が解くべき方程式は {

ξ = dxf(x, y(x, ξ))

η(x, ξ) = −dy(x, y(x, ξ))



2.2. generating function 35

で,(y, η) ∈ T ∗Xをこの式をといて (x, ξ) ∈ T ∗Xについて表す必要がある．リーマ
ン計量による同一視 TX ∼= T ∗Xのもとで ξに対応するベクトルを vとし，ηに対
応するベクトルをwとすれば，{

gx(v, ·) = dxf(·)
gy(w, ·) = −dyf(·)

と書き直せる．そこで γ を xから出る速度 vの測地線とする．つまり γ(0) = x,

dγ/dt(0) = vである．このとき ϕ : T ∗X ∼= TX → TX ∼= T ∗Xを

ϕ : TX ∋ (x, v) 7→ (y, w) = (ϕ1(x, v), ϕ2(x, v)) = (γ(1), dγ/dt(1)) ∈ TX

とすると，これは f が生成する（f を母関数とする）シンプレクティック同相とな
り，これをX上の geidesic flowとよぶ．

Proof. y = ϕ1(x, v) := exp(x, v)(1)としたとき，これが解になることを見る．まず

f(x, y) = −d(x, y)2/2 = −d(x, exp(x, v)(1))2/2

である．この関数を点 xでまず v ∈ TxM 方向に微分して (dxf)(v)を計算しよう
（yは固定）．そこで xを通る曲線 x(t) = exp(x, v)(t)を考える（x′(0) = v）．

f(exp(x, v)(t), y) = −1/2(
∫ 1

t

∥v∥ds)2 = −(1− t)2∥v∥2/2

となる．これは exp(x, v)(t)と y = exp(x, v)(1)を結ぶ最短測地線は x(s)であり，
その速さは ∥v∥で一定であることからわかる（測地線の速さは一定）．そこで，こ
れを tで微分して t = 0とすれば，∥v∥2となるので gx(v, v) = dfx(v)が成立する．
その他の方向 u ∈ TxM にも微分して，gx(v, u) = (dfx)(u)であることを確かめ

よう．yを中心とする測地座標を exp : TyX ∋ w → exp(y, w)(1) ∈ X とかく．こ
のとき，ある w0 ∈ TyX が存在して x = exp(y, w0)(1)となる（ここで vは v =

−(exp∗)w0w0である）．この測地線座標で TyX内の曲線X(t)で gy(X(t), X(t)) =

gy(w0, w0)かつX(0) = w0, X
′(0) = uとなるものを考える．つまり TyX の半径

∥w0∥の球面内の曲線でw0での接ベクトルが uとなるものである．

ϕ(s, t) := exp(y,X(t))(s) = exp(y, sX(t))(1) ∈ X

を考える（ここで，一般に γ(s)が γ′(0) = v かつ γ(0) = xの測地線とすれば，
γ̃(s) = γ(cs)は γ̃′(0) = cvかつ γ̃(0) = xの測地線である．そして，γ̃(1) = γ(c)が
成立する．よって，上の式で exp(y,X(t))(s) = exp(y, sX(t))(1)が成立するのであ
る）．この ϕ(s, t)に対しては，
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1. x(t) := ϕ(1, t) = exp(y,X(t))(1) は x を通る曲線で x(0) = x, x′(0) =

(exp∗)w0uである．

2. γ(s) := ϕ(s, 0) = exp(y, sw0)(1) = exp(y, w0)(s)は γ(1) = xかつ γ′(0) = w0

をみたす測地線である．また γ′(1) = (exp∗)w0w0 = −vとなる．また γt(s) =

ϕ(s, t)も sについて測地線である．

y

w0

u

X(t)

exp∗ u

TxX
TyX

x(t)

v

(exp∗)w0wo x

このとき

gϕ(s,t)(
∂ϕ

∂s
,
∂ϕ

∂s
) = gy(X(t), X(t)) = ∥w0∥2

である（測地線の速さが一定なので）．これを sについて 0から 1まで積分して２
乗して−1/2倍すれば f(x(t), y)を得るが，tによらないので，微分すれば 0であ
る．さて一方，直交するベクトルを指数写像で移したとき，再び直交する．つまり
gx((exp∗)w0w0, (exp∗)w0u) = −gx(v, (exp∗)w0u) = 0である．以上から，点 xで vに
直交した接ベクトルに対して，gx(v, (exp∗)w0u) = dfx((exp∗)w0u) = 0がわかった．
よって gx(v, ·) = dfx(·)を解くと ϕ1(x, v) = exp(x, v)(1)である．
次に ϕ2(x, v) =

d exp(x,v)
dt

(1)であることを証明する．つまり

gy(
d exp(x, v)

dt
(1), ·) = −dfy(·)

を証明する．yをとおり接ベクトルが d exp(x,v)
dt

(1)の曲線として測地線 exp(x, v)(t)

をとる．これは exp(x, v)(1) = yで t = 1での接ベクトルは d exp(x,v)
dt

(1)である．

f(x, exp(x, v)(t)) = −1/2(
∫ t

0

∥v∥ds)2 = −1/2t2∥v∥2

である．これを微分して t = 1とすれば，−∥v∥2である．一方gy(
d exp(x,v)

dt
(1), d exp(x,v)

dt
(1)) =

∥v∥2であるの．
次に yにおける接ベクトルで d exp(x,v)

dt
(1) = (exp∗)vvに直交する w′を考えれば，

先ほどと同じ議論により gy(
d exp(x,v)

dt
(1), w′) = 0 = −dfy(w′)となる．
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また ϕ(x, v) = (exp(x, v)(1), d exp(x,v)
dt

(1))が微分同相を与えることはすぐにわか
る．

リーマン多様体M を考えてシンプレクティック多様体 T ∗M ∼= TM を考える．
このときハミルトニアンとして h(x, ξ) = 1

2
gx(ξ, ξ)を考える．このとき定まるハミ

ルトンベクトル場を考えよう．ξ =
∑
ξidxiと書けば，これはベクトル場としては

vj =
∑
ξig

ijに対応する．

h(x, ξ) =
1

2

∑
gij(x)ξiξj

である．このときのハミルトン方程式は，

dxi
dt

(t) = gijξj = vi,
dξi
dt

(t) = −1

2

∂gkl

∂xi
ξkξl

となる．これをもう少しわかりやすい形に書き直す．

dvi

dt
(t) =

∑ d(gij(x(t))ξj(t))

dt
(t) =

∑
jk

∂gij

∂xk

∂xk
dt

ξj(t) +
∑
j

gij
∂ξj
dt

=
∑
jk

∂gij

∂xk

∂xk
dt

ξj(t)−
∑
klj

gij
1

2

∂gkl

∂xj
ξkξl =

∑
jk

∂gij

∂xk
vkgjlv

l −
∑
klj

gij
1

2

∂gkl

∂xj
gskv

sgtlv
t

= −
∑
jk

gpi
∂gpq
∂xs

gqjvsgjtv
t +
∑
klj

gij
1

2

∂gpq
∂xj

gpkgqlgskgtlv
svt

= −
∑
jk

gpi
∂gpk
∂xj

vjvk +
∑
klj

gip
1

2

∂gjk
∂xp

vjvk

一方で測地線の方程式を書けば

dvi

dt
(t) = −1

2

∑
jkp

gip(
∂gjp
∂xk

+
∂gkp
∂xj
− ∂gjk
∂xp

)vjvk

= −1

2

∑
jkp

gip(2
∂gjp
∂xk
− ∂gjk
∂xp

)vjvk

このように，ハミルトン方程式の解は測地線の方程式である．そこで TM ∼= T ∗M

上のハミルトンベクトル場Xhから定まる TM 上の flowを測地流 ϕt（geodesic

flow）とよぶ．特に，ϕ1は先ほど与えたものと一致する．ハミルトンベクトル場
はシンプレクティックベクトル場であるので，ϕtはシンプレクティック同相の 1パ
ラメータ変換群である．以上から hが定める flowに対する母関数が前に与えた f

となるのである．
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h = 1とすれば球面束 S(TM)を与えるが，ハミルトン関数のレベル集合である
ので，これはXhによって不変である．また，後で述べるように S(TM)は接触多
様体であるが，自然な接触構造に関してXhはReeb（レーブ）ベクトル場になる．

Remark 2.2.2. もう少し一般の場合を考える．リーマン多様体 (X, g)を考え，T ∗M ∼=
TM としておく．ハミルトニアンとしてポテンシャル付のものを考えるH(q, p) =

T (q, p)+U(q)さらにXHをハミルトンベクトル場とする．エネルギー曲面H−1(h)

上の q′(t) ̸= 0を満たす積分曲線は U(q(t)) < hをみたし，その軌道は Ω = {q ∈
M |h > U(q)}にリーマン計量 g̃(q) := (h− U(q))g(q)としたときの測地線となる．

2.3 安定性

2.3.1 微分方程式のflow

常微分方程式の基本的事実を復習しよう．常微分方程式とは，f(x)をRn上のベ
クトル場として，x′(t) = f(x)という方程式のことである．さらに，ベクトル場が
時間依存型の場合も考える．つまり

x′ = f(t, x)

である．この場合には，t = x0として，

x′0 = 1, x′k = fk(x0, x1, · · · , xn) k = 1, · · · , n

とすることにより，ベクトル場が時間依存型でないものに帰着する．ただし，相
空間はRnではなく，一次元広がったR×Rnとなる（拡大相空間といったいりす
る）．そこで，(τ, ξ)を通る解を x(t) = x(t, τ, ξ) ∈ Rnと書くことにする（tは τ を
含むある区間の点．x(τ) = x(τ, τ, ξ) = ξ））．ベクトル場が時間に依存しない場合
には，x(t) = x(t, τ, ξ) = x(t − τ, 0, ξ)となることに注意する．この場合は，通る
点がわかれば解（積分曲線は）は定まる．
存在と一意性：f(x, t)が連続で，xについてリプシッツ連続なら局所解が一意的

に存在する．また，任意の点に対して，ある近傍 U が存在して，xについてリプ
シッツ連続のとき，局所リプシッツ連続とよぶ．fが局所リプシッツ連続なら，局
所解を繋げていくことにより，極大延長解が唯一つ存在することがわかる．
Flow：x′ = f(t, x)の初期値 (τ, ξ)に対する解を x(t, τ, ξ)とする．このとき，

ϕt,τ (ξ) := x(t, τ, ξ)として，

ϕt,τ : U ∋ ξ → x(t, τ, ξ) ∈ Rn



2.3. 安定性 39

という写像を考える．解の一意性から，一対一写像であり，連続である．さらに，
ϕτ,t(x(t, τ, ξ)) = ξである（実際，初期値を (t, x(t, τ, ξ))として τ での値を考える
ので，解の一意性から ξである）．よって，(ϕt,τ )−1 = ϕτ,tとなる．このように，
ϕt,τ : U → ϕt,τ (U) ⊂ Rnは同相写像である．この ϕt,τ を微分方程式 x′ = f(t, x)に
対する flowとよぶ．また．時間依存しないベクトル場の場合には，ϕt,τ = ϕt−τ,0

であり，ϕt = ϕt,0と書くと，いわゆる 1パラメータ変換群になる．一方，時間依存
ベクトル場の場合には ϕt,0が群になるとは限らない．また，ϕs,tϕt,τ (ξ) = x(s, τ, ξ)

が成立する．実際，ϕt,τ (ξ) = x(t, τ, ξ)であり，ϕs,t(x(t, τ, ξ))は (t, x(t, τ, ξ))の sで
の値となるため．

EXAMPLE 2.3.1. f(t, x) = f(t + T, x)とベクトル場が周期的な場合を考える．
t = x0として，方程式は

x′0 = 1, x′ = f(x0, x) = f(x0 + T, x)

となる．(τ, ξ)を通る解は，(x0(t), x(t)) = (t, x(t, τ, ξ)) ∈ R×Rnとかける．そこで，

(y0(t), y(t)) := (t, x(t, τ, ξ)) + (T, 0)

とすれば，

y′0 = 1, y′(t) = x′(t) = f(x0(t), x(t)) = f(x0(t) + T, y(t)) = f(y0(t), y(t))

となるので，(y0(t), y(t))も解であり，t = τとすれば，(τ+T, x(τ, τ, ξ)) = (τ+T, ξ)

を通ることがわかるので，解の一意性から y(t) = x(t+ T, τ + T, ξ)となる．一方，
y(t) = x(t, τ, ξ)であったので，

x(t+ T, τ + T, ξ) = x(t, τ, ξ)

が成立する．特に，x(t, 0, ξ) = x(t+ T, T, ξ)であるので，帰納的に

x(t+ nT, nT, ξ) = x(t, 0, ξ), x(nT, nT, ξ) = x(0, 0, ξ)

を得る．さて，flowを考えてみよう．まず，一般に

ϕnT,0 = ϕnT,(n−1)Tϕ(n−1)T,(n−2)T · · ·ϕT,0

が成立する．さらに，今回の場合いには，

ϕ(n+1)T,nT (ξ) = x((n+ 1)T, nT, ξ) = x(T, 0, ξ) = ϕT,0(ξ)

となるので，ϕ(n+1)T,T = ϕT,0が成立するので，

ϕ := ϕT,0 : Rn → Rn
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とすれば，
ϕnT,0 = ϕ(n) = ϕ · · ·ϕ︸ ︷︷ ︸

n

となる．
例えば，ϕnT,0(ξ) = ξとなるなら，x(nT, 0, ξ) = ξとなるので，x(t) = x(t, 0, ξ)

は周期 nT の周期解であることに注意．
また，

ϕt,0(ξ) = x(t, 0, ξ) = x(t− nT,−nT, ξ) = ϕt−nT,0(x(0,−nT, ξ))
= ϕt−nT,0x(nT, 0, ξ) = ϕt−nT,0ϕ(n)(ξ)

となるので，
ϕt,0 = ϕt−nT,0 ◦ ϕ(n)

が成立する．これらの事実を次の安定性で使う．

2.3.2 安定性

微分方程式（特にハミルトン系）を考えたとき，解の安定性を考えることは重要で
ある．安定性の前に，初期値依存性について述べておく．常微分方程式x′ = f(t, x)

を考える．また，時間 tは有限区間 Iで考えるとする．解 x0(t)に対して，(t, x0(t))

の十分近傍U が存在して，(τ, ξ) ∈ U をとおり，I上で定義される解 x(t, τ, ξ)が存
在し，

∥x(t, τ, ξ)− x0(t)∥ ≤ ∥ξ − x0(τ)∥eL|t−τ |

となる（Lは f のリプシッツ連続性に使う正定数）．これが初期値依存性である．
特に，有界区間で考えているなら，初期値を近づければ，x(t, τ, ξ)は x0(t)に近づ
くことがわかる．
しかし，Iが無限区間の場合には，右辺は発散してしまうので，初期値が近いか

らといって，x(t, τ, ξ)が x0(t)に近づくかはわからない．

Proof. x′(t) = x2を考える． 1
x2
dx = dtであるので，−x−1 = t − C となるので，

x(t) = − 1
t−C となる．そこで平衡解 x(t) ≡ 0（初期値は (t, x) = (0, 0)）を考えた

とき，Cを十分大きくとれば，平衡解に初期値が近い解 x(t) = − 1
t−C をとれるが，

t→ Cのときこれは，発散している．

そこで，無限区間の場合の初期値依存性の概念として，安定性や漸近安定性を
定義しよう．
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まず微分方程式 x′ = f(x)を考える（右辺は tに依存しないとする）．例えば，
時間に依存しないハミルトニアンを考え，そのハミルトンベクトル場をXH とし
たときの微分方程式 x′(t) = XH である．このとき解 x(t) = x(t, p)が安定（pは初
期条件）であるとは，任意 ϵに対して，次をみたす δ > 0が存在すること．

∥p− p′∥ < δ ⇒ ∥x(t, p)− x(t, p′)∥ < ϵ ∀t ∈ [0,∞)

つまり初期値が近ければ，どんなに遠くまでいっても解が近いことである．また，
漸近安定とは，ある δが存在して

∥p− p′∥ < δ ⇒ lim
t→∞
∥x(t, p)− x(t, p′)∥ = 0

となることである．

Remark 2.3.1. 漸近安定とする．上のような δを選んでおく．さらに任意の ϵ > 0

に対して，t ≥ ∃t1なら |x(t, p)− x(t, p′)| < ϵとできる．一方，初期値依存性から
∥p− p′∥ < δ1なら t ≤ t1に対しても |x(t, p)− x(t, p′)| < ϵとなるような δ1が存在
する．そこでmin{δ, δ1}をとれば，安定性がいえる．つまり漸近安定なら安定で
ある．（というより，安定な解の特別な場合が漸近安定）

時間依存型ベクトル場に対する微分方程式も同様に定義すればよいが，解は始点
(τ, p) ∈ R × Rnに依存していることに注意する．つまり x0(t)が安定であるとは，
任意の ϵ > 0および τ に対して，ある δ = δ(ϵ, τ) > 0が存在して，|x0(τ)− ξ| < δ

なら，|x0(t)− x(t, τ, ξ)| < ϵとなること．
安定性を議論する際に解としては，平衡解（動かない解）や周期解などの特別
な解に対する，安定性を考える．

EXAMPLE 2.3.2. 簡単な例として x′ = Axという線形微分方程式を考える．こ
の解は，初期値x0に対して，x(t) = (exp tA)x0として与えられる．例えば，x0 = 0

とすれば解は x(t) = 0であり，平衡解である．また平衡解は x(t) = 0という解し
かない．この平衡解の安定性を考えてみよう．Aの固有値の実部の符号が負なら，
exp tA→ 0であるので漸近安定である（これは，初期値を少しずらした解を考え
たとき解が平衡解に t → ∞で近づくことを意味する）．また，A ∈ so(n)なら，
exp tAは回転を与えるので，初期値を少しずらした解は平衡解（原点）のまわり
をぐるぐる回る解である（Aの固有値は純虚数）．これは安定であるが漸近安定で
はない例である．また，Aの固有値の実部の符号が正なら，初期値を少しずらし
た時，tを大きくすれば平衡解から離れていってしまう．これは不安定な例である．
（固有値の実部の符号が正，負，両方現れる場合も同様である）．またAが対角化
可能でない場合にはジョルダン標準形を使えばよい．
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次に時間依存型のハミルトニアンに現れるような微分方程式を考える．つまり，

x′ = f(t, x)

という方程式である．さらに，周期的と仮定する（f(x, t+ T ) = f(x, t)）．前に述
べたように，flowを ϕt,τ (p) = x(t, τ, p)として，ϕ := ϕT,0とすれば，

ϕt,0 = ϕt−nT,0 ◦ ϕ(n)

が成立した（ここで nT ≤ t ≤ (n + 1)T となる nを選んでいる．また，面倒な
ので t > 0と仮定している）．そこで，x(t, 0, ξ)の漸近安定性や安定性をみるに
は，{ϕ(n)}nを調べればよいことになる．また，ϕmT (p) = pを満たす点があれば，
x(t) = x(t, 0, p)は周期mT の周期解であることに注意する．つまり周期解を調べ
るには，不動点のまわりを調べればよいことになる．
そこで，写像 ϕの繰り返し合成（iteration）を考えよう．いわゆる離散力学系で

ある．写像 ϕに対して，ϕ(n) = ϕ ◦ · · · ◦ ϕを考える．点 pに対して {ϕ(n)(p)}nを p

の軌道とよぶ．また ϕ(m)(p) = pのとき周期mの周期点（periodic point）とい
い，ϕ(p) = pのとき pを不動点とよぶ．
このとき安定性をつぎのように定義する．任意の ϵに対して，ある δ > 0が存

在して ∥x− p∥ < δなら任意の n ∈ Nに対して ∥ϕ(n)(x)− ϕ(n)(p)∥ < ϵのとき，軌
道 {ϕ(n)(p)}nは安定であるという．（安定でないときは不安定とよぶ）．またある
δ > 0が存在して

∥x− p∥ < δ ⇒ lim
n→∞

∥ϕ(n)(x)− ϕ(n)(p)∥ = 0

のとき軌道は漸近安定であるという．

Remark 2.3.2. この定義と初期値依存性をあわせれば，次のことは明らか．「周期
的ベクトル場に対する，微分方程式x′ = f(t, x) = f(t+T, x)に対する，解x(t, 0, ξ)

の安定性，漸近安定性は，ϕの安定性，漸近安定性と同値である」．

EXAMPLE 2.3.3. ϕ = expA : Rn → Rnという写像を考える x = 0は不動点で
ある．Aの固有値の実部の符号が負なら漸近安定である．A ∈ so(n)なら，安定で
あるが漸近安定ではない例である．

離散力学系では，不動点（軌道がその点のみ）に対する安定性を考えることが
多い．次の命題は，ϕを線形近似して ϕ(x) = Ax+ o(∥x∥)として考えればよい．

Proposition 2.3.1. 不動点 pを考え，ϕはその近傍でC1級とする．dϕp : TpM →
TpM の固有値の絶対値がすべて 1より小さいなら pは漸近安定な不動点である．
また絶対値が 1より大きい固有値をもつなら pは不安定である．
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写像の不動点 pを考え，dϕpが固有値 1をもたないとき，不動点 pは非退化であ
るという．

Proposition 2.3.2. 非退化不動点は孤立している．

Proof. 写像 ϕをM ×M内のグラフでかけば，恒等写像のグラフ（diagonal）との
交点が不動点である．このとき

Tpdiag(M) = span{∂i ⊕ ∂i}, Tpgraph(ϕ) = span{∂i ⊕ dϕp∂i}

となる．dϕpが固有値 1を持たないので，

Tpdiag(M) + Tpgraph(ϕ) = Tp(M ×M)

となるので，横断的に交わっている．よって非退化不動点は孤立している．

時間に依存しないハミルトン系を考えて，ある周期軌道で周期 T のものがあっ
たとする．この軌道上の点はすべてψ := ϕT に対して不動点である．その軌道上の
点 pを固定する．dψpを考えたときハミルトンベクトル場は固有値 1のベクトル場
である．実際 ϕT ◦ ϕs(p) = ϕs ◦ ϕT (p)であるので dψpXH = XH となる．（これは軌
道上の点がすべて不動点であることからもわかる．もちろん退化した点である）．
これでは先ほどの意味での漸近安定ということは起こりえない（固有値 1が存在
するので）．そこで周期解の安定，漸近安定性を考えるときは，軌道と横断的な方
向のみを考える．実際，軌道と横断的である pの近傍U,U ′がとれて，Φ : U → U ′

という微分同相写像（周期軌道 γに沿ったポアンカレ写像という）をとることが
でき，この写像に対して，pは不動点である．このΦに対して安定，漸近安定性を
定義する．そして，周期軌道の近くにある解の挙動がわかることになる．
この sectionの細かいことは [Macduff-Salamon]や [伊藤]を参照．

2.3.3 Periodic Points

X を n次元多様体とし，M = T ∗X を標準的シンプレクティック形式をもつ余
接束とする．また関数 f : X × X → Rがシンプレクティック同相 ϕ : M → M

（ϕ(x, dxf) = (y,−dyf)）を生成すると仮定する（つまり f が ϕの母関数）．
この ϕの固定点を探そう．

ψ : X → R ψ(x) = f(x, x)

という関数を考える．このとき
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Proposition 2.3.3. シンプレクティック同相 ϕの固定点とψの臨界点は一対一対
応する．

Proof. x0 ∈ Xとして，dx0ψ = (dxf + dyf)|(x,y)=(x0,x0)である．ξ = dxf |(x,y)=(x0,x0)

とすれば，

x0が ψの臨界点 ⇐⇒ dx0ψ = 0 ⇐⇒ dyf |(x,y)=(x0,x0) = −ξ

である．ϕは f で生成されるものであるので，ϕ(x0, ξ) = (x0, ξ)であるのでこれは
固定点に対応する（逆も同様）．

ϕを繰り返して，
ϕ(N) = ϕ ◦ ϕ · · · ◦ ϕ :M →M

というシンプレクティック同相を考える．ϕ(N)が，ある関数 f (N)により生成され
るとすると ϕ(N)の固定点は ψ(N)(x) = f (N)(x, x)の臨界点に対応する．一般には
ϕ(N)に対する母関数はみつからないが，適当な仮定をすれば成立する．つまり，ϕ
の周期N の点を見つけるには，f (N)の臨界点を見つければよいことになる．
fが生成するシンプレクティック同相をϕとする．このときx, y ∈ Xを固定して，

X ∋ z 7→ f(x, z) + f(z, y) ∈ R

を考える，これが唯一つに臨界点 z0をもつして，さらにそれが非退化と仮定する．
このとき

f (2)(x, y) := f(x, z0) + f(z0, y)

を考える．

Theorem 2.3.4. この関数 f (2)は滑らかであり ϕ(2)の母関数である．

Proof. z0が臨界点なので dyf(x, z0)+ dxf(z0, y) = 0が成立する.（いま x, yを固定
して考えたが，臨界点 z0はパラメータ (x, y)に依存していることに注意する．そ
の方程式が今挙げたもの）．またこれが非退化なので

det[
∂

∂zi
(
∂f

∂yj
(x, z) +

∂f

∂xj
(z, y)]z=z0 ̸= 0

である．そこで陰関数定理から z0 = z0(x, y)は滑らかである．つまり臨界点はパ
ラメータ (x, y)に対して滑らかである．
次に，f (2)(x, y)が ϕ(2)の母関数であることをみていく（どちらも別々に与えら

れている）．そのための必要十分条件は

ϕ(2)(x, dxf
(2)) = (y,−dyf (2))
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である．
そこでまず

dxf
(2)(x, y) =

∂f(x, z0)

∂x
+
∂f(x, z0)

∂y

∂z

∂x
+
∂f(z0, y)

∂x

∂z

∂x
=
∂f(x, z0)

∂x

なので

ϕ(2)(x, dxf
(2)(x, y)) =ϕ(ϕ(x, dxf

(2)(x, y))) = ϕ(ϕ(x, dxf(x, z0)))

=ϕ(z0,−dyf(x, z0)) (ϕが f により生成されるので)

=ϕ(z0, dxf(z0, y)) (z0が臨界点から)

=(y,−dyf(z0, y)) (ϕが f により生成されるので)

=(y,−df (2)
y (x, y))

となる．

この議論は繰り返すことができる．つまりϕ(3)に対する母関数をもとめよう．関
数として

f : X ×X ∋ (z, u) 7→ f(x, z) + f(z, u) + f(u, y) ∈ R

が唯一つの臨界点 (z0, u0)をもち，それが非退化とする．このとき

f (3)(x, y) = f(x, z0) + f(z0, u0) + f(u0, y)

が母関数になる．

Proof. まず臨界点であることから

dyf(x, z0) + dxf(z0, u0) = 0, dyf(z0, u0) + dxf(u0, y) = 0

をえる．非退化性から

det[
∂

∂zi
(
∂f

∂yj
(x, z) +

∂f

∂xj
(z, u))](z,u)=(z0,u0) ̸= 0

det[
∂

∂ui
(
∂f

∂yj
(x, z) +

∂f

∂xj
(z, u))](z,u)=(z0,u0) ̸= 0

det[
∂

∂zi
(
∂f

∂yj
(z, u) +

∂f

∂xj
(u, y))](z,u)=(z0,u0) ̸= 0

det[
∂

∂ui
(
∂f

∂yj
(z, u) +

∂f

∂xj
(u, y))](z,u)=(z0,u0) ̸= 0
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が成立する．よって陰関数定理から (z0, u0) = (z0(x, y), u0(x, y))となる．そこで

ϕ3(x, dxf
3) = ϕ3(x.dxf

3(x, y)) = ϕ3(x, dxf(x, z0)) = ϕ2(z0,−dy(x, z0))
= ϕ2(z0, dxf(z0, u0)) = ϕ(u0,−dfy(z0, u0)) = ϕ(u0, dxf(u0, y))

= (y,−dyf(u0, y)) = (y,−dyf 3(x, y))

となる．

2.3.4 ビリヤード

χ : R→ R2を滑らかな平面曲線で以下をみたすとする

• 周期１とする．χ(s+ 1) = χ(s)．

• arc-lengthパラメータ．|dχ/ds| = 1．

• χで囲まれるY が凸 (convex)とする．接線 {χ(s)+ tdχ/ds|t ∈ R}とX = ∂Y

の交点が一点 χ(s)．

この Y 内を速度一定で転がるボールを考えて，その境界で普通の反射をするとす
る．そこで

ϕ : R/Z× (−1, 1) ∋ (x, v) 7→ (y, w) ∈ R/Z× (−1, 1)

が定まる．ここで点 x では角度 arccos v で入ったときに，次に y において角度
arccoswでぶつかることを意味する．

arccos v

arccosw
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χによりR/ZとXを同一視して，f : R/Z×R/Z→ Rを f(x, y) = −|x− y|で
定義する（ここで注意すべきは |x − y|は χの像でのR2内の距離である．つまり
|x− y|は正確には |χ(x)− χ(y)|のこと）．これは diagonal部分以外では滑らかで
ある．
ϕ(x, v) = (y, w)つまりボールの軌道は (x, v)の次に (y, w)にくるとする．この
とき f が ϕに対する母関数である．

Proof. dxf = − x−y
|x−y| の TxXへの射影 = v

dxf = − y−x
|x−y| の TyXへの射影 = −w

となるので．

そこで，周期点をみつけるよう（例えばN > 1回後にもとに戻るもの．始点か
らN − 1回壁に反射してもとに戻る）.それは ϕ(N)の固定点であるが，この母関
数を fN(x, y)とすれば fN(x, x)の臨界点である．また fN が母関数となるための
条件と合わせれば

X × · · · ×X →R
(x1, · · · , xN) 7→f(x1, x2) + f(x2, x3) + · · ·+ f(xN , x1)

= |x1 − x2|+ |x2 − x3|+ · · ·+ |xN − x1|

の臨界点をみつければよい．
また

R/Z× (−1, 1) ∼= {(x, v)|x ∈ X, v ∈ TxX, |v| < 1} ∼= A

はX上の開円板接束であり，開穴あき円板になる．そして ϕ : A→ Aは面積保存
（シンプレクティック同相）であることに注意．

2.3.5 ポアンカレの再帰定理

Theorem 2.3.5 (ポアンカレの再帰定理). ϕ : A→ Aを有限体積多様体Aの体積
保存微分同相とする．p ∈ A, U を pの近傍とする．このとき q ∈ U とある正整数
N で ϕ(N)(q) ∈ U となるものが存在．（ϕ(N)の固定点はこの特別な場合である）．

Proof. U0 = U , U1 = ϕ(U0), ...とする．もしこれらの集合が互いに素ならvol(Ui) =

vol(U) > 0であるので
volA ≥ vol(U0 ∪ · · · ) =∞

となる．よって ϕk(U) ∩ ϕl(U) ̸= ∅である．よって ϕk−l(U) ∩ U ̸= ∅となる．
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EXAMPLE 2.3.4. S1を考えて，α回転を gとする．これは線素を保存する．α ̸=
2πm/nなら {gkx}kは S1上いたるところ稠密である．

EXAMPLE 2.3.5. ２次元トーラスを考えて，

gt(ϕ1, ϕ2) = (ϕ1 + α1t, ϕ2 + α2t)

を考えると，これは面積を保存する．α1/α2が無理数なら gt(ϕ1, ϕ2)はいたるとこ
ろ稠密である．

Remark 2.3.3. このような状況（体積保存）が起こるのは，例えばシンプレクティッ
ク同相である．特に，ハミルトニアンがあって，ハミルトニアンの flowは体積を
保存する．（後述）．またリーマン多様体上のリーマン体積要素を考える．ベクト
ル場Xが div(X) = 0を満たすなら，体積保存（LXvol = 0）である．

次の定理は力学系において重要な応用をもつ（証明は [Macduff-Salamon]をみよ）．

Theorem 2.3.6 (ポアンカレの最後の幾何学的定理．ポアンカレ-バーコフの定
理). A = R/Z× [−1, 1]とする．ϕ : A→ Aを面積保存微分同相で境界をその境界
にうつし，回転方向は反対方向になるとする．このとき ϕは少なくとも二つの固
定点をもつ．

ここで回転方向が反対とは，

R/Z× [−1, 1] ∋ (x, y)→ ϕ(x, y) = (x+ g(x, y), f(x, y)) ∈ R/Z× [−1, 1]

と書いたとき g(x,−1) < 0で g(x, 1) > 0となるもの．
x

y−1 1
0

2π

この定理の証明は省略．この定理の一般化としてコンパクトシンプレクティック
多様体のシンプレクティック同相に対する固定点の数を下から boundする問題が
アーノルド予想である（後述）．
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この章の一つの目的はダルブーの定理の証明である．この定理を証明するため
の重要な方法であるMoserのトリックを紹介する．Moserの方法はダルブーの定
理だけでなく，ワインシュタインによるラグランジアン部分多様体の管状近傍定
理にも適用される．

3.1 Preparation for the local theory

このノートでよく用いる公式を書いておく．

ω ∧ θ = (−1)degω deg θθ ∧ ω
ιX(ω ∧ θ) = (ιXω) ∧ θ + (−1)degωω ∧ ιXθ
LXω ∧ θ = (LXω) ∧ θ + ω ∧ LXθ

ι[X,Y ] = LXιY − ιYLX
L[X,Y ] = LXLY − LYLX
LX = ιXd+ dιX

LXd = dLX

d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)degωω ∧ dθ

3.1.1 Isotopies and vector fields

Definition 3.1.1. Mを多様体として ρ :M×R→Mがイソトピーとは ρt :M →
M が微分同相で，ρ0 = idとなるもの．

このようなイソトピーに対して時間依存のベクトル場 vtをえる．つまり t ∈ R
に依存したベクトル場 vtで，点 p ∈M に対して，

vt(p) =
d

ds
ρs(q)|s=t where q = ρ−1

t (p)
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（ここで，一般に ρ−1
t ̸= ρ−tに注意）．言い換えると

dρs(q)

ds
|s=t = vt(ρt(q)), or

dρ∗tf

dt
= ρ∗t (vt(f)) ∀f

である．

Proof. df(ρs(q))
ds

の s = tでの値は，ρs(q)という曲線の p = ρt(q)での接ベクトルに
関する微分であるので，(vtf)(p)となる．

q = ρ0(q)

p = ρt(q)ρs(q)

vt(p)

EXAMPLE 3.1.1. ϕt = exp({(t−1)2−1}A) : R2 → R2を考える．これはϕ0 = id

となり，ϕtは非退化なので，イソトピーである．このときベクトル場は

vt(x) =
d

ds
exp({(s− 1)2 − 1}A)(exp−{(t− 1)2 − 1}A)x|s=t

= 2(t− 1)A exp({(t− 1)2 − 1}A)(exp−{(t− 1)2 − 1}A)x = 2(t− 1)Ax

となり，時間依存ベクトル場である．ϕ0 = idだからといって v0 = 0とはならな
い，実際 v0 = 2Aである．また v1 = 0となっている．

A =

(
0 π

−π 0

)
という場合を考えてみると

exp({(t− 1)2 − 1}A) =

(
cos(2t− t2)π − sin(2t− t2)π
sin(2t− t2)π cos(2t− t2)π

)

となる．例えば，点 (1, 0)による像は (cos(2t− t2)π, sin(2t− t2)π)（右下図）であ
る．R2 × Rで内で書けば (cos(2t− t2)π, sin(2t− t2)π, t)（左下図）となる．
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t = 0

t = 1

t = 2

右上図をみればわかるように，例えば (1, 0)でのベクトル場を求める場合に，(1, 0)
の軌道を求めただけでは，ちょっと時間が経てば違う点にいってしまうので，(1, 0)で
のベクトル場がどうなるかはわからないことになる．（その軌道を時刻 tで微分した場
合には vt(ϕt(1, 0))を求めることになる）．例えば t = 1での (1, 0)でのベクトル場を
求めるには，t = 1のときに (1, 0)を通る曲線である (− cos(2t−t2)π,− sin(2t−t2)π)
を考えて，それを微分して t = 1とおけばベクトル v1((1, 0))は (0, 0)となること
がわかるのである．（これで dρs(q)

ds
|s=t = vt(ρt(q))の意味がわかったであろう）．

Remark 3.1.1. 一般に局所的にも ρt+s ̸= ρt ◦ ρsである．群にならない．よって一
般に ρ−1

t ̸= ρ−tでもある．また ρ0 = idだからといって v0 = 0というわけではない．

さて，逆に，時間依存したベクトル場 vtがあって，Mがコンパクトまたは vtが
コンパクトサポートをもつとすると，あるイソトピー ρtで，対応する時間依存ベ
クトル場が vtとなるものがある．
特にM がコンパクトならM のイソトピーの集合とM 上の時間依存ベクトル場

の集合は一対一に対応する．

Proof. vtに対して，M × R上のベクトル場 V を

V (x, t) = V(x,t) = (vt)x + ∂/∂t = vt(x) +
∂

∂t

と定義する．記号が混乱するので，t = xn+1として，

V (x, xn+1) = v(x, xn+1) + ∂/∂xn+1
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と考えることにする．このベクトル場から１パラメータ変換群である．

Ψs :M × R ∋ (x, xn+1) 7→ (y(x, xn+1, s), yn+1(x, xn+1, s)) ∈M × R

が定義される．つまり dΨs

ds
(x, xn+1) = V (Ψs(x, xn+1))をみたし，Ψs+s′ = ΨsΨs′，

Ψ0 = idを満たすもの．

X

R

vt0(x)
t0

∂/∂t

Ψs(x, t0)

x

さて， d
ds
yn+1(x, xn+1, s) = 1であるので，

yn+1(x, xn+1, s) = s+ yn+1(x, xn+1, 0) = s+ xn+1

であり，
∂yn+1

∂xk
= 0,

∂yn+1

∂xn+1

= 1

であることがわかる．そして，微分同相 Ψs(x, xn+1)のヤコビ行列は非退化であ
るが， (

A ∗
0 1

)
, A = (

∂yk
∂xj

)1≤i,j≤n

という形になることがわかり，Aが非退化となる．よって，逆関数定理から xn+1

を固定して，
M ∋ x 7→ y(x, xn+1, s) ∈M

はM の微分同相を与えることになる．そこで，ρs(x) := y(x, 0, s)という微分同相
を考える（言い換えると，ρs(x) = y(Ψs(x, 0))）．まず，ρ0(x) = y(x, 0, 0) = xで
あるので，ρ0 = idである．また，yn+1 = xn+1 + sであることから，Ψs(x, 0) =

(y(x, 0, s), yn+1(x, 0, s)) = (ρs(x), s)となることがわかる．
これがもとめるものであることを確かめよう．

dρs
ds

(x)|s=t =
dy

ds
|s=t = v(Ψt(x, 0)) = v(ρt(x), t) = vt(ρt(x))
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となるので，もとめる isotopyである．また，

(ρs+t(x), s+ t) = Ψs+t(x, 0) = ΨsΨt(x, 0) = Ψs(ρt(x), t)

となるので，

ρs+t(x) = y(Ψs(ρt(x), t)), y(x, 0, s+ t) = y(ρt(x), t, s)

この式からも

d

ds
ρs+t(x)|s=0 = v(Ψ0(ρt(x), t)) = v(ρt(x), t) = vt(ρt(x))

が確かめられる．

Remark 3.1.2. ρs(x) = y(Ψs(x, t0))としてはいけない．この場合に ρ0 = idを満
たすが，

d

dt
ρt(x) =

d

ds
ρs(x)|s=t = V (Ψt(x, t0)) = v(ρt(x), t+ t0) = vt+t0(ρt(x))

となり，考えている時間がずれてしまう．

EXAMPLE 3.1.2. 時間依存ハミルトニアンH :M×[0, 1]→ Rを考える．Ht(x) =

H(x, t)としておく．このとき時間依存ハミルトンベクトル場が ω(·, Xt) = dHtに
より定義できる．このベクトル場からイソトピー ϕ : M × [0, 1] → M をつくる.

ϕt(x) = ϕ(x, t)とする．この ϕtは任意の tに対してシンプレクティック同相であり
（任意の tに対してXtはハミルトンベクトル場であるので），これをハミルトニア
ンイソトピーとよぶ．

Definition 3.1.2. ベクトル場 vtが tによらずに vt = vとしたとき，対応するイ
ソトピーは 1パラメータ群となる．それを vの flowまたは exponential mapと
よび，ρt = exp tvとかく．つまり exp tvは微分同相の滑らかな族で，

exp tv|t=0 = idM ,
d

ds
(exp sv)(p)|s=t = v(exp tv(p))

ベクトル場 vに対して，リー微分を Lvとかく．例えば ω ∈ Ωk(M)に対して，

Lvω =
d

dt
(exp tv)∗ω|t=0

と定義する．同様に，時間依存ベクトル場があったときに vtは tを固定すればベ
クトル場であるのでリー微分が定義できる．つまり

Lvtω =
d

ds
(exp svt)

∗ω|s=0
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と定義する．
vtが時間依存ベクトル場のとき，上の remarkでのべたように局所的にはイソト

ピーが存在する．つまり任意の点 pと十分小さい tの対して．局所微分同相の族 ρt
で

dρt
dt

= vt ◦ ρt, ρ0 = id

となるものが存在する．時間依存のベクトル場 vtとそれに対応したイソトピーに
対して，

d

dt
ρ∗tω = ρ∗tLvtω.

が成立する．（注意すべきは d
dt
ρ∗tωはリー微分Lvtωとは異なること．また

d
dt
ρ∗tω|t=0 =

Lv0ωであることに注意する）

Proof. ωが関数 f の場合には vtの定義から，

(
d

dt
ρ∗tf)(p) = (ρ∗tvt(f))(p) = (ρ∗tLvtf)(p)

が成立する．ωとして fdx1 ∧ · · · dxkを考える．このとき

d

dt
ρ∗t (fdx1 ∧ · · · ∧ dxk) =

d

dt
((ρ∗tf)dρ

∗
tx1 ∧ · · · ∧ dρ∗txk)

= (ρ∗tLvtf)dρ
∗
tx1 ∧ · · · ∧ dρ∗txk + (ρ∗tf)(dρ

∗
tLvtxk) ∧ · · · ∧ dρ∗txk + · · ·

= (ρ∗tLvtf)ρ
∗
tdx1 ∧ · · · ∧ ρ∗tdxk + (ρ∗tf)(ρ

∗
tLvtdxk) ∧ · · · ∧ ρ∗tdxk + · · ·

= ρ∗t{(Lvtf)dx1 ∧ · · · ∧ dxk + f(Lvtdx1) ∧ · · · ∧ dxk + · · · } = ρ∗tLvtω

ここで dLX = LXdや LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ)などを用いた．

Theorem 3.1.1. ωtを tに滑らかに依存した d-formとする，このとき

d

dt
ρ∗tωt = ρ∗t (Lvtωt +

dωt
dt

)

である．

Proof. まず，関数ftの場合を考える．ft(p) = f(p, t)とする．(ρ∗tft)(p) = ft(ρt(p)) =

f(ρt(p), t)である．そこで，

d

dt
f(t, ρt(p)) =

∂

∂s
f(s, ρt(p))|s=t + (vtf)(t, ρt(p)) = (ρ∗t (

dft
dt

+ Lvtft))(p)

であるので，
d

dt
ρ∗tft = ρ∗t (Lvtft +

dft
dt

)
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が成立する．あとは，先ほどと同様にすればよい．

ωt = ftdx1 ∧ · · · ∧ dxn

としてよいので，
ρ∗t = ρ∗tftdρ

∗
tx1 ∧ · · · ∧ dρ∗txn

を微分すれば，

ρ∗t (
dft
dt
dx1 ∧ · · · ∧ dxn + Lvt(ftdx1 ∧ · · · ∧ dxn))

となるので，
d

dt
ρ∗tωt = ρ∗t (Lvtωt +

dωt
dt

)

3.1.2 tubular neighborhood theorem

M を n次元多様体とし，X を k次元部分多様体とする．またその埋め込みを
i : X →M とする．このとき dix : TxX → TxM という線形埋め込みを得る．ここ
で i(x)をそのまま xと書いている．この商空間NxX := TxM/TxXはn− k次元ベ
クトル空間であり，X の点 xでの normal spaceという．さらに normal bundle

をNX = ∪x∈XNxX と定義する．このNX は rankが n − kのベクトル束であり
NXは n次元多様体とみなせる．さらに

i0 : X → NX

を zero sectionとしてNXに埋め込む．また zero section Xの近傍U0が convex

とは各ファイバーとの共通部分 U0 ∩NxXが convexであること．

Theorem 3.1.2 (tubular neighborhood theorem). XのNXの convex近傍 U0と
XのM 内の近傍 U が存在して，微分同相 ϕ : U0 → U で

NX ⊃ U0
ϕ−−−→ U ⊂M

i0

x xi
X X

が可換.

これはよく知られた事実なので証明は省略．
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3.1.3 ホモトピー公式

U をXのM 内での管状近傍とする．i : X → U ⊂M に対して，

i∗ : Hd(U)→ Hd(X)

という写像をえる．この写像は全射である．（i : X → U を考えると π ◦ i : X → X

は idである．よって，導かれるものはコホモロジーレベルで i∗ ◦ π∗ = idとなる．
よって i∗は全射である）．さらに管状近傍定理から i∗は単射でもある（U はXと
ホモトピー同値である）．そこで，

Corollary 3.1.3. H l(U) ∼= H l(X)となる．

微分形式のレベルでは，単射が意味することは．もし ωが U 上の閉形式で i∗ω

が exactとすると ωは exactになることである．

Theorem 3.1.4. U 上の閉形式 ωで i∗ω = 0となるなら，ωは exactである．つ
まり µという U 上の微分形式で ω = dµとなるものが存在する．さらに任意の点
x ∈ X ⊂ U に対して µx = 0となるようにとれる．

Remark 3.1.3. （2017/10/27追記）以前のノートは，ここで間違っていた．「任
意の点 x ∈ X ⊂ U に対して µx = 0」を「µ|X = 0または i∗µ = 0」のように書
いていましたが，µx = 0は Λ∗TxM（または Λ∗TxU）のことであり，i∗µx = 0は
µx = 0はΛ∗TxXであるので，意味が異なります．「任意の点 x ∈ X ⊂ U に対して
µx = 0」ならば「µ|X = 0または i∗µ = 0」は正しいですが，逆は不成立ですね．
（i∗ : TxX → TxMは単射ですが，i∗ : TxM → TxXは全射だけしかいえません．教
訓：M 上のベクトル場 vに対して，v|X = 0という書き方は問題ないけど，M 上
の微分形式については µ|X = 0という書き方はあまりよろしくない）

Proof. 管状近傍定理の微分同相 ϕ : U0 → U を考えれば，U0で考えればよいこと
になる．また π0 : NX → X として，ゼロ切断を i0 : X → NX と書いておく．
0 ≤ t ≤ 1に対して，

ρt : U0 ∋ (x, v) 7→ (x, tv) ∈ U0

を考える．これはU0が convexと仮定しているのでwell-definedである．また ρ1は
恒等写像であり ρ0 = i0 ◦ π0となる．また ρtは zero-sectionXを保存している．つ
まり ρt ◦ i0 = i0である．よって ρtは i0 ◦ π0 と恒等写像を結ぶXを固定するホモ
トピーである．つまり π0 : U0 → X は retractionである．このように部分多様体
Xは U の変形レトラクトである．
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さて ρ1 = idと ρ0 = i0 ◦ π0の間のホモトピー作用素Q : Ωd(U0) → Ωd−1(U0)を
構成する．ρtに対して，時間依存のベクトル場を vtとすれば，

Qω =

∫ 1

0

ρ∗t (ιvtω)dt

と定義する．
ここで ρ1 = idと ρ0 = i0 ◦ π0 の間のホモトピー作用素とは id − (i0 ◦ π0)∗ =

dQ+Qdを満たすものである．このような作用素があれば，コホモロジーレベル
で id = (i0 ◦ π0)∗ = π∗

0 ◦ i∗0が成立する．よって i∗0が単射となる．つまり dω = 0か
つ i∗0ω = 0となる ωに対して，ω = dQωとなるので µ = Qωとすればもとめるも
のとなる．
そこでホモトピー作用素になることを確かめよう．

Qdω + dQω =

∫ 1

0

ρ∗t (ιvtdω)dt+ d

∫ 1

0

ρ∗t (ιvtω)dt =

∫ 1

0

ρ∗t (ιvtdω + dιvtω)dt

=

∫ 1

0

ρ∗tLvtωdt =

∫ 0

1

d

dt
ρ∗tωdt = ρ∗1ω − ρ∗0ω

よって定理の最初の主張が言えた．２番目の主張は，任意の x ∈ X ⊂ U0に対
して ρt((x, 0)) = (x, 0)であるので vtはX 上では零である．よって (Qω)x = 0と
なる．

Remark 3.1.4. この証明は，一般にイソトピー ρtがあれば，ホモトピー作用素が
構成でき，ρ∗1はコホモロジーでの同型を与えることを証明している．

3.2 Moserの定理

3.2.1 シンプレクティック構造に対する同値概念

M を 2n次元多様体で二つのシンプレクティック構造 ω0と ω1があるとする．

Definition 3.2.1. • (M,ω0)と (M,ω1)がシンプレクティック同値とはϕ :M →
M という微分同相で ϕ∗ω1 = ω0となるものが存在．

• (M,ω0)と (M,ω1)が強イソトロピックとはイソトピーρt :M →Mでρ∗1ω1 =

ω0となるものが存在．

• (M,ω0)と (M,ω1)が変形同値とはシンプレクティック形式ω0と ω1を結ぶシ
ンプレクティック形式の族 ωtが存在すること．
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• (M,ω0)と (M,ω1)がイソトロピックとはそれらが変形同値でかつ [ωt]が tに
よらないこと．

定義から次は明らか：

• 強イソトロピックならシンプレクティック同値

• イソトロピックなら変形同値

• 強イソトロピックならイソトロピック

最後の部分は次のように証明する．ρt;M → M をイソトロピーで ρ∗1ω1 = ω0と
する．このとき ωt = ρ∗tω1はシンプレクティック形式で ω0と ω1を結ぶものである
ことは明らか．さらにイソトピーから，先ほどと同様な議論により ρ∗t = idがコホ
モロジーレベルでいえる．よって [ρ∗tω1] = [ω0]であり tによらない．
Moserの定理とは，「コンパクトシンプレクティック多様体上では isotopicなら強

isotopic」という上の逆が成立することである．

3.2.2 Moserのトリック

次のような問題を考える：M を 2n次元の多様体とする．X を k次元の部分多
様体．また U0, U1をXの近傍として，シンプレクティック形式 ω0と ω1があると
する．このときXを保存するシンプレクティック同相が存在するであろうか．つ
まり,微分同相 ϕ : U0 → U1で ϕ∗ω1 = ω0で ϕ(X) = Xとなるものが存在するか？
答えは適当な条件のもとイエスである．そして，

• Xが一点のときは，これはダルブーの定理を与える．

• XがM のときは，これはモーザーの定理を与える．

X =M のときをこの sectionでは考える．M をコンパクト多様体でシンプレク
ティック形式 ω0, ω1を持つとする．このとき (M,ω0), (M,ω1)はシンプレクティッ
ク同相になるであろうか？さらにいえば，シンプレクティック同相 ϕで idにホモ
トピックなものを作れるであろうか？
まず，ϕが idにホモトピックなら必要条件として [ω0] = [ω1] ∈ H2(M,R)である．
逆に [ω0] = [ω1]であると仮定したとき，ϕという idにホモトピックな微分同相

で ϕ∗ω1 = ω0となるものが存在するであろうか？
これは，更なる仮定をすれば，実は成立する（by Moser）．しかし，一般には反

例がある（by McDuff）．
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Theorem 3.2.1 (Moserの定理その１). [ω0] = [ω1]で，さらにωt = (1− t)ω0+ tω1

が各 tについてシンプレクティックであるとする．このとき isotopy ρ :M×R→M

で ρ∗tωt = ω0となるものが存在する．
特に ϕ := ρ1 :M →M は ϕ∗ω1 = ω0となる．つまりシンプレクティック同相．

Proof. この証明はMoserのトリックとよばれる．
まず，もしイソトピー ρ : M × R → M で ρ∗tωt = ω0となるものがあるとする．

このとき，時間依存ベクトル場

vt =
dρt
dt
◦ ρ−1

t

を考えると，

0 =
d

dt
ρ∗tωt = ρ∗t (Lvtωt +

dωt
dt

)

⇐⇒ Lvtωt +
dωt
dt

= 0 (∗)

を得る．
また，逆に（∗）を満たすベクトル場 vtがあるとする．M がコンパクトなので，
イソトピー ρtが存在し，0 = d

dt
ρ∗tωtから ρ∗tωt = ρ∗0ω0 = ω0を得る．

そこで，われわれはそのようなベクトル場 vtを探す．つまり (∗)を解く．
まず ωt = (1− t)ω0 + tω1から，

dωt
dt

= ω1 − ω0

となる．また [ω0] = [ω1]なので，

ω1 − ω0 = dµ

となる µが存在．また勝手な時間依存ベクトル場 vtに対して

Lvtωt = dιvtωt + ιvtdωt

が成立する．仮定から dωt = 0なのでLvtωt = dιvtωtを得る．これらをあわせると，
(∗)は

dιvtωt + dµ = 0

を得る．よって ιvtωt + µ = 0を考える．ωtは非退化なので，これは各点で解くこ
とができ，vtを得る．
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Theorem 3.2.2 (Moserの定理その２). M をコンパクト多様体で ω0, ω1をシンプ
レクティック形式とする．さらに ωtは ω0, ω1を結ぶ閉形式の族で

• [ωt]は tに依存しない．

• ωtは非退化（つまりシンプレクティック形式）．

とする．このときイソトピー ρ :M ×R→Mで ρ∗tωt = ω0となるものが存在する．
特に，(M,ω0), (M,ω1)がイソトピックなら強イソトピックでありそれはシンプ

レクティック同相である．

Proof. [ωt]が tに依存しないという仮定から [dωt/dt] = 0であるので，1-fromの族
µtで，dωt/dt = dµtとなるものが存在．さらにこの族を smoothとなるようにと
ることができる．（局所的には，コンパクトサポートをもつ微分形式に対するポア
ンカレの補題から smoothになるようにとれることが証明できる．さらにMayer-

Vietoris系列とMがコンパクトなので有限個の good coverに対して帰納法を行う．
別証明：リーマン計量を一つ固定する．．d∗ : Ω2 → Ω1を考える．M がコンパク
トなのでホッジ理論を使えば d : Imd∗ → dΩ1 ⊂ Ω2は同型写像である．そこで，
d
dt
ωt ∈ dΩ1に対して，µt ∈ Imd∗が定まり，dµt = d

dt
ωtとなる．これは tに滑らか

に依存している）．
次に，ωtが非退化という仮定から，上の µtに対して

ιvtωt + µt = 0 Moserの方程式

となるベクトル場 vtを取れる．このベクトル場からイソトピーをつくる（M コン
パクトなので存在）．それを ρtとすると，

d

dt
ρ∗tωt = ρ∗t (Lvtωt +

dωt
dt

) = ρ∗t (dιvtωt + dµt) = 0

となる．よって ρ∗tωt = ω0となる．

c ∈ H2(M)として Sc := {シンプレクティック形式 ωで [ω] = cとなるもの }と
定義する．Moserの定理が述べているのは，コンパクト多様体上でScの同じ弧状
連結成分のシンプレクティック形式はすべてシンプレクティック同相であることで
ある．

3.2.3 Moserの定理の相対バージョン・局所バージョン

Theorem 3.2.3. Mを多様体としてXをコンパクト部分多様体とする．ω0, ω1をM

上のシンプレクティック形式とする．X上のすべての点 p ∈ Xに対してω0|p = ω1|p
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であるなら，Xの近傍U0, U1およびシンプレクティック同相ϕ : (U0, ω0)→ (U1, ω1)

でX上の点を動かさないものが存在．

Remark 3.2.1. 注意：すべての点 p ∈ X に対して ω0|p = ω1|pは，ω0|X = ω1|X
（i∗ω0 = i∗ω1）とは違います．前者は，TpMにおいて，ω0|p = ω1|pという意味です．

Proof. • まずXの管状近傍U0をとる．2-from ω0−ω1はU0上閉形式かつ（仮
定から）X上ゼロである．よって，管状近傍でのホモトピー公式から U0上
の 1-from µでXの各点で zero（in ΛpT

∗M）となるものを取れる．

• 次に，U0上の閉 2-formの族 ωt = (1 − t)ω0 + tω1 = ω0 + tdµを考える．こ
のとき必要であれば，U0を縮めて ωtがシンプレクティック形式であるよう
にできる．実際，ωt = ω0 + t(ω1 − ω0)であり，仮定より，すべての p ∈ X
で，ω0|p = ω1|pであるので，ωt|p = (ω0)|pとなり，ωt|pは Λ2

pT
∗M 上で非退

化となる．M 上で ωt が非退化な点全体は開集合であり（非退化性は open

condition），部分多様体は閉集合である．よって，Xの十分ちいさな近傍上
でも非退化である．そこで，ちょっと縮めて管状近傍 U ′

0上で ωtが非退化と
できる

Remark 3.2.2. 以前のノートでは，ここは間違ってました．以前は，µがX

上でゼロであるから，ωt = ω0 + tdµの式は非退化と述べてました．x ∈ X
の各点で µx = 0だとしても，各点で dµx = 0は成立しません．この外微分
はM の外微分です．

• Moserの方程式 ιvtωt = −µを vtについてとく（U0上で）．ここでµp = 0（in

TxM，∀p ∈ X）であるので，vtはX上でゼロである．

• vtを積分する．必要ならU0を縮めることにより，積分することができ，isotopy
U0 × [0, 1]→ M で ρ∗tωt = ω0となるものを得る．また vt|X = 0であるので，
ρt|X = idX である．そこで ϕ = ρ1として，U1 = ρ1(U0)とすればよい．

3.3 Darboux-Moser-Weinsteinの理論

3.3.1 古典的ダルブーの定理

Theorem 3.3.1. (M,ω)をシンプレクティック多様体．p ∈ M を任意の点．この
とき pの近傍Uと局所座標 (U, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)で，シンプレクティック形式
ωが ω =

∑
dxi ∧ dyiとなるものが存在．
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Proof. 前定理でXが一点の場合を考える．X = pに対して，管状近傍として局所
座標内にあるものをとる．ωpを線形変換（局所座標において．TpM 上ではあるシ
ンプレクティック変換）により標準的な形にする．そこで ω′ =

∑
dxi ∧ dyiという

局所座標でのシンプレクティック形式を考える．これはωp = ω′
pをみたす．そこで

先ほどと同様にして，ホモトピー ρtを作れる．そして ρ∗1ω
′ = ωとなる．ρ1は微分

同相なので，ある局所座標である．さらに ϕ(p) = pであるので pのまわりの局所
座標である．

この定理の重要なことは，もし (R2n,
∑
dxi∧dyi)に対してシンプレクティック同

相で不変な局所的な性質は，それは任意のシンプレクティック多様体上で局所的に成
立することである．つまりシンプレクティック多様体は局所的には (R2n,

∑
dxi∧dyi)

なのである．
次にMoserの定理をXが ω0, ω1に対するラグランジアン部分多様体の場合に対

して考えよう．

3.3.2 ラグランジアン部分空間．復習

U,W を n次元ベクトル空間としてΩ : U ×W → Rを２次形式とする．このと
き Ω̃ : U → W ∗という線形写像を Ω̃(u) = Ω(u, ·)と定義できる．さらにΩが第一
成分について非退化であることと Ω̃が全単射であることは同値．

Proposition 3.3.2. V を 2n次元ベクトル空間で Ωをシンプレクティック形式と
する．U を (V,Ω)に対するラグランジアン部分空間（つまりΩ|U×U = 0かつU は
n次元）．W を U の補空間（つまり U ⊕W = V となるもの）．このとき，W か
らラグランジアン部分空間でW ′ ⊕ U = V となるものを標準的に作れる．

Proof. ΩからΩ : U ×W → Rは第一成分について非退化である（Ω(u,w) = 0が
すべての w ∈ W について成立すれば，Ω(u, v) = 0が v ∈ V について成立する．
よって u = 0である．実は，第二成分に関してもいえる．実際Ω(u,w) = 0がすべ
ての u ∈ U に対して成立すればw ∈ UΩ = U である．w ∈ U ∩W = {0}となる）．
よって Ω̃ : U → W ∗は全単射である．求めるラグランジアン部分空間として，

W ′ = {w + Aw|w ∈ W}, A : W → U linear

となるものを作る．
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U

W
w

Aw
w + Aw

W ′はA : W → U のグラフである．

W ′がラグランジアンになるためにには，

Ω(w1 + Aw1, w2 + Aw2) = 0⇒Ω(w1, w2) + Ω(w1, Aw2) + Ω(Aw1, w2) + Ω(Aw1, Aw2)

=Ω(w1, w2) + Ω(w1, Aw2) + Ω(Aw1, w2) = 0

⇒Ω(w1, w2) = Ω(Aw2, w1)− Ω(Aw1, w2)

= Ω̃(Aw2)(w1)− Ω̃(Aw1)(w2)

となる．そこでA′ = Ω̃ ◦ A : W → W ∗として，

Ω(w1, w2) = A′(w2)(w1)− A′(w1)(w2)

となるA′を探せばよい．しかし，これはA′(w) = −1
2
Ω(w, ·)とすればよい．

Proposition 3.3.3. V を 2n次元ベクトル空間として Ω0,Ω1をシンプレクティッ
ク形式とする．またU をΩ0,Ω1に対するラグランジアン部分空間とする．さらに
W を U のある補空間とする．このときW から標準的にある線形同型 L : V → V

で L|U = idかつ L∗Ω1 = Ω0となるものを作れる．

Proof. 先ほどの命題からWからW0,W1というラグランジアン部分空間でUの補空
間となるものが作れる．そして，W0,W1がラグランジアンなので，Ω̃0 : W0 → U∗,

Ω̃1 : W1 → U∗は同型である．そこで図式

W0
Ω̃0−−−→ U∗

B

y yid

W1
Ω̃1−−−→ U∗
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によりB : W0 → W1という同型写像で，Ω̃1◦B = Ω̃0つまりΩ0(w0, u) = Ω1(Bw0, u)

（for any w0 ∈ W0, u ∈ U）となるものを得る．そこで

L := idU ⊕B : U ⊕W0 → U ⊕W1

を考えると，これは同型写像で，L|U = idである．さらに，

(L∗Ω1)(u+ w0, u
′ + w′

0) = Ω1(u+Bw0, u
′ +Bw′

0)

= Ω1(u,Bw
′
0) + Ω1(Bw0, u

′) + Ω1(Bw0, Bw
′
0)

= Ω1(u,Bw
′
0) + Ω1(Bw0, u

′)

= Ω0(u,w
′
0) + Ω0(w0, u

′)

= Ω0(u+ w0, u
′ + w′

0).

となる．つまり L∗Ω1 = Ω0である．

3.3.3 ワインシュタインのラグランジアン近傍定理

Theorem 3.3.4 (ラグランジアン近傍定理). M を 2n次元の多様体とし，Xは n

次元のコンパクト部分多様体とする．ω0, ω1をシンプレクティック形式としてX上
に制限したとき zeroとする．つまりXは (M,ω0), (M,ω1)に対するラグランジア
ン部分多様体．このときXの近傍U0, U1と微分同相ϕ : U0 → U1でϕ(x) = x（for

x ∈ X）かつ ϕ∗ω0 = ω1となるものが存在する．

Remark 3.3.1. (2017/10/27追記）X上に制限したとき zeroという言い方は，あ
いまいです．i∗ω0 = 0 = i∗ω1ということです．（Moserの定理での各点 x ∈ X が，
(ω0)x = 0 = (ω1)xとは異なります）．そのまま，Moserの定理相対版と同じよう
証明しようとすると，ωt = (1 − t)ω0 + dµにおいて，(dµ)x = 0（∀x ∈ X）が成
立するかわからないので，ωtの非退化性が言えないかもしれないのです．そのた
め，いろいろと苦労をして，i∗ω0 = 0 = i∗ω1から L∗

pω1|p = ω0|p（∀p ∈ M）を示
し，Moserの定理相対版を利用できる状況にもっていっているのです．

これを証明するために次の定理を必要とする．

Theorem 3.3.5 (ホイットニー拡張定理). M を n次元多様体でX を k次元部分
多様体で k < nとする．各点 p ∈ Xに対してLp : TpM → TpM という線形同型で
Lp|TpX = idとなり pに対して滑らかとする．（つまり TM |X = TX ⊕ NX の束同
型写像で，NX を動かすもの．NX の束同型）．このときX の近傍N と埋め込み
h : N →M で h|X = idX かつ dhp = Lp（∀p ∈ X）となるものが存在する．
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Proof. まずM = RnでX が k次元コンパクト部分多様体とする．このときX の
ϵ近傍

U ϵ = {p ∈M |d(p,X) ≤ ϵ}

ϵが十分小とすれば，p ∈ U ϵに対してXの点 qで最短となる点がただひとつ存在
する．そこで π : U ϵ → X を π(p) = qと定義．このとき v ∈ NqX で p = q + vと
かける．そこで

h : U ϵ ∋ p 7→ q + Lqv ∈ Rn

とすれば h|X = idで dhp = Lpとなる．
p

qv

X（この図では S1に微分同相） Xが非コンパクトのとき

次にX が Rn内で非コンパクトの場合．上の ϵをX 上の関数 ϵ : X → R+で x

が無限大にいくとき十分早くゼロになる関数として，置き換えればよい．（これは，
今の場合には必要ないと思うが，次のM が一般の多様体には必要であろう）
次に一般の場合を考える．M にリーマン計量をいれて，上での距離をリーマン
距離に置き換える．さらに q + Lqvを exp(q, Lqv)(1)とすればよい．

Proof of Weinstein Lagrangian Neighborhood Theorem. Mに計量gを固定する．各
点 p ∈ Xに対してV = TpM , U = TpX,W = U⊥とする（ここでU⊥はV の内積に
関する直交補空間）．i∗ω0 = i∗ω1 = 0であるので，Uは (V, ω0), (V, ω1)に対するラグ
ランジアン部分空間であり，U⊥から標準的な方法で線形同型写像Lp : TpM → TpM

で Lp|TpX = id, L∗
pω1|p = ω0|pとなるものが存在．さらに標準的な方法で作ってい

るので，これは pについて滑らかとなる．
ホイットニー拡張定理から，Xの近傍Nおよび埋め込みh : N →Mでh|X = id

かつ dhp = Lp（∀p ∈ X）とできる．よって勝手な点 p ∈ Xに対して，

(h∗ω1)p = (dhp)
∗ω1|p = L∗

pω1|p = ω0|p

となる．そこでMoserの定理 (N,X, ω1, h
∗ω1)に対して適用できる．よってX の

近傍 U0で埋め込み f : U0 → N ⊂ M で f |X = idかつ f ∗h∗ω1 = ω0（on U0）とな
るものがつくれる．よって ϕ = h ◦ f とすればよい．
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定理の一般化として，次の定理を後（Duistermaat-heckmanの章）で用いる．（証
明は省略．例えば [Guillemin-Sternberg(symp)]を見よ．isotropic embedding　 the-

oremというのもある）．

Theorem 3.3.6 (coisotropic embedding theorem). M を 2n次元多様体で X を
k ≥ n次元の部分多様体とする．部分多様体としての埋め込みを i : X → M と
する．また ω0, ω1をM 上のシンプレクティック形式で i∗ω1 = i∗ω0（on X）でX

はそれらに対して coisotropicとする．このときXの近傍U0, U1および微分同相
ϕ : U0 → U1で ϕ∗ω1 = ω0かつ ϕ|X = idとなるものが存在する．(coistoropicとは
(TpX)ω ⊂ TpXとなるものであった）．

3.3.4 Homework

向きつき 2次元多様体で面積要素をもつものはシンプレクティック多様体である．

EXERCISE 3.3.1. 同じ向きをもつ面積要素ω0, ω1の convex combinationはシン
プレクティックである．

Proof. (1 − t)ω0 + tω1を考える．閉２次形式であることはよい．これが非退化で
あることを証明すればよい．これは各点で調べればよい．ある点のDarbouxの定
理から ω0は標準形としてよい．よって

(1− t)

(
0 1

−1 0

)
+ t

(
0 b

−b 0

)
=

(
0 1− t+ tb

−1 + t− tb 0

)

となる．この行列式を考えると

(1 + t(b− 1))2 = (b− 1)2(t+
1

b− 1
)2

である．いま同じ向きとしているので b > 0としてよい
よって，0 ≤ t ≤ 1においてこの行列式はゼロでない．つまり非退化である．

上の事実は４次元ではいえない．実際R4上で，同じ向きを与える二つのシンプ
レクティック形式で，その convex combinationが退化するものが存在する．ω0 =

dx∧ dy+ dz ∧ dwを考える．また ω1 = −dx∧ dy− dz ∧ dwを考える．これれは同
じ向き（dx∧ dy∧ dz ∧ dw）を与える．一方で，(1− t)ω0+ tω1を考えると t = 1/2

でゼロとなる．しかし，convex combinationでなければ，これはつなぐことがで
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きる．たとえば ω2 = dx ∧ dz + dw ∧ dyを経由すればよい．実際 ω0と ω2はシン
プレクティック形式のまま結べる．

{(1− t)(dx ∧ dy + dz ∧ dw) + t(dx ∧ dz + dw ∧ dy)}
∧ {(1− t)(dx ∧ dy + dz ∧ dw) + t(dx ∧ dz + dw ∧ dy)}
= ((1− t)2 + t2)dx ∧ dy ∧ dz ∧ dw
= 2(t2 − t+ 1/2)dx ∧ dy ∧ dz ∧ dw
= 2((t− 1/2)2 + 1/4)dx ∧ dy ∧ dz ∧ dw

となる．同様に ω2と ω1もシンプレクティック形式で結べる．よって ω0と ω1はシ
ンプレクティック形式で結べる．

EXERCISE 3.3.2. コンパクト 2次元多様体上の二つの面積要素ω0, ω1を考える．
さらに，これらが同じドラームコホモロジー類に属するとする．
このとき微分同相の族ϕt :M →Mでϕ∗

1ω0 = ω1, ϕ0 = idであり，ϕ∗
tω0がすべて

の tに対してシンプレクティック形式となるものが存在する．つまり (M,ω0), (M,ω1)

は強イソトピックとなる．
特に，コンパクト 2次元多様体上では強イソトピックを除けば，M の各 non-

zero 2-cohomology類に対してただひとつのシンプレクティック形式となる代表
元が存在する．

Proof. 前 exercisesから，ω0, ω1を結ぶシンプレクティック形式ω′
t := (1−t)ω1+tω0

でむすぶことができる．よってMoserの定理（その１）をつかってイソトピー ρtで
ρ∗tω

′
t = ω1となるものが存在する．ω′

1 = ω0であるので，ρ∗1は条件をみたす．ρ
∗
tω0

がシンプレクティックであることは, ρtが微分同相なのでコホモロジーの同型を与
える．２次元の面積要素になるので非退化である．

3.4 Weinstein 管状近傍定理

3.4.1 線形代数の復習

(V,Ω)をシンプレクティック線形空間として U をラグランジアン部分空間とす
る．このとき標準的な非退化な双線形形式Ω′ : V/U × U → Rが存在する．

Proof. Ω′([v], u) = Ω(v, u)と定めれば，これは U がラグランジアンなので well-

definedである．Ω′([v], u) = 0（∀u ∈ U）とする．このとき Ω(v, u) = 0である．
v ∈ UΩ = U つまり [v] = 0よって非退化．また Ω′([v], u) = 0（∀v ∈ V）なら，
Ω(v, u) = 0となるので u = 0となるので非退化．
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そこで Ω̃′ : V/U ∋ [v] 7→ Ω′([v], ·) ∈ U∗は同型写像である．特に，V/U ∼= U∗と
自然な同型をえる．
(M,ω)とラグランジアン部分多様体Xがあるとき．NxX = TxM/TxXと TxX

∗

は上のシンプレクティック形式によって自然に同型である．

Theorem 3.4.1. シンプレクティック多様体内のラグランジアン部分多様体X上
のベクトル束NXと T ∗Xは標準的に同一視できる．

3.4.2 管状近傍

次の定理はすでに述べた．

Theorem 3.4.2 (管状近傍定理). Mを n次元多様体，Xを k次元部分多様体とす
る．またNXを normal束として i : X → NXをゼロ切断，i : X → M を埋め込
みとする．このときNXでのXの近傍 U0とM でのXの近傍 U および微分同相
ψ : U0 → U で ψ ◦ i0 = i : X → U となるものが存在する．

（注意，NXが自明束ならX ×Dn−kと思える．しかし，一般にはNXは自明
束でないので．管状近傍といってもX ×Dn−kとしてMに入ってるわけではない．
このようになるなら，globalな frameがとれるので自明束である．例えば，２回ひ
ねったメビウスの帯とS1× [0, 1]は，それ自身は同相であるが，埋め込みのされ方
は異なる）

Theorem 3.4.3 (ラグランジアン近傍定理). (M,ω)をシンプレクティック多様体．
X をコンパクトラグランジアン部分多様体．ω0を T ∗X 上の標準的なシンプレク
ティック形式．またゼロ切断 i0 : X → T ∗X は ω0に対するラグランジアン部分多
様体になるのであった．
このとき，XのT ∗X内での近傍U0とM内での近傍Uおよび微分同相ϕ : U0 → U

で ϕ∗ω = ω0かつ ϕ ◦ i0 = i : X → U となるものが存在する．

Proof. まずNX = T ∗Xと標準的に同一視できる．そこで T ∗XでのXの近傍N0

とM 内でのXの近傍N，さらに微分同相 ψ : N0 → N で ψ ◦ i0 = iとなるものが
存在．またN0 ⊂ T ∗X上のシンプレクティック形式として標準的な ω0と (N,ω)上
のを引き戻した ω1 = ψ∗ωを得る．
Weinsteinのラグランジアン近傍定理からN0内でのXの近傍U0, U1と微分同相

θ : U0 → U1で θ ◦ i0 = i0 : X → U1で θ∗ω1 = ω0となるものが存在する．そこで
ϕ = ψ ◦ θ : U0 → U := ϕ(U0) = ψ(U1)とすれば，ϕ∗ω = θ∗ψ∗ω = θ∗ω1 = ω0とな
り，条件をみたす．
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この定理はラグランジアン埋め込みを分類する．つまりシンプレクティック同
相を除いてラグランジアン埋め込みの集合はそれの余接束のゼロ切断への埋め込
みの集合と同一視される．（もちろんラグランジアン埋め込みの近傍の様子につい
てである．大域的なものではない）
isotropic埋め込みとは多様体Xのシンプレクティック多様体 (M,ω)の埋め込み
で i∗ω = 0となるものである（つまりXはラグランジアンとは限らない isotropic

部分多様体）．この isotropic埋め込みの近傍の同値類は，シンプレクティックベク
トル束の同型類と一対一対応する．(by Weinstein）
coisotropic埋め込みの分類はGotayによる．シンプレクティック多様体 (M,ω)

の中への定ランクをもつ閉 2-form αをもったX の coisotropic埋め込みとは，埋
め込み i : X →M で i∗ω = αで i(X)が coisotropicとなるもの．EをX上の αの
特性分布とはEp = kerαpのこと（定ランクなのでベクトル束となる）．Gotayが
示したのは，E∗はゼロ切断の近傍にシンプレクティック構造をもち，X がゼロ切
断として coisotropic埋め込みできることである．さらに，すべての coisotropic埋
め込みの近傍の同値類はこのゼロ切断の近傍と同一視される．

3.4.3 応用1：シンプレクティック同相群の接空間

(M,ω)をシンプレクティック多様体とする．このシンプレクティック同相群を

Symp(M,ω) = {f :M
∼=−→M |f ∗ω = ω}

として定義する．このとき idでの接空間はどうなるかを考える．つまりシンプレク
ティック同相群のリー環である（シンプレクティックベクトル場のリー環である）．
また idの近傍がどうなるか．
まずC1位相の概念を復習する．X,Y を多様体とする．

Definition 3.4.1. 連続写像の列 fi : X → Y がC0位相で f : X → Y へ収束する
とは，fiが任意のコンパクト集合上で f に一様収束することである．

（ノルムは Y をRN などにいれて考えることにする．または距離をいれて距離
空間とみなす）．

Definition 3.4.2. C1級写像の列 fi : X → Y が f にC1収束するとは，fiおよび
dfi;TX → TY がコンパクト集合上で一様収束することである．

(M,ω)がコンパクトシンプレクティック多様体とし f ∈ Symp(M,ω)とする．こ
のとき fのグラフおよび idのグラフ（つまりdiagonal成分∆）は (M×M, pr∗1ω−
pr∗2ω)のラグランジアン部分多様体である（Theorem 2.1.3）．
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ワインシュタインの管状近傍定理から，∆のM×Mの近傍UとMの (T ∗M,ω0)

の近傍U0があり，それれはシンプレクティック同相となる．そのシンプレクティッ
ク同相を ϕ : U → U0とする．
f を十分 idにC1位相で近いとする．つまり f は idのC1位相でのある十分小さ

な近傍内にあるとする．そこで次のように仮定してよい．

• f のグラフは U 内にある．また j : M → U を f のグラフ．i : M → U を id

のグラフとする．

• 写像 jは写像 iにC1位相で十分近い．

• ワインシュタインの定理から U ∼= U0 ⊂ T ∗M で，上の j, iは j0 := ϕ ◦ j :

M → U0という埋め込みと i0 :M → U0（zero切断)という写像を導く．

• j0は i0にC1位相で十分近い．よって，j0(M)は T ∗
pM と一点 µpで交わり p

に対して滑らか．

• j0の像は, µ :M → T ∗Mという滑らかな切断となる．つまり 1-formである．

よってGraph(f) ∼= {(p, µp)|p ∈M,µp ∈ T ∗
pM}である．

M

M

∆

Graph(f)

U

U0

T ∗M

ϕ

i

j

i0 j0

p

µp

逆に，µという 1-formで C1位相に関してゼロ切断に十分近いなら，それから
f :M →M という微分同相を得ることができる．
さて，Graph(f)がラグランジアンであることと µが閉形式であることは同値で

あった．以上から

Proposition 3.4.4. コンパクトシンプレクティック多様体 (M,ω)を考える．この
とき Symp(M,ω)に idの十分小さいC1近傍は，M 上の閉 1-formからなる，ゼ
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ロ切断のC1近傍に同相である．よって

Tid(Symp(M,ω)) ∼= {µ1 ∈ Ω1(M)|dµ = 0}

特に，Tid(Symp(M,ω))は，次の完全 1-fromの空間を含む：

{µ = dh|h ∈ C∞(M)} ∼= C∞(M)/locally constant functions

これはリー環としも同型になる．つまり u = df, v = dgとしたときXf,g = [Xf , Xg]

となる（完全1-formの空間にはポアソン括弧からくるリー環の構造をいれている）．

また，この命題からシンプレクティック同相の群は局所弧状連結であることがわか
る．特に，単位元連結成分Symp0(M,ω)は弧状連結であり，任意のψ ∈ Symp0(M,ω)

に対して，ψt ∈ Symp0(M,ω)で ψ1 = ψ, ψ0 = idとなる滑らか族が存在する（こ
のようなイソトピーをシンプレクティックイソトピーとよぶ）．そこで，このシ
ンプレクティックイソトピーに対する時間依存ベクトル場をXtとしよう．これは
シンプレクティックベクトル場であり，LXtω = 0を満たす．よって dιXtω = 0で
ある．これが exactであると仮定しよう．つまり，ある時間依存ハミルトニアン
Ht :M → Rが存在して，

dιXtω = dHt

とする．この場合には，Xtが生成する flowをハミルトニアンイソトピーというの
であった．

Definition 3.4.3. シンプレクティック同相 ϕがハミルトニアン-シンプレクティッ
ク同相とは，ハミルトニアンイソトピー ϕtが存在して ϕ1 = ϕとなること．

ハミルトニアン-シンプレクティック同相の全体をHam(M,ω)とすれば，

Ham(M,ω) ⊂ Symp0(M,ω)

となるが，これは正規部分群であり弧状連結である．

Proof. ψt（resp ϕt）をHt（resp Gt）から生成されるハミルトニアンイソトピーと
する．定義から，

d

dt
ψt(p) = Xt(ψt(p)),

d

dt
ϕt(q) = Yt(ϕt(q)),

であり，
ι(Xt(ψt(q)))ω = (dHt)ψt(q), ι(Yt(q))ω = (dGt)q
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となる．p = ϕt(q)とすれば，

d

dt
ψt(ϕt(q)) = Xt(ψt(ϕt(q))) + (ψt)∗(Yt(ϕt(q)))

となる．また，ψtがシンプレクティック同相なので，

((ψ−1
t )∗ι(Yt)ω)(v) = ω(Yt, (ψ

−1
t )∗v) = ω((ψt)∗Yt, v) = (ι((ψt)∗Yt)ω)(v)

となる．つまり，

ι((ψt)∗Yt)ω = (ψ−1
t )∗(ι(Yt)ω) = (ψ−1

t )∗dGt = d(Gt ◦ ψ−1
t )

以上から，ψt ◦ ϕtに対する，時間依存ハミルトニアンとして，Ht +Gt ◦ ψ−1
t を

考えれば，ハミルトニアンイソトピーとなる．また ψ−1
t に対する時間依存ハミル

トニアンとしては−Ht ◦ ψ−1
t を選べばよい．よって，Ham(M)は部分群になる．

またHtと ϕ ∈ Symp(M,ω)に対して，Htϕは，ϕ ◦ ψt ◦ ϕ−1を生成する．よって，
正規部分群である．弧状連結であることは定義から従う．

実は，H1(M,R)の可算な部分群 Γが存在して，

0→ Ham(M,ω)→ Symp0(M,ω)→ H1(M,R)/Γ→ 0 (3.4.1)

が完全系列になることがしられている（flux準同形などを使う．詳細は [Macduff-Salamon]

をみよ）．特にH1(M,R) = 0ならHam(M,ω) = Symp0(M,ω)が成立する．
また，Ham(M,ω)の任意の pathがハミルトニアンイソトピーであることは定

義からわからないので，Ham(M,ω)の接空間がハミルトニアンベクトル場全体と
一致するかは，すぐにはわからない．しかし，ψt ∈ Ham(M,ω)をHam(M,ω)内
の任意の pathとすると，実はハミルトンベクトル場から生成されることが知られ
ているので，TidHam(M,ω)はハミルトニアンベクトル場全体の空間と一致するこ
とがわかる（詳細は [Macduff-Salamon]）．
さて，ハミルトニアンイソトピーϕtを考える．それを生成するハミルトニアンを

Htとする．また β : [0, 1]→ [0, 1]を滑らかな関数で β′ ≥ 0とする．このとき ϕβ(t)
を考える（つまり時間のパラメータの取替え）．これは，ハミルトニアン β′(t)Ht

が生成するハミルトニアンイソトピーである．

Proof. β′ ≥ 0なので，β(0) = 0であり，ϕβ(0) = idである．Htからのハミルトニア
ンベクトル場をXtとしておく．d(β′(t)Ht) = β′(t)dHt = β′(t)ι(Xt)ω = ι(β′(t)Xt)ω

となる．そこで，
d

dt
ϕβ(t) = β′(t)

d

ds
ϕs = β′(t)Xt ◦ ϕβ(t)

であるので．
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さてGt = β′(t)Htとして，0, 1の近傍で β′(t) = 0となるようにすれば，．G0 =

G1 = 0となるようにできる．そして，これを周期的になるように繋げれば，Gt =

Gt+1を満たす関数G : M × R → Rを作れる．以上から，パラメータを取り替え
れば，ϕtは周期的ハミルトニアンから生成されるものとみなせる．

3.4.4 応用２：シンプレクティック同相の固定点

Theorem 3.4.5. (M,ω)をコンパクトシンプレクティック多様体でH1(M,R) = 0

とする．idに C1位相で近いM のシンプレクティック同相は二つ以上の固定点を
もつ．

Proof. ϕ ∈ Symp(M,ω)をC1位相で十分 idに近いとする．このときGraph(ϕ)は
M 上の closed 1-form µと同一視できる．仮定から µ = dhとなる関数 hが存在す
る．M はコンパクトなので hは２個以上の臨界点（最大，最小点）をもつ．

ϕの固定点

=Graph(ϕ) ∩∆

={p|µp = dhp = 0}
=hの臨界点 ≥ 2

となる．

ラグランジアン交差の問題：Y をMの部分多様体でXにC1位相で近いとする．
つまり微分同相X → Y があり，M 内への写像としてX → M に C1位相で十分
近い．

Theorem 3.4.6. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．Xをコンパクトラ
グランジアン部分多様体でH1(X,R) = 0とする．このときXにC1位相で近いラ
グランジアン部分多様体は交点を２個以上もつ．

Proof. ワインシュタイン管状近傍定理からXのM内の近傍は T ∗Xのゼロ切断の
近傍とシンプレクティック多様体として同一視できる．あとは，さきほどと同じ議
論をすればよい．

Arnold予想：(M,ω)をコンパクトシンプレクティック多様体とし, ϕ :M →M

をシンプレクティック同相写像で idに exactly homotopicとする（説明はあとで）．
このとき

#{ϕの固定点 } ≥M 上の滑らかな関数の臨界点の数の最小
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（右辺は，minf∈C∞(M) #{f の臨界点 }のこと）．さらに ϕの固定点がすべて非退
化の場合には，

#{ϕの非退化な固定点} ≥M のモース関数の臨界点の個数の最小 ≥
∑

dimH i(M)

（最後の不等式は古典的モース理論から）．ここで ϕの固定点 pが非退化とは dϕp :

TpM → TpM が固有値 1を持たないことである（非退化不動点は孤立点であった．
特にM コンパクトなら有限個である）．
定義などについて説明する．ht : M → Rを 1周期（ht = ht+1）の滑らかな関

数の族（つまり周期的時間依存ハミルトン関数）とする．ω(vt, ·) = dhtにより ht
からベクトル場 vt = vt+1をつくる（つまり時間依存のハミルトンベクトル場で，
周期的なもの）．このベクトル場 vtから生成されるハミルトニアンイソトピーを
ρ : M × R → M をする．ϕが idに exactly homotopicとはこのような時間依存
の 1周期ハミルトン関数 htが存在して ρ1 = ϕとなることである．このときシン
プレクティック同相 ϕの固定点と ρ : M × R → M の周期 1の軌道は一対一対応
する．（example 2.3.1を参照）ならぜなら ϕ(p) = pであるための必要十分条件は
{ρ(t, p), t ∈ [0, 1]}が閉軌道であることだから（ϕ(p) = ρ1(p) = pであるので）．ま
た，前 subsectionでみたように，ハミルトニアンシンプレクティック同相写像は，
exactly homotopicである．よって，ハミルトニアンシンプレクティック同相写
像 ϕに対して，ある周期的ハミルトニアン htが存在し，ϕの固定点と htの周期解
は一対一対応する．

Remark 3.4.1. ϕが exactly homotopicで htが時間に依存しない場合はArnold予
想は簡単に証明できる．

Proof.

pが hの臨界点

⇐⇒ dhp = 0

⇐⇒ vp = 0

⇐⇒ ρ(t, p) = p ∀t ∈ R
⇐⇒ pは ρ1の固定点

よって ρ1 = ϕの固定点はM 上の関数 hの臨界点の個数と一致するので，Arnold

予想が成立することになる．

よって，時間に依存している場合が問題となる．

Arnold予想の研究はシンプレクティックフレアーホモロジーを用いることによ
り，発達し，かなりの部分が解決している（詳しくは，深谷賢治の本 [深谷]をみ
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よ．周期ハミルトン系の周期解を考えると，周期解がループ空間 Ω(M)（無限次
元）上のある汎関数の臨界点となる．そこで，無限次元のモース理論を展開する
のである）．
Lがラグランジアン部分多様体なら，ハミルトニアンイソトピー（周期的とは
限らない，一般の時間依存ハミルトニアン）で動かした ϕt(L)はラグランジアン
である．#L∩ϕ1(L)が

∑
i rankHi(L,Z)で下から抑えられるという予想がArnold-

Givental予想であり，これにはラグランジアンフレアーホモロジーを用いる．そ
れは Lと ϕ1(L)を境界にもつ道の空間（無限次元空間）上のある汎関数に対する
無限次元モース理論である．
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接触多様体は奇数次元のシンプレクティック多様体と思えるもので，実際シンプ
レクティック幾何と密接な関係であるだけだなく，それ自身非常に重要な話題であ
る．この章では接触多様体に関する基礎事項について学ぶ．

4.1 接触形式

4.1.1 接触構造

Definition 4.1.1. M 上の接触要素とはM 上の点 pとそこでの余次元１の接超平
面Hp ⊂ TpM の組のことである．

Hp ⊂ TpM はある covector αp ∈ T ∗
p \ {0}をスカラー倍を除いて定める．つまり

(p,Hp)を接触要素とするとHp = kerαpとする．ここで kerαp = kerα′
pとなるた

めの必要十分条件は αp = λα′
p（λ ∈ R∗）．

さらにH が pに対して滑らかであるとする．局所的にはH = kerαとなる 1-

form αが存在する．もちろん αはただひとつではなく kerα = ker fαとなる
（f :M → R∗）．

Definition 4.1.2. M 上の接触構造とは滑らかな超平面場H ⊂ TM であり，局
所的に定義される 1-form αに対して，dα|H がH上で非退化（つまりシンプレク
ティック形式．dα : H ×H → Rが非退化）となること．このとき (M,H)を接触
多様体とよび αを局所接触形式とよぶ．

p ∈M に対して，

TpM = kerαp ⊕ ker dαp = Hp ⊕ ker dαp

となる．

Proof. kerαp = {v ∈ TpM |⟨v, α⟩ = 0} = Hpであり，dimHp = dimM − 1であっ
た．kerαpの補空間は 1次元である．(dα)pを考える．つまり dαp : TpM ∋ v →
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(dα)p(v, ·) ∈ TpM∗を考える．v ∈ ker dαpとは，(dα)p(v, w) = 0（∀w ∈ TpM）で
ある．dα|H : H → H∗は非退化であった．そこで v ∈ H として (dα)p(v, w) = 0

（∀w ∈ TpM）ならH上非退化なので v = 0である．よって ker dαp ∩Hp = {0}で
ある．よって ker dαp = {0}はゼロ次元か一次元である．ゼロ次元であると仮定す
ると，dαは TpM上のシンプレクティック形式になり，TpMは偶数次元である．し
かしH上でもシンプレクティック形式であったので，Hも偶数次元である．よっ
てH が余次元が 1ということに反する．よって ker dαpは一次元であり，H と横
断的である．

上の分解は αのとり方に依存している．つまり kerα = H は定まっているが
ker dαは αに依存する．
また dαp|Hpが非退化であることから dimHp = 2nで (dαp)

n|Hp ̸= 0はHp上の体
積要素である．また αp|ker dαp も非退化（αp : ker dαp → Rがゼロでないというこ
と）である．よって

• 接触多様体 (M,H)は奇数次元 2n+ 1である．

• αを接触形式とすると，α ∧ (dα)nはM 上の体積要素である．

逆にHに対する 1-form α（kerα = H）が接触形式になるためにはα∧ (dα)nはM

上の体積要素となること．

Proof. (dα)nはH上の体積要素であった．そこで α ∧ (dα)nを考える

Λ2n+1TpM = ker dαp ∧ Λ2nH

である．そこで (dαp)
n|Hp ̸= 0はHp上の体積要素で，αp|ker dαpが ker dαp上の体積

要素であることから，α ∧ (dα)nは体積要素．
逆に，kerα = H となる 1-fromを考えて，α ∧ (dα)nが体積要素となるとする．

Hが余次元 1なので，適当な 1次元補空間を V とする．H = kerαなので，αは V

上の体積要素．またα∧ (dα)nが体積要素となので，(dα)nがH上の体積要素であ
る．よって dα|H はH上非退化であるので αは接触形式になる．

よって

Proposition 4.1.1. HをM の超平面場とする．このときHが接触構造となるた
めの必要十分条件はHを定める勝手な局所 1-formに対してα∧ (dα)n ̸= 0である．

また，大域的な接触形式が存在するための必要十分条件は，line bundle TM/H

が向き付け可能であること．H上には体積要素が存在して向き付け可能なので，こ
のときはM が向き付け可能になる．
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Proof. まず実 line bundleが向き付け可能とは，それが自明束であることである．
つまりゼロ点のない切断が存在する．大域的な接触形式αが存在するなら，α|ker dα
は非退化であったので TM/H ∼= ker dαとなり，αがゼロ点のない大域的切断を
与え，向き付け可能となる．逆に，TM/Hが向き付け可能とする，わかりやすく
するため，TM に計量をいれておく．このとき αに対して g(Xα, Y ) = α(Y )とす
ればベクトル場Xαがさだまり．XαはH に直交するベクトル場である．つまり
H⊥ ∼= TX/Hの局所切断である．向き付け可能からこのベクトル場で nonzeroな
ものがあるので，αを大域的にとることができる．

Remark 4.1.1. 超平面場が積分可能であるための条件はH 上で dα = 0である．
実際X,Y ∈ Hに対して α(X) = α(Y ) = 0であるので

LXα = ι(X)dα + d(α(X)) = ι(X)dα

⇒ 0 = LX(α(Y )) = (LXα)(Y ) + α([X,Y ]) = dα(X,Y ) + α([X,Y ])

⇒ (dα)(X,Y ) = α([X,Y ])

となり，積分可能なら [X,Y ]p ∈ Hpであるので dα = 0と同値になる．さらにこれ
は α ∧ dα = 0と同値である．

Proof. 一般に，V を有限次元ベクトル空間として η ∈ ΛpV とする．ϕ ∈ V をゼロ
でないベクトルでϕ∧ η = 0とすると，η = ϕ∧ ζとなる ζ ∈ Λp−1V が存在する（カ
ルタンの補題）．このとこを証明すればよい．ϕ = e1として基底を e1, · · · , enと
して ηを e1を含む部分と含まない部分にわける，つまり η = e1 ∧ ζ + βとかける．
このとき e1 ∧ η = 0 = e1 ∧ β = 0である．β =

∑
I αIeI で eI はΛp−1V の基底であ

り，e1を含まない．よって
∑

I αIe1 ∧ eI = 0は αI = 0を導く．よって η = e1 ∧ ζ
である．
可積分であることを微分形式で書けば dα = β ∧ αとなる βが存在することと同

値であり，これは今述べたことから α ∧ dα = 0と同値．

接触構造とはH上で dαが非退化ということであったので，Hは積分可能とは
ならない．

4.1.2 examples

EXAMPLE 4.1.1. R3上で座標を (x, y, z)としてα = xdy+ dzとする．このとき

α ∧ dα = (xdy + dz) ∧ (dx ∧ dy) = dx ∧ dy ∧ dz ̸= 0

よって αは接触形式である．対応するHは，点 (x, y, z)上で

H(x,y,z) = {v = a∂/∂x+ b∂/∂y + c∂/∂z|α(v) = bx+ c = 0}
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EXAMPLE 4.1.2.

Proposition 4.1.2 (Martinet). 勝手なコンパクト向き付け可能な３次元多様体は接
触構造をもつ．
勝手な向き付けコンパクト可能多様体は S3の絡み目に沿ったDehn手術により
構成できること（Lickorish)を用いる,つまりS3上の標準的な接触構造から接触構
造込みでDehn手術を行う．
Open problem : コンパクト向き付け可能３次元接触多様体の分類（接触トポロ
ジーへ）．

EXAMPLE 4.1.3. R2n+1 の座標を (x1, y1, · · · , xn, yn, z)とする．このとき α =∑
xidyi + dzは接触形式である．
T ∗X上の標準的 1-formを αとする．T ∗X × R上で α + dzは接触形式である．

Proof.

(α + dz) ∧ (d(α + dz))n = (α + dz) ∧ (dα)n = dz ∧ (dα)n

となる，dαnは T ∗X 上で体積要素であった．よって上は T ∗X × R上の体積要素
である．

EXAMPLE 4.1.4. Xを多様体とし T ∗Xを余接束とする．このときXに随伴し
た次の二つの標準的な接触多様体が得られる．

P(T ∗X) S(T ∗X).

いくつかの段階にわけて証明していく．
（Step 1）：まず n次元多様体Xの接触要素の多様体を考える．

C := {(x, χx)|x ∈ X, χxは TxXの超平面 }

これは P(T ∗X)と自然にファイバー束として同型である．つまり ϕ : C → P(T ∗X)

という微分同相が存在して，次が可換

C ∋ (x, χx)
ϕ−−−→ (x, [ξx]) ∈ P(T ∗X)

π

y yπ
X

=−−−→ X

ここで χx = ker ξxである．実際，ξx ∼ ξ′xは λξx = ξ′xで入れているので ker ξ =

ker ξ′ = χxとなるので上の写像はwell-defiedである（ファイバー束として同型で
あることも明らか）．
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（Step 2）：このときC上に，標準的な超平面場Hが存在する．点p = (x, χx) ∈ C
上の超平面を

Hp = (dπp)
−1χx ⊂ TpC

とすればよい．ここで dπp : TpC → TxXである．先ほどの同型から P(T ∗X)上に
も超平面場Hが存在する．これは次のように書ける．ξ ∈ T ∗X \ {0− section}を
(dπ(x,ξ))

∗ : T ∗
xX → T ∗

(x,ξ)(T
∗X \{0−section})で送れば，1-form α(x,ξ) := (dπ(x,ξ))

∗ξ

を得る（つまりシンプレクティック多様体上の標準的 1-fromであり，α =
∑
ξidxi

である）．この 1-fromの kernelを考えると fiber方向の接ベクトルはすべて kernel

に入る，さらに水平方向を考えると ξが定める超平面場

χx = ker ξx = {
∑

ai∂/∂xi|
∑

aiξi = 0} (ξ =
∑

ξidxi)

は kernelにはいる．これより T ∗X \ {0 − section} = T ∗X \ X に 1-formが入る．
さて，これからP(T ∗X)上の 1-formがスカラー倍を除いて定まることを見ていく．
λξを考えても，fiber方向はすべて kernelに入り，水平方向も同じ kernelをもつ．
つまり (x, [ξ])上のH ⊂ T(x,[ξ]P(T ∗X)を定める．特に，T ∗

(x,[ξ])P(T ∗X)上ではスカ
ラー倍を除いて 1-fromが定まる．そして，その kernelは fiber方向の接ベクトルと
ξが定める水平方向の超平面χxであるので，これはC上の (dπp)

−1χxに一致する．
（Step ３）：(P(T ∗X),H)が接触多様体よって (C,H)が接触多様体になること
を確かめる．
(x, [ξ]) ∈ P(T ∗X)とする．[ξ]に対して，

H(x,[ξ]) := ker((dπ(x,ξ))
∗ξ)

T ∗X の局所座標をとって (x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)とする．P(T ∗X)の局所座標は
(x1, · · · , xn, ξ2, · · · , ξn)である（一般性を失うことのなく ξ1がゼロでないときの局
所座標とする）．このとき

α = dx1 +
∑
i≥2

ξidxi

となりH = kerαとなることがすぐわかる．これが接触形式の局所座標表示であ
る．そこで

dα =
∑
i≥2

dξi ∧ dxi, α ∧ (dα)n = n!dx1 ∧ dξ2 ∧ dx2 · · · dξn ∧ dxn

となるのでこれは非退化である．

Remark 4.1.2. この接触多様体のシンプレクティック化はシンプレクティック多様
体 T ∗M からゼロ切断を除いたものである（後述）．



4.2. 接触力学 81

（Step ４）：上と同様にして，Xの向きつき接触要素全体の多様体

Co := {(x, χox)|x ∈ X, χxは TxXの向きつき超平面 }

向きを込めて超平面を考えてるので C の二重被覆になる．また，この場合には．
S(T ∗X)と同型になる，ここで余接球面束を定義する同値関係はξ ∼ ξ′ ⇐⇒ ξ = λξ

for λ ∈ R+である．この場合にもまったく同様にして接触構造をいれることがで
きる．
以上から，多様体Xに付随した標準的接触多様体が作れた．

4.2 接触力学

4.2.1 First Properties

まずDarbouxの定理の接触多様体版が成立．

Theorem 4.2.1. (M,H)を接触多様体とし，p ∈M とする．このとき pを中心と
する局所座標 (U, x1, y1, · · · , xn, yn, z)で U 上

α =
∑

xidyi + dz

がHの局所接触形式となるものが存在する．

Proof. 後で述べるシンプレクティック化を用いる．M のシンプレクティック化を
M̃ =M×R+ →Mとする（λをR+の座標である）．ここには標準 1-form α̃ = λα

があり，ω = dα̃ = dλ ∧ α + λdαがシンプレクティック形式．このときM =

M × {1} ⊂ M̃ とみなす．α̃|M = αである．
M̃ はシンプレクティック多様体であるので，点 p ∈ M ⊂ M̃ の近傍 U で {p1 =

0} ∩ U がM の pの近傍となるようにして，Darbouxの定理から

ω = dα̃ = dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn, p = (0, · · · , 0) ∈ M̃

となる局所座標が存在．そこで p1dq1 + · · ·+ pndqnの外微分は dα̃であるので局所
的には

α̃ = λα = p1dq1 + · · ·+ pndqn + df

となり，fは適当に定数をたしてもよいので局所座標の原点でゼロとなる関数とし
てよい．特に {p1 = 0} ∩ U 上に制限して xi = pi|U , yi = qi|U , z = f |U とすれば，

α = x2dy2 + · · ·+ xndyn + dz
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となる．あとはxi = pi|U , yi = qi|U , z = f |Uが座標になることを確かめる．(p2, q2, · · · , pn, qn, q1)
は座標であるので∂f/∂q1(p) ̸= 0を示せばよい．∂f/∂q1(p) = 0とすると，α((∂/∂q1)p) =
0である．よって v = (∂/∂y1)p ∈ Hpである．しかし，dα|Hp は非退化であったの
で ivdα ̸= 0である．シンプレクティック形式に関して (TpM)⊥ ⊂ T(p,1)M̃は vで生
成されるので TpM 上で ivdα = ivω = 0となり矛盾．

Moserの定理の類似（see 定理 3.2.2）が成立する．

Theorem 4.2.2 (Gray). M をコンパクト多様体．αt（t ∈ [0, 1]）をM 上の大
域的な接触構造の滑らかな族とする．Ht = kerαt とする．このときイソトピー
ρ :M × R→M でHt = ρt∗H0となるものが存在する．

Proof. まず次のことに注意しておく．Ht = ρt∗H0は ρ∗tαt = ut · α0となるあるゼ
ロ点のない滑らかな関数族 ut : M → Rが存在することと同値．実際 ker ρ∗tαt =

ρ−1
t∗ Ht = H0 = kerutα0なので．
さてイソトピー ρtで

ρ0 = id,
d

dt
(ρ∗tαt) =

d

dt
(utα0)

となるものを見つける．まず

d

dt
(ρ∗tαt) = ρ∗t (Lvtαt +

dαt
dt

)

であった．ここで vt =
dρt
dt
◦ ρ−1

t である．モーザーの trickから vtを見つけて積分
すればよい．また我々はベクトル場 vtをHt = kerαt内でみつけることにする（こ
れは単に証明を簡単にするため）．
そこで ρ∗tαt = ut · α0，vt ∈ Htが成立するための必要条件を書く（すると vtが

満たすべき方程式を得る）．

ρ∗t (Lvtαt +
dαt
dt

) =
dut
dt
α0

⇐⇒ ρ∗t (dιvtαt + ιvtdαt +
dαt
dt

) =
dut
dt

1

ut
ρ∗tαt

⇐⇒ ρ∗t (ιvtdαt +
dαt
dt

) =
dut
dt

1

ut
ρ∗tαt

⇐⇒ ιvtdαt +
dαt
dt

= (ρ∗t )
−1(

dut
dt

1

ut
)αt

そこで，Ht = kerαt上に制限すれば，最後の式は

ιvtdαt|Ht = −
dαt
dt
|Ht
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を導く．dαt|Ht は非退化なので，この方程式は各点で解くことができ，ベクトル
場 vt ∈ Htが定まる．そこでこの vtに対して ιvtdαt +

dαt

dt
はHt上でゼロであるの

で TxM 上で

ιvtdαt +
dαt
dt

= ft · αt

となる関数 ftが存在する．さらに，

(ρ∗t )
−1(

dut
dt

1

ut
) = ft

という微分方程式（M × R上で初期条件 u0 = 1）を解いて nonzero関数 ut =

exp
∫ t
0
ρ∗tftdtが定まる．

そこで今みつけた vt及び utに対して，先ほどの式を逆にたどっていけば，

d

dt
(ρ∗tαt) =

dut
dt

1

ut
ρ∗tαt

が成立する．また

d

dt
(
1

ut
ρ∗tαt) = −

u′t
u2t
ρ∗tαt +

1

ut

d

dt
(ρ∗tαt) = 0

となる．よって
1

ut
ρ∗tαt =

1

u0
ρ∗0α0 = α0

となる．よって ρ∗tαt = utα0を得る．

4.2.2 Reebベクトル場

Proposition 4.2.3. (M,H)を接触多様体で（大域的）接触形式を αとする．こ
のとき

ιRdα = 0 ιRα = 1

を満たすベクトル場Rがただひとつ存在する．これを αからきまるReebベクト
ル場とよぶ．（これは αのとり方に依存）．

Proof. ιRdα = 0からR ∈ ker dαである．さらに ιRα = 1によりRを normalizeす
ればただひとつに定まる．(TpM = kerαp ⊕ ker dαp = Hp ⊕ ker dαpに注意）

定義からReebベクトル場はHと横断的である．

Proposition 4.2.4. Rから定まる flowは接触形式 αを保存する．つまり ρt =

exp tRとすれば，Rからイソトピー（この場合は 1パラメータ変換群）が定まり，
ρ∗tα = αを満たす．
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Proof.
d

dt
(ρ∗tα) = ρ∗t (LRα) = ρ∗t (dιRα + ιRdα) = 0

よって ρ∗tα = αとなる．

Definition 4.2.1. 接触同相とは接触多様体 (M,H)の微分同相 ϕで ϕ∗H = H と
なるもの（各近傍で ϕ∗α = hα h > 0 ∈ C∞(M)でもよい）．つまり接触構造を保
存する微分同相．無限小版は接触ベクトル場とよぶ（これはベクトル場のリー環
の部分リー環になる．LXα = λαとなる λ ∈ C∞が存在するようなベクトル場）．

部分リー環になることを確かめておこう．LXα = λα, LY α = µαとする．この
とき，

L[X,Y ]α = LXLY α− LYLXα = LX(µα)− LY (λα) = Xµα + λµα− Y (λ)α− µλα
= (Xµ− Y λ)α

EXAMPLE 4.2.1. Reebベクトル場は接触ベクトル場である．また expRは接触
同相を与える．

EXAMPLE 4.2.2. R2n+1上の α =
∑
xidyi + dzを考える．このとき Reebベク

トル場はR = ∂/∂zである．（直接確かめればよい）．またRから定まる接触同相は

ρt(x1, y1, · · · , xn, yn, z) = (x1, y1, · · · , xn, yn, z + t)

EXAMPLE 4.2.3. 奇数次元球面 S2n−1 ⊂ R2n = Cnを

{(x1, y1, · · · , xn, yn)|
∑

x2i +
∑

y2i = 1}

と考える．R2n上で σ = 1
2

∑
(xidyi − yidxi)とする．これを S2n−1へ制限したもの

α = i∗σは球面上の接触形式を定める．

Proof. α∧(dα)n−1 ̸= 0を見ればよい．R2n上の1-form ν = d(r2) = 2
∑
xidxi+yidyi

を考えると TpS
2n−1 = ker νpとなる．そこで

ν ∧ σ ∧ (dσ)n−1 = r2(n− 1)!dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn

となり R2n \ {0}上でゼロでない．p ∈ S2n−1に対して，TpR2n = TpS ⊕ R(νp) =
ker νp ⊕ R(νp)であるので，これがゼロでないことは α ∧ (dα)n−1 ̸= 0を導く．（ま
たは

α ∧ (dα)n−1 =
(n− 1)!

2
ιRdx1 ∧ dy1 ∧ · · · dxn ∧ dyn

であるのでRは次で与えるReebベクトル場．）
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この接触超平面場H = kerαは S2n−1上の標準的接触構造という．これはCn上
のシンプレクティック構造の射影化と考えられる（あとでS2n−1のシンプレクティッ
ク化をみる）．またReeb ベクトル場はR = 2

∑
(xi∂/∂yi− yi∂/∂xi)である（回転

に対応するベクトル場を足し合わせたもの．よって S2n−1に接する．Reebベクト
ル場であることは直接確かめればよい）．
またこのRはHopf ベクトル場ともいう．つまりこの flowの軌道はHopf fibra-

tionの circleである．S2n−1 ∋ (x1, y1 · · · , xn, yn) → [z1, · · · , zn] ∈ CPn−1を Hopf

fibrationとしたときの fiberのことである．Reebベクトル場はファイバー方向を
向いている．（実際，U(1)作用である eit(x+ iy)を微分すれば，−y + ixとなる）．
接触構造をCPn−1のファイバーに垂直な超平面場として定義してもよい．また

S2n−1から一点を引けばR2n−1の標準的接触構造を与えることにも注意．

EXAMPLE 4.2.4. Xに計量（完備も仮定）が入ってると仮定する．標準的接触多
様体Co = S(T ∗X)を考えると．この上に測地流がえられる．S(T ∗X)上の標準接
触形式に対するReebベクトル場を考えたとき，そのflowが測地流となる．（その
軌道は，ポテンシャルがない場合の運動方程式の解であった．後で見るWeinstein

予想はリーマン多様体上の閉測地線の存在を意味する）．

Proof. ハミルトニアン f : T ∗M → Rを f(p, ξ) = gp(ξ, ξ)/2で定義したときにハミ
ルトン方程式が測地線方程式を与えた（ただしTM ∼= T ∗Mとみている）．S(T ∗M)

上で f は定数 1/2であるのでXf は S(T ∗M)に接する（Xf (f) = 0であった）．さ
て，V ∈ T (S(T ∗M)) ⊂ T (T ∗M)に対して，

ω(Xf , V ) = df(V ) = V (f) = 0⇒ ιXf
dα|T (S(T ∗M)) = 0

である．また，α(Xf ) = 1となる．実際，T ∗M 上で考えると α =
∑
ξidxiであり，

Xf =
∑

gijξjξi
∂

∂xi
+
∑
−1

2

∂gkl

∂xi
ξkξl

∂

∂ξi

であった．そこで，
α(Xf ) =

∑
gijξjξi = gp(ξ, ξ)

となるので，これを単位円に制限すれば 1である．つまりS(T ∗M)上でα(Xf ) = 1

を得る．よってReebベクトル場となる．

EXAMPLE 4.2.5. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．さらに [ω] ∈ H2(M,Z)
とする．このときM 上の複素直線束 Lおよび接続∇で

F (∇) = 2πiω
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となるものがとれる．特に c1(L) = [ω]である．この (L,∇)を前量子化とよぶ（接
触化ということもある）．対応する主 U(1)束を考える．これは S(L)である．接
続は S(L)上の iR値微分形式であるが，R ∋ t→ 2πit ∈ iRという写像により，R
値微分形式 θとみなせば，dθ = π∗ωである．
このとき (S(L), θ)は接触多様体になる．実際，θ ∧ dθn = θ ∧ π∗ωnとなる．ωn

はM 上で非退化であった．また θは接続形式であるので，基本ベクトル場に沿っ
てゼロでない．つまりファイバー方向で非退化．よって接触形式になる．このと
き，Reebベクトル場はファイバー方向に接するベクトル場である．

4.2.3 接触ベクトル場のリー環

さて，(M,H)を接触多様体として αを（大域的）接触形式とする．接触変換の
リー環は．接触ベクトル場は LXα = hα（h ∈ C∞(M)，正とはかぎらない）を満
たすものである．
接触多様体M上の関数 fに対して，次でハミルトンベクトル場Xf を定義する．

df(V ) = dα(Xf , V ) for V ∈ H, α(Xf ) = −f

この条件でXf はただ一つに定まる．特に，f = −1のときXf = X1はReebベク
トル場である．このように定数関数に対してもゼロでないハミルトンベクトル場
が定まる．

Lemma 4.2.5. 接触ベクトル場全体とハミルトンベクトル場全体は一致する．

Proof. まずH上で

LXf
α = (dιXf

+ ιXf
d)α = −df + df = 0

である．よって LXf
α = hαとなる．逆に LXα = hαとする．f := −α(X)とすれ

ば２番目の条件は明らか．さらに

0 = df + d(α(X)) = df + dιXα = df + (LX − ιXd)α = df + hα− ιXdα

である．よってH上で df = ιXdαとなる．

Lemma 4.2.6. X−1をReebベクトル場とする．このとき

dα(Xf , X−1) = 0, LXf
α = −X−1(f)α

となる．特に LXf
α = hαとなる hは h = −X−1(f) = X1f となる．
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Proof. α(Xf + fX−1) = f − f = 0なのでXf + fX−1 ∈ H である．そこでReeb

ベクトル場の定義から

0 = (dα)(X−1, Xf + fX−1) = dα(X−1, Xf )

となる．
LXf

α = hαとする．このとき

h = hα(X−1) = (LXf
α)(X−1)

= ((ιXf
d+ dιXf

)α)(X−1) = dα(Xf , X−1)− (df)(X−1) = 0−X−1(f)

となる．

Definition 4.2.2. 接触多様体上の関数全体にポアソン括弧 {f, g}を

{f, g} = Xg(f) + fX−1(g)

として定める．

Proposition 4.2.7. (C∞(M), {·, ·})はリー環となる．さらに，リー環 (C∞(M), {·, ·})
と接触ベクトル場のリー環 Lie(Aut(M,H))は同型である．

Proof. 接触ベクトル場全体は部分リー環となるのであった．さて，

C∞ ∋ f 7→ Xf ∈ Lie(Aut(M,H))

はベクトル空間としての同型をあたえる．実際，接触ベクトル場とハミルトンベ
クトル場は同型であったので，全射がわかる．単射性は，Xf = 0とすると，0 =

α(Xf ) = −f からわかる．
さて，f, g ∈ C∞(M)とする．上の全単射から，[Xf , Xg]は接触ベクトル場であ
るので [Xf , Xg] = Xhとなる関数 hがただ一つ存在する．そこで

ιXh
α = ι[Xf ,Xg ]α = (LXgιXf

− ιXf
LXg)α = −LXg(f) + ιXf

(X−1(g)α)

= −LXg(f)−X−1(g)f = −{f, g}

となるので，h = {f, g}である．よって f 7→ Xf は括弧積が保たれる．C∞(M)と
Lie(Aut(M,H))はベクトル空間として同型であったので，C∞(M)はリー環にな
る．そしてリー環の同型となる．
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4.2.4 シンプレクティック化

ここでは接触多様体からシンプレクティック多様体をつくる方法を紹介する．シ
ンプレクティック化は，ワインシュタイン予想や接触ホモロジーの研究に用いられ
る．まず具体的な例から述べる．

EXAMPLE 4.2.6. M = S2n−1×Rとする．Rの座標を τとかく．π :M ∋ (p, τ)→
p ∈ S2n−1を射影とする．M とR2n \ {0}と次で同一視する．

R2n \ {0} ∋ (X1, Y1, · · · , Xn, Yn) 7→ (
1

R
(X1, Y1, · · · , Xn, Yn), logR) ∈M

ここでR =
∑

(X2
i + Y 2

i )である．射影は次のようになる

π : R2n \ {0} ∋ (X1, Y1, · · · , Xn, Yn) 7→
1

R
(X1, Y1, · · · , Xn, Yn) ∈ S2n−1

ここで eτ = R =
∑

(X2
i + Y 2

i )である（よって S2n−1が半径 1の球面である）．
R2n \ {0}

S2n−1

さらに埋め込み i : S2n−1 → R2nを考えると，

π : R2n \ {0} ∋ (X1, Y1, · · · , Xn, Yn) 7→
1

R
(X1, Y1, · · · , Xn, Yn)

7→ 1

R
(X1, Y1, · · · , Xn, Yn) = (x1, · · · , yn) ∈ R2n

となる．さてα = i∗σを標準的なS2n−1上の接触構造とする．このときω = d(Rπ∗α)

は R2n \ {0}上の閉 2-formである．さらに，π∗i∗xi = Xi/R，π∗i∗yi = Yi/Rであ
る．よって

π∗α = π∗i∗σ =
1

2

∑ Xi

R
d(
Yi
R
)− Yi

R
d(
Xi

R
) =

1

2R2

∑
(XidYi − YidXi)

となる．よって
ω = d(Rπ∗α) =

∑
dXi ∧ dYi

となるので，これはR2n \ {0}上の標準的なシンプレクティック構造である．この
(M,ω)を (S2n−1, α)の標準的なシンプレクティック化とよぶ．
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Theorem 4.2.8. (M,H)を接触形式 αの接触多様体とする．M̃ = M × R π−→ M

を考える．このときω = d(eτπ∗α)は M̃上のシンプレクティック形式である．これ
をシンプレクティック化とよぶ．

本によっては M̃ =M × R+として ω = d(tπ∗α) とする場合もある．

Proof. ωが閉2-formであることはよい．そこで非退化性をみる．ω = eτ (dτ∧α+dα)
であるので，

ωn = nenτdτ ∧ α ∧ (dα)n−1

となり右辺はゼロでない．よって非退化である．

Remark 4.2.1. また τをハミルトニアンとするハミルトンベクトル場をMに制限
するとReebベクトル場になる．

Proof.

dτ = ιXτω = ιXτd(e
τα) = ιXτ (dτe

τ ∧ α + eτdα)

= dτeτα(Xτ ) + eτ ιXτdα

となる．dτ はR上で，αはM 上なので，eτα(Xτ ) = 1, eτ ιXτdα = 0を得る．これ
を τ = 0へ制限すればReebベクトル場の条件をみたす．

ハミルトニアンベクトル場に対する周期軌道の数に対する評価がアーノルド予
想であった．そこで，その接触版というべき予想はワインシュタイン予想とよば
れる：予想「Reebベクトル場は周期軌道をもつ」

Remark 4.2.2. M̃ の別の表記の仕方：

M̃ = {(p, ξ) ∈ T ∗M |p ∈M, ξ ∈ T ∗
pM, ker ξ = Hp}

とする（つまり接触形式の全体の集合）．これにはR∗が

λ(p, ξ) = (p, λξ)

として作用する．さらに M̃/R∗はM と同型である．M̃ 上に，ある標準的 1-form

α̃を v ∈ T(p,ξ)M̃ 上で
α̃(p,ξ)(v) = ξ((dπ)(p,ξ)v)

として定める．このとき ω = dα̃がシンプレクティック形式である．
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Proof. この方法なら大域的接触形式 αがなくても定義できることに注意する．大
域的接触形式が定義できるなら，ファイバーの positiveなほうをとることにより，
M̃ =M × R>0

∼= M × Rとでき，これについては先ほどみた．
シンプレクティック形式であることをみるには局所的でよいので，U ⊂M 上接

触形式αが存在しているとしてよい．αにより自明化すれば，M̃ |U = U ×R∗とな
る．つまり M̃ の点は，ξ = λαとしてかけるので局所座標 λ ∈ R∗をとれるのであ
る．このとき α̃(p,ξ) = λπ∗αとかける（ただし α̃は αのとり方によらない）．あと
は先ほどと同様である．

Remark 4.2.3. 接触同相はシンプレクティック化したシンプレクティック多様体上
のR∗の作用と可換で α̃を保つシンプレクティック同相へと拡張できる．

EXAMPLE 4.2.7. Xを n次元多様体として P(T ∗X)は接触多様体であった．こ
のシンプレクティック化 T ∗M からゼロ切断を引いたものである．そしてシンプレ
クティック化の標準 1-form

∑
ξidxiは上でつくったものに一致する．

4.2.5 Legendrian submanifold

2n + 1次元接触多様体 (M,H)の部分多様体 Λでその各点の接平面が接触平面
に入るものの最大次元は n次元であり，そのような n次元部分多様体（接触分布
に対する積分部分多様体）を Legendre部分多様体とよぶ．（3次元なら 1次元部
分多様体である）．

Proof. 局所的にHを定める接触形式αに対してα|Λ = 0である．よって (dα)|Λ =

d(α|Λ) = 0である．そこでH 上のシンプレクティック形式 dαに対して，TpΛは
isotropicな部分空間であるので次元は n次元以下である．

EXAMPLE 4.2.8. Xをn次元多様体として，2n−1次元接触多様体 (P(T ∗X),H)

を考える．S ⊂ Xを k部分多様体として，射影余法バンドルを次で定義する．

P(N∗S) := {c = (x, [ξ]) ∈ P(T ∗X)|π(c) ∈ S, Tπ(c)S ⊂ ξ}

これは n − 1次元部分多様体で，Legendre部分多様体である（局所座標で確かめ
ればよい）．

Proof. 余接法バンドルがラグランジアン部分多様体であることは前にのべた．実
際，αをN∗Sへ制限するとゼロであるので ωも制限すればゼロである．このとこ
から，これを射影化すれば，接触形式をP(N∗S)に制限したものはゼロである．



4.2. 接触力学 91

一般に次の命題が成立する（証明は省略 Guillemin Sternberg「geometric asymp-

totics」[Guillemin-Sternberg(asy)]など）

Proposition 4.2.9. L ⊂ P(T ∗X)を部分多様体として，π : T ∗X \ {0} → P(T ∗X)を
射影化とする．Lがルジャンドル部分多様体であるための必要十分条件は π−1(L)

が T ∗Xのラグランジアン部分多様体であること．さらにこのとき α̃|π−1(L) = 0で
ある．

EXAMPLE 4.2.9. Mを 2n+1次元の接触多様体でXを n+1次元の多様体．さ
らに π : W → Xがファイバー束であるとして，各ファイバーがルジャンドル部分
多様体のときルジャンドルファイブレーションという．
π : P(T ∗X)→ X，π : S(T ∗X)→ Xはルジャンドルファイブレーションである．
これは上の例の一点の場合である．

EXAMPLE 4.2.10. (x, y) = (x1, · · · , xn, y)という座標をもつ n + 1次元ユーク
リッド空間Eを考える．さらに，超平面全体で y = 0に（ユークリッド内積に関
して）垂直でないもの全体のつくる 2n+1次元接触多様体Mを考える（接触多様
体 P(T ∗E)の開接触部分多様体∼= R2n+1である）．接触形式は局所座標を (x, y, p)

として
α = p1dx1 + · · ·+ pndxn − dy

である．これは別の見方をすれば，ジェット空間M = J1(Rn,R) = R2n+1上の接
触構造構造と考えられる．y = f(x)という関数のグラフ（n次元）を考え，グラフ
に接する超平面全体の集合を考えるとこれはルジャンドル部分多様体である．つ
まりRnからM = J1(Rn,R)へのルジャンドル埋め込みが x 7→ (x, f(x), dfx)によ
り与えられる．

2n + 1次元接触多様体M で，座標 (p, x, y) = (p1, · · · , pn, x1, · · · , xn, y)をもち
接触構造は α = pdx− dyとする．このときルジャンドル対合とは，別の接触多様
体M ′で座標 (P,X, Y )（接触構造 PdX − dY）をもつものへ，

P = x X = p Y = px− y

と移す変換である．

PdX − dY = xdp− pdx− xdp+ dy = −pdx+ dy

であるので．ルジャンドル対合は接触同相である．グラフG : y = f(x)の接平面が
つくるルジャンドル部分多様体S（つまり (x, dfx, f(x))）はルジャンドル対合のもと
でルジャンドル多様体S ′へ移る（一般に接触同相ならルジャンドル多様体をルジャ
ンドル多様体にうつす）．これをルジャンドル変換とよぶ．さらにS ′を座標 (X,Y )
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へ射影すれば，特異点のある多様体G′となるが，これをグラフ y = f(x)のルジャ
ンドル変換という．また，y = f(x)が凸ならG′もある関数のグラフ Y = F (X)と
なり，これを関数 f のルジャンドル変換という．例として，ラグランジアンから
ハミルトニアンへと移す変換である（後で）．このとき，ラグランジアン（時間に
よらないとき）は関数 L : TM → RでハミルトニアンはH : T ∗M → Rである．

4.2.6 Seifelt and Weinstein予想

Seifeltの問題（1948)：vをゼロ点なしの S3上のベクトル場とする．このとき v

の flowは周期軌道を持つか．
反例：(Schweitzer 1974)：周期軌道を持たないC1ベクトル場が存在
反例：(Kristina Kuperberg 1994)：周期軌道を持たないC∞ベクトル場が存在．
問題：体積保存のベクトル場についてはどうか
反例：(Greg Kuperberg 1997）: 周期軌道を持たないC1ベクトル場が存在．
C∞ではまだ反例はない．
この問題の一般化を考える．M = S3として γを体積とする．vをゼロ点なしの

ベクトル場として体積保存とする．つまり Lvγ = 0 ⇐⇒ dιvγ = 0 ⇐⇒ ιvγ =

dα(∃α)（最後はH2(S3) = 0から）．
1-from αが与えられたとして，

ιvγ = dα ιvα > 0

となるベクトル場を考える．（二番目の条件はベクトル場が positiveという）．た
とえば，S3上の標準接触構造に対して，Hopfベクトル場の近傍のベクトル場は
positiveである．R := v/ιvαと正規化すれば，

ιRdα = 0, ιvα = 1, α ∧ dα is a volume form

よってこれは (α,R)という接触形式とReebベクトル場の組である．
予想（Weinstein 1978）：３次元多様体M と（大域的）接触形式 αを考える．v

をReebベクトル場としたとき，vは周期軌道をもつ．

Theorem 4.2.10 (Viterbo and Hofer 1993). Weinstein予想は次の場合は正しい．

• M = S3．

• π2(M) ̸= 0．

• 接触形式が overtwisted．
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Remark 4.2.4. overtwistedとは．HD = H ∩Dが周期軌道をもつようなう 2-disk

Dが存在すること．そうでないときは tightという．

この予想に関して以下は open problem

• 周期軌道はいくつあるか

• そのふるまいは

• unknottedなものはいつも存在するか

• linkingはどうなるか



94

第5章 compatibleな概複素構造

シンプレクティック多様体には必ず compatibleな概複素構造がはいる．この章
ではその事実を証明する．概複素構造を入れることにより，シンプレクティック構
造だけからではわからなかったこともわかってくる．例えば概正則曲線との関係
である．これが今日のシンプレクティックトポロジーへとつながる（このノートで
は，シンプレクティックトポロジーには触れないけど）．

5.1 概複素構造
すべてのシンプレクティック多様体は概複素構造をもつ，さらにそれはcompatible

な意味での概複素構造をもつ．よってシンプレクティック幾何と複素幾何をつなぐ
ことができる．

5.1.1 ベクトル空間上の複素構造

V を 2n次元ベクトル空間とする．まず V 上のシンプレクティック構造全体の空
間をΩ(V )とする．Ω ∈ Ω(V )に対して Sp(V,Ω)をシンプレクティック同型写像の
全体の群∼= Sp(2n,R)とする．このとき

Ω(V ) ∼= GL(V )/Sp(V,Ω) = GL(2n,R)/Sp(2n,R)

である．同様に V 上の複素構造全体は

J(V ) ∼= GL(V )/GL(V, J) = GL(2n,R)/GL(n,C)

となる．（証明はΩ(V )にGL(V )が引き戻しにより作用し，等質空間となる．この
ときの stabilizerは Sp(V,Ω)である）．
また (R2n,Ω0)という標準的シンプレクティックベクトル空間を考える．

Sp(2n) := {A ∈ GL(2n,R)|Ω0(Au,Av) = Ω0(u, v)}
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とする．またGL(n,C)をX + iY に対して(
X −Y
Y X

)

としてGL(2n,R)へ埋め込む．このとき次の関係に注意しておく．

Sp(2n)

U(n)

O(2n)GL(n,C)

Definition 5.1.1. (V,Ω)をシンプレクティックベクトル空間とする．複素構造 J

が compatibleとは

gJ(u, v) := Ω(u, Jv) が V 上の正定値内積

Ω(Ju, Jv) = gJ(Ju, v) = gJ(v, Ju) = Ω(v,−u) = Ω(u, v)であるので，

J がΩと compatible ⇐⇒ Ω(Ju, Jv) = Ω(u, v), Ω(u, Ju) > 0∀u ̸= 0

Proposition 5.1.1. シンプレクティックベクトル空間上には，必ず compatible

な複素構造が存在する．

Proof. シンプレクティック標準基底をとって，複素構造を定めるのがひとつの方法
である．ここでは別の方法を与える．Gを V 上の勝手な正定値内積とする．Ω, G

はどちらも非退化であるので

V ∋ u 7→ Ω(u, ·) ∈ V ∗, V ∋ v 7→ G(v, ·) ∈ V ∗

は同型 V ∼= V ∗を与える．よって Ω(u, v) = G(Au, v)により線形同型A : V → V

が定まる．この写像は内積に関して交代である．実際

G(Atu, v) = G(u,Av) = G(Av, u) = Ω(v, u) = −Ω(u, v) = G(−Au, v).
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なので At = −Aである．さて，この Aの極分解を行う．まず，(AAt)t = AAt

であり，G(AAtu, u) = G(Atu,Atu) > 0,∀u ̸= 0であるので，AAt = −A2は対称
かつ正定値である．そこでAAtを対角化すれば

AAt = Bdiag{λ1, · · · , λ2n}B−1

を得る．ここで λi > 0である．そこで
√
AAt = Bdiag{

√
λ1, · · · ,

√
λ2n}B−1

とすれば，これも対称，正定値である．そこで

J := (
√
AAt)−1A, A =

√
AAtJ

とAの極分解を得る（GL(2n,R) = Sym>0 ·O(2n)． Sym>0は対称行列で正定値
なもの）．さらにAはAAtと可換（At = −Aを用いた）なので

√
AAtとも可換で

ある．よって J と
√
AAtとも可換である．

J tJ = At(
√
AAt)−1(

√
AAt)−1A = (−A2)(−A2)−1 = id

であり，
J t = At(

√
AAt)−1 = −(

√
AAt)−1A = −J

である．よって J2 = −JJ t = −idと複素構造である．さらに

Ω(Ju, Jv) = G(AJu, Jv) = G(JAu, Jv) = G(Au, v) = Ω(u, v)

および

Ω(u, Ju) = G(Au, Ju) = G(−JAu, u) = G(
√
AAtu, u) > 0 ∀u ̸= 0

となるので compatibleである．

Remark 5.1.1. (Vt,Ωt)をシンプレクティックベクトル空間の族とし，Gtを Vt上
の内積の族とすれば（すべて tに対して滑らかとする）．上の証明と同様にして Vt
上の compatibleな複素構造の族 Jtを得ることができる．

Remark 5.1.2. compatibleな複素構造はただひとつとは限らない．Sp(2n,R)/U(n)
だけある．

Remark 5.1.3. 複素構造 (V, J)に対して，Jと compatibleとなるシンプレクティッ
ク構造が存在する．Gを J∗ = −J となる正定値内積をとり，Ω(u, v) = G(Ju, v)

とすればよい．これはGL(n,C)のU(n)へのつぶし方でありGL(n,C)/U(n)がそ
の集合となる．
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Remark 5.1.4. (V,Ω)をシンプレクティックベクトル空間として Jを compatible

な複素構造とする．Lをラグランジアン部分空間とする．このとき JLはラグラン
ジアンである．（実際 J ∈ Sp(V,Ω)である）．そしてGJ(u, v) = Ω(u, Jv)により定
めた内積に関して JL = L⊥となる．

Proof. Lラグランジアンとは n次元部分空間でΩ|L = 0となるものであった．JL
が n次元であることはよい．Ω(Ju, Jv) = Ω(u, v) = 0となるのでラグランジアン
である．次に JL = L⊥を証明する．JL ⊂ L⊥を見てみる．∀u, v ∈ Lに対して
G(u, Jv) = −Ω(u, v) = 0であるので, JL ⊂ L⊥である．Lが n次元で L⊥は直交
補空間なので n次元，よって JL = L⊥が成立．

Remark 5.1.5. (V,Ω)をシンプレクティックベクトル空間とする．Jが compatible

となるための必要十分条件はシンプレクティック基底e1, · · · , en, f1, · · · , fn（Ω(ei, ej) =

Ω(fi, fj) = 0かつΩ(ei, fj) = δij）で fi = Jeiとなるものが存在．

5.1.2 compatible構造

Definition 5.1.2. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．このときωと com-

patibleな概複素構造とは，g(u, v) := ω(u, Jv)がリーマン計量になること．

Proposition 5.1.2. シンプレクティック多様体上には compatibleな概複素構造
が存在する．

Proof. M 上に勝手なリーマン計量をとり，極分解を行う．

Proposition 5.1.3. (M,ω)をシンプレクティック多様体．J0, J1を二つの compat-

ibleな概複素構造とする．このとき滑らか compatible概複素構造の族 Jtで J0, J1を
結ぶものが存在する．

Proof. g0(u, v) := ω(u, J0v), g1(u, v) := ω(u, J1v)はM 上のリーマン計量である．
そこで

gt = (1− t)g0 + tg1

はリーマン計量の滑らかな族である．この計量と ωに対して極分解を行うと，滑
らかな概複素構造の族 Jtで望んでいたものを作れる．

Corollary 5.1.4. シンプレクティック多様体上のすべての compatibleな概複素
構造の集合は弧状連結である．
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5.2 compatibleな三つ組み

5.2.1 可縮性

上で (M,ω)上の compatibleな概複素構造は必ず存在し，その集合は弧状連結
であることを証明した．実は，それが可縮であることを証明する．J(TxM,ωx)を
(TxM,ω)上で comatibleな概複素構造の同型類の空間とする．

Proposition 5.2.1. J(TxM,ωx)は可縮である．より詳しく言えば，ホモトピー

ht : J(TxM,ωx)→ J(TxM,ωx)

で h0 = idかつ h1 : J(TxM,ωx)→ {J0}となるものが存在．ここで J0はある固定
した J0 ∈ J(TxM,ωx)である．

Proof. 各点の話なので (V,Ω)としてシンプレクティック空間を考える．J ∈ J(V,Ω)
とはGJ(·, ·) := Ω(·, J ·)が内積になることであった．さて，L0というラグランジア
ン部分空間を考える．そして L(V,Ω, L0)を (V,Ω)の L0と横断的に交わるラグラ
ンジアン部分空間の全体とする．またG(L0)を L0上の正定値内積の空間とする．
このとき

Ψ : J(V,Ω) ∋ J 7→ (JL0, GJ |L0) ∈ L(V,Ω, L0)×G(L0)

を考える．

• Ψはwell-definedである．JL0がラグランジアンであることは前にみた．そし
てL0と JL0はGJに関して直交していたので，横断的である．よって JL0 ∈
L(V,Ω, L0)である．GJ |L0が内積になることは明らか．

• Ψは全単射である．単射性をまず証明する．JL0 = J ′L0かつGJ |L0 = GJ ′ |L0

とする．u, v ∈ L0とすると

Ω(u, Jv) = GJ(u, v) = GJ ′(u, v) = Ω(u, J ′v)

であるのでΩ(u, (J−J ′)v) = 0である．これはすべてのu ∈ L0に対して成立
するので (J−J ′)v ∈ (L0)

Ω = L0である．一方Jv ∈ JL0でJ ′v ∈ J ′L0 = JL0

であるので Jv − J ′v ∈ JL0である．JL0と L0の交わりは {0}であるので，
Jv = J ′vが成立する．つまり L0上で J = J ′がわかった．さらに，

GJ(Ju, Jv) = GJ(u, v) = GJ ′(u, v) = GJ ′(J ′u, J ′v) = GJ ′(Ju, Jv)

となりラグランジアン部分空間 JL0 = J ′L0上でも同様のことが成立するの
で，V = L0 ⊕ JL0上で J = J ′である．
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次に全射を証明する．(L,G) ∈ L(V,Ω, L0)×G(L0)に対して，Jを次で定め
る．v ∈ L0（長さ 1）に対して v⊥ := {u ∈ L0|G(u, v) = 0}は L0内の n − 1

次元部分空間である．(v⊥)Ωは V 内のn+1次元部分空間．さて (v⊥)Ω∩Lは
1次元である．実際 dim(v⊥)Ω ∩ L = dim(v⊥)Ω + dimL− dim((v⊥)Ω + L) =

n+1+n−2n = 1となる．ここで，V = (v⊥)Ω+Lを用いた．実際，L0 ⊂ (v⊥)Ω

であり，L + L0 = V であることから従う．そこで w( ̸= 0) ∈ (v⊥)Ω ∩ L
を取ると，Ω(v, w) ̸= 0である．実際，Ω(w, u) = 0 ∀u ∈ v⊥ ⊂ L0 かつ，
Ω(w, u) = 0 ∀u ∈ Lである．そこで，Ω(w, v) = 0とすると，Ω(w, u) = 0

∀u ∈ L + L0 = V となり，Ωが非退化であるから，w = 0になってしま
う．よって，Ω(w, v) ̸= 0となる．このように，w(̸= 0) ∈ (v⊥)Ω ∩ Lかつ
Ω(v, w) = 1となる wがただ一つに定まる．これを w = Jv と定める．こ
の方法で L0の正規直交基底 e1, · · · , enをとって Je1, · · · , Jenを定める．た
とえば Je1 ∈ (e⊥1 )

Ω = {e2, · · · , en}Ω であるので Ω(Je1, ei) = 0が成立す
る．また Jei, Jej ∈ Lであるので Lがラグランジアンより Ω(Jei, Jej) = 0

が成立する．よって Ω(ei, Jei) = δij, Ω(ei, ej) = 0 = Ω(Jei, Jej)が成立
する．つまり {e1, · · · , en, Je1, · · · , Jen}がシンプレクティック基底である．
また J(Jei) = −eiと定めて，あとは線形で拡張する．このとき L = JL0,

GJ |L0 = Gである．

• L(V,Ω, L0)は n× nの対称行列全体と同一視でき，とくに可縮である．

L0と横断的なラグランジアン部分空間をL1を固定する（たとえば JL0とす
る）．このとき V = L0⊕L1である．L0と横断的なラグランジアン部分空間
L2をとる（V = L0 ⊕ L2）とこれは SL2 : L1 → L0という線形写像のグラフ
とみなせる．つまり．x2 ∈ L2が x2 = x0 + x1 ∈ L0 ⊕ L1と分解されるとき
SL2(x1) = x0とする．

L0

L1

L2

x1

x2SL2(x1) = x0

L2 ∩ L1 ̸= {0}などもありえることに注意
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さらに，x1, y1 ∈ L1のとき，

Q(x1, y1) := Ω(SL2x1, y1)

とすれば，L1上の対称形式である．実際，x1 = x0 + x2, y1 = y0 + y2とす
ると，

Q(x1, y1) = Ω(SL2(x1), y1) = −Ω(x0, y1) = −Ω(x0, y0 + y2) = −Ω(x0, y2) = −Ω(x1, y2)
Q(y1, x1) = Ω(SL2(y1), x1) = Ω(−y0, x1) = Ω(y2, x1)

となるので対称である．逆に L1上の対称形式Qがあるとする．x1 ∈ L1と
して V ∗の元 fx1を

fx1(y) :=

{
Q(x1, y1) y = y1 ∈ L1

0 y ∈ L0

Ω : V ∗ ∼= V により，fx1 に対する元 S(x1)が定まる．つまり Ω(S(x1), y) =

fx1(y)である．Ω(S(x1), y0) = 0∀y0 ∈ L0であるので S(x1) ∈ LΩ
0 = L0であ

る．よって S : L1 → L0という線形写像が定まる．この写像のグラフはラグ
ランジアン部分空間を定める．実際，

Ω(x1 + S(x1), y1 + S(y1)) = Ω(x1, y1) + Ω(x1, S(y1)) + Ω(S(x1), y1) + Ω(S(x1), S(y1))

= 0−Q(y1, x1) +Q(x1, y1) + 0 = 0

以上から，L(V,Ω, L0)と L1上の対称形式全体が同一視できた．また対称行
列の空間はRn(n+1)/2であるので可縮である．

• G(L0)は可縮である：G0を固定する．

ht : G(L0) ∋ G→ (1− t)G+ tG0 ∈ G(L0)

はwell-definedであり，h0 = id, h1(G(L0)) = {G0}であるので，可縮を与え
るホモトピーを与える．

以上から J(V,Ω)は可縮である．

上の証明のほかに，Sp(2n)/U(n) が可縮であることを用いてもよい．つまり
Sp(2n)/U(n) ∼= J(V,Ω)．この同型は，Sp(2n)を作用させて isotropy群が U(n)

となることを確かめればよい（実は U(n)は Sp(2n)の極大コンパクト群）．可縮
であることは次のように証明する．一般にA ∈ GL(2n)に対する極分解は

A = PQ
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ここで P =
√
AA∗は対称行列で正定値なもの，Q = P−1Aは直交群．また B ∈

Sp(2n)でBが対称正定値ならBα ∈ Sp(2n)（α > 0）である（後で）．よって P

はシンプレクティックである．そこでホモトピーを

Sp(2n)× [0, 1] ∋ (A, t) 7→ (AA∗)−t/2A

とするとこれはSp(2n)のU(n)への縮約を与える．ここでSp(2n)∩O(2n) = U(n)

に注意．
B ∈ Sp(2n)でBが対称正定値ならBα ∈ Sp(2n)（α > 0）となることを証明し
よう．

Lemma 5.2.2. A ∈ Sp(2n)とする．λがAの固有値であるなら λ−1もAの固有
値，さらに，これらは同じ重複度をもつ．また±1がAの固有値なら偶数の重複
度をもつ．また，Av = λv, Av′ = λ′v′，λλ′ ̸= 1ならΩ(v, v′) = 0となる．

Proof. Ω(v, w) = (v, J0w)とする（つまりシンプレクティック形式を交代行列 J0で
表す）．A ∈ Sp(2n)とすれば，Ω(Av,Aw) = (Av, J0Aw) = (v, J0w)より，At =
J0A

−1J−1
0 である．つまりAtとA−1は相似であり．固有値は一致する．またAと

Atの固有値も一致するので，λがAの固有値であるなら λ−1もAの固有値であり．
同じ重複度をもつ．また，Aは体積を保つので行列式は 1である．これより，−1
の重複度は偶数である．また，偶数次元で考えているので，1の重複度も偶数であ
ることが従う．また，Av = λv, Av′ = λ′v′，λλ′ ̸= 1とすれば，

λλ′(v′, J0v) = (Av′, J0Av) = Ω(Av′, Av) = Ω(v′, v) = (v′, J0v)

となるので，Ω(v′, v) = (v′, J0v) = 0となる．

Lemma 5.2.3. A ∈ Sp(n)で，対称かつ正定値とする．このとき Aα ∈ Sp(n)

（α > 0）となる．

Proof. Aに対して，V を固有空間分解する．対称，正定値なので，固有値は実数
かつ正である．また，前補題から λλ′ ̸= 1なら Vλ, Vλ′はΩに関して直交している．
また，λ ̸= 1なら，Vλ上でΩ = 0となる．そこで，v ∈ Vλ, v′ ∈ Vλ′に対して

Ω(Aαv, Aαv′) = (λλ′)αΩ(v, v′) = Ω(v, v′)

となる．よってAαはシンプレクティック構造を保存するのでAα ∈ Sp(n)となる．
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さて，次のよなファイバー束を考える．

J = ∪x∈MJ(TxM,ωx) →M

(M,ω)上の compatible概複素構造はこのファイバー束の切断である．また fiberが
可縮なので，この切断の空間も可縮である．

Remark 5.2.1. 今までの議論において，dω = 0という条件は使っていない．つま
り概シンプレクティック構造についても成立する結果である．概シンプレクティッ
ク多様体とはM と非退化 2-formの組のこと

Remark 5.2.2. E → M をベクトル空間として，fiberwiseの非退化交代形式 ωx :

Ex×Ex → Rでxに対して滑らかなものがあるときシンプレクティックベクトル束
という．このようなωの存在は，ベクトル束の構造群がシンプレクティック群に縮約
できればよい．また，上と同様の議論により，シンプレクティックベクトル束には必
ず概複素構造がはいる（つまり構造群がGL(k,C)となる．Sp(2k,R)∩GL(k,C) =
U(k)であるので U(k)へ構造群がおちる）．つまり複素エルミートベクトル束に
なる．

5.2.2 構造の三つ組み

(ω, J, g)を compatibleな三つ組みとする．これらの関係は

g(u, v) = ω(u, Jv), ω(u, v) = g(Ju, v), J(u) = g̃−1(ω̃(u))

ここで

ω̃ : TM ∋ u 7→ ω(u, ·) ∈ T ∗M, g̃ : TM ∋ u 7→ g(u, ·) ∈ T ∗M.

これらの関係をまとめると，つぎのようになる．

• ω, J があるとき：こらが compatibleであるためには ω(Ju, Jv) = ω(u, v),

ω(u, Ju) > 0 for u ̸= 0．このとき g(u, v) := ω(u, Jv)とすれば，正定値内積
を得る．

• g, Jがあるとき：こられが compatibleになるためには g(Ju, Jv) = g(u, v)で
ある．このとき ω(u, v) = g(Ju, v)とすれば非退化交代形式である．

• ω, gがあるとき：この二つから極分解により compatibleな概複素構造 Jをえ
る．ω, J から定まる計量はもとのとは異なる．
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また，これらに対して次が問題となる．ωは閉形式か？また J は可積分か？これ
はケーラー幾何と関係する（詳細は後で）．

Proposition 5.2.4. (M,J)を概複素多様体とする．J が二つのシンプレクティッ
ク構造 ω0, ω1と可換とする．このとき ω0, ω1は変形同値である．つまり，ある ωt
というシンプレクティック構造の族が存在する．

Proof. ωt = (1− t)ω0+ tω1とする．このときωtは閉であることは明らか．さらに，

gt(·, ·) := ωt(·, J ·) = (1− t)g0(·, ·) + tg1(·, ·)

は正定値であるので，ωtが非退化となる．

Remark 5.2.3. この命題の逆は成立しない．R4上で次の例を考える．

ωt = cos πtdx1dy1 + sin πtdx1dy2 + sin πtdy1dx2 + cos πtdx2dy2

という族を考える．ωt ∧ ωt = dx1dy1dx2dy2なのでこれは非退化である．

ω0 = dx1dy1 + dx2dy2, ω1 = dx1dy2 + dy1dx2

となるがこれらと可換な概複素構造は存在しない（行列で考えて J が満たす連立
方程式に解がないことを示せばよい）．

Definition 5.2.1. (M,J)を概複素多様体として，その部分多様体Xを考える．こ
れが概複素部分多様体とは J(TX) ⊂ TX となることである（そのとき (X, J)は
概複素多様体になる）．

Proposition 5.2.5. (M,ω)を可換な J をもつシンプレクティック多様体とする．
このとき勝手な概複素部分多様体Xは (M,ω)のシンプレクティック部分多様体で
ある．

Proof. i : X → M を埋め込みとする．このとき i∗ωは閉 2-formである．そこで
非退化性をみる．ωx(u, v) = gx(Jxu, v)であるが gx|TxX は非退化である．よって
ωx|TxX も非退化である．よって i∗ωはシンプレクティックである．

EXAMPLE 5.2.1. シンプレクティック構造が入れば，必ず概複素構造が入った．
しかし，以下の例をみればわかるように．概複素構造は入るが，シンプレクティッ
ク構造は入らない例が存在する．

• S2は概複素かつ複素多様体である．

• S4は概複素多様体にはならない．（シンプレクティック構造も入らなかった）
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• S6は概複素多様体になりえる．知られている概複素構造（Cayley数を使う
など）はすべて可積分でない．S6が複素構造をもつかは知られていない．（シ
ンプレクティック構造は入らなかった）

• S8さらに高次元の球面は概複素構造をもたない．（シンプレクティック構造も
入らなかった）．

球面 Sn（n ̸= 2, 6）が概複素多様体にならないことは，例えば，小林野水の IIの
page 138を参照．

5.3 複素多様体
複素多様体はよく知ってるので，あまり詳しくは書かない．

5.3.1 splitting

(M,J)を概複素多様体とする．TM ⊗ Cは概複素構造により分解する．

T 1,0 = {v ∈ TM ⊗ C|Jv = iv} = {v ⊗ 1− Jv ⊗ i|v ∈ TM}
T 0,1 = {v ∈ TM ⊗ C|Jv = −iv} = {v ⊗ 1 + Jv ⊗ i|v ∈ TM}

それぞれ J 正則接空間，J 歪正則接空間という．また (TM, J) ∼= T 1,0 ∼= T 0,1とい
う複素ベクトル束としての同型が成立．同様に T ∗M ⊗ C = Λ1,0 ⊕ Λ0,1となる．
また πl,m : Λk ⊗ C → Λl,mとして射影を定義し，∂ := πl+1,md : Ωl,m → Ωl+1,m,

∂̄ := πl,m+1d : Ωl,m → Ωl,m+1．
また β ∈ Ωl,m，k = l +mとすると，一般には

dβ =
∑

r+s=k+1

πr,sdβ = πk+1,0dβ + · · ·+ ∂β + ∂̄β + · · ·+ π0,k+1dβ

が成立する．
関数空間上では d = ∂ + ∂̄であるが一般には d = ∂ + ∂̄は成立しない．（成立する

には複素多様体でないとだめ）．

Definition 5.3.1. f :M → Cとして，f が点 xで J正則とは dfxが複素線形つま
り dfxJ = idfxが成立．すべての点で成立するとき，f を J 正則という．またこれ
は dfx ∈ Λ1,0と同値である．また ∂̄f = 0とも同値．

J 歪正則関数（⇐⇒ ∂f = 0）も同様に定義する．
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Remark 5.3.1. dと f : M → N の引き戻しは可換であった（f ∗d = df ∗）．しか
し，∂，∂̄は引き戻し f ∗と可換とは限らない（fが正則などの条件が必要である）．
微分形式の引き戻しを計算したい場合には注意すること．

Remark 5.3.2. 一般に，概複素多様体上で J 正則関数は存在するとは限らない．
実際，n個の J 正則関数で一次独立なものがあれば，(f1, · · · , fn)が複素座標にな
り，J は可積分である．一方で f : C → M で df ◦ i = J ◦ df という写像（J 正則
曲線）はたくさん存在する．

(M,J)を概複素多様体で Jが可積分とする．つまり複素多様体Mを考える．こ
のときには d = ∂ + ∂̄が成立する．さらに，このとき d2 = 0から

0 = d2β = ∂2β + ∂∂̄β + ∂̄∂β + ∂̄2β

となり，
∂̄2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0, ∂2 = 0

が成立する．そして，∂̄2 = 0からドルボー複体を得る．

H l,m(M) :=
ker ∂̄ : Ωl,m → Ωl,m+1

im ∂̄Ωl,m−1 → Ωl,m

さらにドルボーの定理から複素多様体上では

H l,m(M) ∼= Hm(M,O(Ωl,0))

右辺は層のコホモロジー．

Theorem 5.3.1 (Newlander-Nirenberg 1957). (M,J)を概複素多様体とする．N
をNijenhuis tensorとする．このとき次の同値がわかる

M は複素多様体 ⇐⇒ J は可積分

⇐⇒ N = 0

⇐⇒ d = ∂ + ∂̄

⇐⇒ ∂̄2 = 0

⇐⇒ π2,0d|Ω0,1 = 0

となる．
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5.3.2 なぜ概複素多様体を扱うか？

シンプレクティック多様体があったとき，そこには compatibleな概複素構造が
入った．このとき概ケーラー多様体とよぶ．また comopatibleな概複素構造の全体
は可縮であった．そこでシンプレクティック多様体の大域的不変量を考察するには，
概ケーラー多様体の不変量で，概複素構造の連続変形で不変なものを構成すれば
よい．これが複素構造ならば複素幾何の結果が使えるのであるが，compatibleな
複素構造は存在するとは限らないし，あってもその構造全体が可縮かはわからな
いことに注意．
概複素多様体上の正則関数はあまり存在しないが，複素一次元多様体からの概

正則写像は存在する（J正則曲線）．そこで，なぜ一次元複素多様体から概複素多
様体への写像を考えるかについて述べる．これは１次元概複素多様体は必ず積分
可能で，複素多様体になることによる．ϕ : (N, JN)→ (M,JM)という概正則写像
があり，ϕ(N)が概複素多様体であるとする．さらに，はめ込みとすればNに概複
素構造が入るが，これが複素構造になることは，一次元以外ではあまりありえな
い．よって複素一次元多様体からの概正則写像を考える．
一次元の場合に，ϕ : CP1 → (M,JM)を勝手な写像としてはめ込みとすれば，N

に概複素構造が導かれるが，これは微分同相を合成すれば，ϕが概正則であるよう
にできる．より一般に，genus gのリーマン面には実 6g− 6次元分の概複素構造が
入るので，ϕ(N)が概複素多様体であることと ϕが概正則写像であることは，微分
同相を除けば，有限次元の差しかない．複素２次元以上であると，複素構造の作
る空間は有限次元であるが，概複素構造の空間は無限次元である．これでは扱い
にくい．
このようにして J 正則曲線を大域的なシンプレクティック幾何では扱う必要が

でてくるのである．また，シンプレクティック多様体ではなく targetを概複素多
様体でもよいかとは思うが，J 正則曲線のモジュライ空間のコンパクト性のさい
dω = 0を用いることになるのである．
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ケーラー多様体はシンプレクティック多様体に，さらに幾何構造を課したもので
ある．与えれたシンプレクティック多様体がケーラーなら，ケーラー幾何の様々な
結果が使える．そこで，この章ではケーラー多様体の定義や基本的性質について
学ぶ．またケーラー多様体，シンプレクティック多様体，概複素多様体，複素多様
体の包含関係についてふれる．

6.1 ケーラー幾何

6.1.1 ケーラー形式

Definition 6.1.1. シンプレクティック多様体 (M,ω)がケーラー多様体とは，ωと
可換かつ可積分な概複素構造をもつこと．また，このときωをケーラー形式という．

（いろいろ定義があるが，(M,ω)がケーラーなら ωがシンプレクティック形式
になることに注意）．
このケーラー形式 ωが満たす条件は

1. 2-form

2. 複素構造と compatible

3. 閉形式である．

4. realである．

5. 非退化である．

これらの性質をほかの言葉で置き換えてみよう．

1. ωが 2-fromであるので，ある複素局所座標で

ω =
∑

ajkdzj ∧ dzk +
∑

bjkdzj ∧ dz̄k +
∑

cjkdz̄j ∧ dz̄k

とかける．
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2. Jと可換とは J∗ω(u, v) := ω(Ju, Jv) = ω(u, v)，ω(u, Ju) > 0 ∀u ̸= 0となる
ことである．また J∗dzj = idzj, J

∗dz̄j = −idz̄jである．そこで

J∗ω =
∑

i2ajkdzj ∧ dzk +
∑

i(−i)bjkdzj ∧ dz̄k +
∑

(−i)2cjkdz̄j ∧ dz̄k = ω

となるので ajk = 0 = cjk．つまり ωは (1, 1)形式である（ω ∈ Ω1,1）．bjk =
i
2
hjkとして

ω =
i

2

n∑
j,k=1

hjkdzj ∧ dz̄k

となる．ω(u, Ju) > 0 ∀u ̸= 0については後で．

3. 0 = dω = ∂ω+ ∂̄ω ∈ Ω2,1⊕Ω1,2となる．よって ∂ω = 0（∂-closed），∂̄ω = 0

（∂̄-closed）．特に
[ω] ∈ H1,1(M)

である．

4. ωは実形式，つまり ω = ω̄である．これは hjk = h̄jkと同値．特に (hjk)は
（局所的に）エルミート行列である．

5. 非退化とは ωn = ω ∧ · · · ∧ ω ̸= 0である．また局所座標で

ωn = n!(i/2)n det(hjk)dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n

となる．よって非退化とは detC(hjk) ̸= 0と同値（(hjk)は非退化エルミート
行列である．

6. ω(u, Ju) > 0 ∀u ̸= 0とは (hjk)が正定値行列ということである．よって (hjk)

は正定値エルミート行列である．

以上をまとめてケーラー形式ωは ∂-closed ∂̄-closedな (1, 1)形式で，局所的には

ω =
i

2

n∑
j,k=1

hjkdzj ∧ dz̄k

と書けて (hjk)は正定値エルミート行列となるものである．
応用をひとつあげておく

Theorem 6.1.1 (Banyaga). M をコンパクト複素多様体で ω0, ω1をケーラー形式
とする．[ω0] = [ω1] ∈ H2

de−Rham(M)なら，(M,ω0)と (M,ω1)はシンプレクティッ
ク同相である．

Proof. ωt = (1− t)ω0 + tω1はシンプレクティックであることは前にみた．あとは
コンパクトなのでMoserの定理を使えばよい．定理 3.2.2
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6.1.2 ケーラー形式のひとつの作り方

Definition 6.1.2. M を複素多様体．ρ ∈ C∞(M,R)が strictly plurisubhar-

monic（s.p.s.h）とは，各局所座標 U において行列(
∂2ρ

∂zj∂z̄k
(p)

)
が正定値（∀p ∈ U）．

Proposition 6.1.2. M を複素多様体とする．ρを s.p.s.hとする．このとき

ω =
i

2
∂∂̄ρ

はケーラー形式である．この ρをケーラーポテンシャルという．

Proof. ∂ω = 0, ∂̄ω = 0は明らか．よって dω = 0となる．また ω̄ = −i/2∂̄∂ρ =

i/2∂∂̄ρ = ωとなる．また ω ∈ Ω1,1であるので J∗ω = ω．つまり ω(u, Jv)は対称テ
ンソルである．

ω = i/2∂∂̄ρ = i/2
∑ ∂

∂zj

∂ρ

∂z̄k
dzj ∧ dz̄k =

∑
hjkdzj ∧ dz̄k

とすれば，ρが s.p.s.hであるので (hjk)は正定値（つまり ω(·, J ·)は正定値）．特
に ωは非退化．以上から ωはケーラーである．

EXAMPLE 6.1.1. M = Cn ∼= R2nを考える．

ρ(z) =
n∑
i=1

(x2i + y2i ) =
∑
|zj|2 =

∑
zj z̄j

とすれば，
∂

∂zj

∂

∂z̄k
ρ = δjk

であるので，これは s.p.s.hである．対応するケーラー形式は

ω = i/2
∑

dzj ∧ dz̄j =
∑

dxj ∧ dyj

という標準的なシンプレクティック形式となる．
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6.1.3 ケーラー形式に対する局所形式

上で述べたケーラー形式の逆が局所的には成立する．

Theorem 6.1.3. ωを複素多様体上の閉実 (1, 1)形式とする．このとき各点 p ∈M
に対して近傍 U と局所関数 ρ ∈ C∞(U,R)が存在して

ω = i/2∂∂̄ρ

が成立．ωがケーラーなら ρは局所的に s.p.s.hである．これをケーラーポテンシャ
ルという（ケーラー形式は局所的にはポテンシャルをもつ）．

Proof. dω = 0より（局所的に）ω = dψとかけるψは実なので (0, 1)形式 ϕがあっ
て ψ = ϕ+ ϕ̄とかける．

ω = ∂ϕ+ ∂̄ϕ+ ∂ϕ̄+ ∂̄ϕ̄

左辺は (1, 1)であるので ∂ϕ = 0, ∂̄ϕ̄ = 0となる．よってドルボーの補題から，さ
らに近傍をとりなおして，ϕ = ∂p, ϕ̄ = ∂̄p̄となる．よって i

2
ρ = p− p̄とすればよ

い．

Theorem 6.1.4. Mを複素多様体とする ρ ∈ C∞(M,R)を s.p.s.hとする．i : X →
MをMの複素部分多様体とする．このとき i∗ρは s.p.s.hである．よってケーラー
多様体の複素部分多様体はケーラーである．

Proof. dimCM = nとして dimCX = n − mとする．p ∈ X に対してM の近傍
(U, z1, · · · , zn)でX ∩ U が z1 = · · · = zm = 0となるものをとる．つまり i∗ρ =

ρ(0, · · · , 0, zm+1, zn)．

i∗ρが s.p.s.h ⇐⇒ ∂2ρ

∂zm+j∂z̄m+k

(0, · · · , 0, zm+1, · · · , zn) is 正定値

であるが右辺は正定値行列 ∂2ρ
∂zj∂z̄k

(0, · · · , 0, zm+1, · · · , zn)の小行列であるので正定
値である．
(M,ω)をケーラーとする．i∗ωがケーラー形式であることをみるには上の局所

座標でさらに小さい局所座標をとれば ρという局所的なケーラーポテンシャルが
存在するので．i∗ωがケーラーである．

Definition 6.1.3. 上の (X, i∗ω)をケーラー部分多様体とよぶ．

EXAMPLE 6.1.2. (Cn, ω)というケーラー多様体を考える．Cn内のすべての複
素部分多様体はケーラーである．
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EXAMPLE 6.1.3. CP nという複素射影空間を考え，Fubini-Study形式という標
準的なケーラー形式を考える．よってすべての非特異射影代数多様体はケーラーで
ある．ここで非特異とは smoothであること．射影代数多様体とは斉次多項式の族
のゼロ点集合の交わり．

EXAMPLE 6.1.4 (Fubini-Study構造). まず，Cn上で次の関数を考える

z 7→ log(|z|2 + 1)

は s.p.s.hである．よって ω = i
2
∂∂̄ log(|z|2 + 1)はケーラー形式である．

Proof. U(n)は S2n−1 = {z |
∑
|zi|2 = 1} ⊂ Cnに推移的に作用する．また ρは

U(n)の作用で不変である．そこで ω がケーラーであることを調べるには（ρが
s.p.s.hを調べるには）一方向について正定値性を調べればよい．つまり

∂

∂z1

∂

∂z̄1
ρ =

∑n
i=2 |zi|2 + 1

(|z|2 + 1)2
> 0

であるので，ωはケーラー形式である．

Cn上の開集合 U = {z1 ̸= 0}を考える．このとき

ϕ : U ∋ (z1, · · · , zn) 7→
1

z1
(1, z2, · · · , zn) ∈ U

は双正則写像であり，

ϕ∗ log(|z|2 + 1) = log(
1

|z1|2
(1 + z2z̄2 + · · ·+ znz̄n) + 1)

= log(
1

|z1|2
(1 + z2z̄2 + · · ·+ znz̄n + z1z̄1))

= log(|z|2 + 1) + log
1

|z1|2
= log(|z|2 + 1)− log z1 − log z̄1

となる．これに ∂∂̄をかければ，

∂∂̄ϕ∗ log(|z|2 + 1) = ∂∂̄ log(|z|2 + 1)

となる．とくに ϕ∗ω = ωとなる．
そこでCPnを考える．Ui := {[z0, · · · , zn] ∈ CPn|zi ̸= 0}として

ϕi : Ui ∋ [z0, · · · , zn] 7→ (
z0
zi
, · · · , zi−1

zi
,
zi+1

zi
. · · · , zn

zi
) ∈ Cn.
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これが局所座標を与える．この Ui上で ωを与えると，Ui ∩ Uj 上の変換関数 ϕi,j
（i, j = 0, · · · , n）に対して ϕ∗

i,jω = ωが成立する．そこで，[z0, · · · , zn] ∈ CP nと
いう斉次座標で

ωFS :=
i

2
log(|z0|2 + · · ·+ |zn|2)

とすれば，ωは大域的なCPn上のケーラー形式を与える．これをFubini-Study形
式という．特に，CPnはシンプレクティック多様体である．CP1上のFubini-Study

形式は U0 = {[z0, z1] ∈ CP1|z0 ̸= 0}では，

ωFS =
dx ∧ dy

(x2 + y2 + 1)2

ここで z1/z0 = z = x + iyである．また CP1 ∼= S2を R3上の単位球面とすると，
極座標表示 (θ, h)（0 ≤ θ < 2π,−1 ≤ h ≤ 1）に関して ω = dθ ∧ dhとなる．よっ
て S2上の標準的シンプレクティック形式 ωstdに対して ωFS = 1

4
ωstdである．

6.2 コンパクトケーラー多様体

6.2.1 ホッジ理論

M を複素多様体として ωをその上のケーラー形式とする．

Theorem 6.2.1 (Hodge). コンパクトケーラー多様体 (M,ω)上で次が成立

Hk
deRham(M,C) ∼=

⊕
l+m=k

H l,m
Dolbeaut(M)

またH l,m = ¯Hm,lである．特に，．H l,mは有限次元．

ケーラー計量に対して，∗をHodge作用素とする．Hk = {α ∈ Ωk|∆α = (dδ +

δd)α = 0}とする．∆α = 0 ⇐⇒ dα = δα = 0に注意する．このとき

Theorem 6.2.2 (Hodge). コンパクト向きつきリーマン多様体上で

Hk ∼= Hk
deRham(M,R)

つまり，ドラームコホモロジー類の代表元として調和形式をとることができる．さ
らに，L2内積（

∫
α ∧ ∗β）に関して

Ωk ∼= Hk ⊕∆(Ωk) ∼= Hk ⊕ dΩk−1 ⊕ δΩk+1
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さらに複素のHodge理論について考える．(M,ω)をケーラー多様体とする．こ
のとき∆ = dδ+ δd = 2(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)が成立する．よって∆ : Ωl,m → Ωl,mと次数を
保存するので

Hk =
⊕
l+m=k

Hl,m

となる．このとき

Theorem 6.2.3 (Hodge). コンパクトケーラー多様体上で

Hl,m ∼= H l,m
Dolbeaut(M)

つまり，代表元として調和形式を選ぶことができる．以上から次の同型が成立

Hk
deRham(M) ∼= Hk ∼=

⊕
l+m=k

Hl,m ∼=
⊕
l+m=k

H l,m
Dolbeaut(M)

が成立する．

一つ大事な応用を述べておく．

Lemma 6.2.4 (global ddc-Lemma). dc = i(∂̄ − ∂)とする．M をコンパクトケー
ラー多様体として，ηを実 (p, p)-formで実 (2p− 1)-form ξが存在して η = dξとな
るとする．このとき，実 (p− 1, p− 1)-form θが存在して η = ddcθとなる．

Proof. まず ξは実なので ζ + ζ̄と (p− 1, p), (p, p− 1)へ分解でき，dξが (p, p)形式
であるので，∂̄ζ = ∂ζ̄ = 0となる．また η = ∂ζ + ∂̄ζ̄となる．さて，Mがコンパク
トケーラーであるので，この ζに対して，上で述べたホッジ分解を使う．つまり

ζ = ∆α + ζH

となる αが存在する．ここで ζH は ζ の調和部分である．またケーラー多様体な
ので

∆ = dd∗ + d∗d = 2(∂∂∗ + ∂∗∂) = 2(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)

が成立する．また ∂̄ζ = 2∂̄∂̄∗∂̄α = 0となる．M コンパクトなので，

0 = (∂̄∂̄∗∂̄α, ∂̄α) = (∂̄∗∂̄α, ∂̄∗∂̄α) = ∥∂̄∗∂̄α∥2

となり，∂̄∗∂̄α = 0となる．よって ζ = ζH + ∂̄∂̄∗αとなり，

η = ∂ζ + ∂̄ζ̄ = ∂∂̄∂̄∗α + ∂̄∂∂∗ᾱ = ∂∂̄(∂̄∗α− ∂∗ᾱ)

また簡単な計算で ddc = 2i∂̄∂となることがわかる．
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Lemma 6.2.5. Mをコンパクト複素多様体として，ω, ω1をケーラー形式とする．
[ω] = [ω1] ∈ H2(M,R)なら，ある実関数 ϕで，ω = ω1 + ddcϕとなるものが存在．
ここで ϕは定数の足し算を除いて唯一つである．

Remark 6.2.1. これはとても大事な補題であり，コホモロジー類を固定してケー
ラー形式を変形する場合には，自由度が関数まで落ちることを意味する．

Proof. 仮定より ω − ω1は exactな実 (1, 1)形式である．そこで上の補題からある
関数 ϕが存在してω1 = ω+ ddcϕとかける．もし ϕ1, ϕ2がそのような関数であると
すると ddc(ϕ1 − ϕ2) = 0を満たす．勝手な関数 f に対して ddcf = 0とすると，

ddcf = 2i
∑
ij

∂2f

∂z̄j∂zi
dz̄j ∧ dzi = 0

となりM がコンパクトなら f は定数である．よって ϕ1 − ϕ2は定数となる．

6.2.2 位相的な結果

ベッチ数bk(M) := dimHk
deRham(M)とする．さらにホッジ数をhl,m = dimH l,m

Dolbeaut(M)

とする．Hodge理論からコンパクトケーラー多様体上では

bk =
∑
l+m=k

hl,m, hl,m = hm,l, χ(M) =
∑
l,m

(−1)l+mhl,m

である．これからいくつかのコンパクトケーラー多様体に対する位相的結果が導
かれる．

1. コンパクトケーラー多様体上では奇数次のベッチ数は偶数である．つまり

b2k+1 =
∑

l+m=2k+1

hl,m = 2
k∑
l=0

hl,2k+1−l

2. コンパクトケーラー多様体上で h1,0 = 1
2
b1は位相不変量である．

3. コンパクトシンプレクティック多様体上では偶数次のベッチ数は正である．
ωkは閉であるが完全でない．実際，ωk = dαと仮定すると，ストークスを
使って ∫

M

ωn =

∫
M

d(α ∧ ωn−k) = 0

となるので矛盾．
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4. コンパクトケーラー多様体上で，hl,lは正である．

Proof. [ωl] ∈ H l,lであり，これがドルボーコホモロジー類として0でないこと
証明すればよい．ωl ∈ Ωl,lであることはよい．dω = 0から0 = dωl = ∂ωl+∂̄ωl

であるので ∂̄ωl = 0となる．よって [ωl] ∈ H l,lである．さらに ωl = ∂̄βとす
ると，

ωn = ωl ∧ ωn−l = ∂̄(β ∧ ωn−l)⇒ 0 = [ωn] ∈ Hn,n
Dolbeaut(M) ∼= H2n

deRham(M,C)

となり矛盾する．

5. 複素偶数n = 2k次元多様体上の符号数は τ(M) =
∑n

l,m(−1)mhl,mとなる（小
林の複素幾何などをみよ）

ホッジ作用素を使って Hodge diamondというホッジ数に対する対称性を記述
する．

hn,n

hn,n−1 hn−1,n

hn,n−2 hn−1,n−1 hn−2,n

· · · · · · · · · · · · · · ·
h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

ここで左右は対称である（複素共役をとる）．対称軸の hl,lは正である．また中心
に対しても点対称（ホッジ作用素によるhl,m = hn−l,n−mまたはSerreの双対定理）．
また ωを掛けたり（またはその随伴作用素）の操作により hl,mに対していくつか
の不等式なども成立する（H l,mをさらに既約分解していく）．

6.2.3 ケーラー多様体の例

• 向き付け可能コンパクト２次元多様体を考える．これは genusで分類される．
面積要素はシンプレクティック形式である．そこで，リーマン計量を一つと
れば，シンプレクティック形式が定まる．また９０度回転により概複素構造も
定まるが，２次元なので必ず可積分である．よって，任意の計量はケーラー
となる．
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• Stein manifold：Stein多様体とはケーラー多様体 (M,ω)でそれが大域的か
つ properなケーラーポテンシャルをもつもの．つまりある properな関数
ρ : M → Rがあって ω = i/2∂∂̄ρ．ここで properとは，コンパクト集合の
逆像がコンパクトであること（言い換えると p 7→ ∞のとき ρ(p) 7→ ∞とな
る連続写像である）

Stein多様体はCnの properly embdded解析多様体として分類される．

• 複素トーラスM = Cn/Zn．ここで Znはある格子である．ケーラー計量を
Cn上の ω =

∑
dzj ∧ dz̄jから induceする．

• 複素射影空間CPnに Fubini-Study計量を入れたもの．TaubesはCP2上に
はシンプレクティック同相を除いてシンプレクティック構造はただひとつし
かないことを証明した．

• 複素グラスマン多様体．

• ケーラー多様体の積

• ケーラー多様体の複素部分多様体．

6.2.4 ケーラー，概複素，シンプレクティックの関係

次の図が成立する．

偶数次元多様体

概複素

シンプレクティック

複素ケーラー
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うえの各領域は空集合であるかという問題を考える．さらに，それが単連結ま
たは特別な基本群をもつかを考える．（それぞれ，難しい問題である．細かいこと
は元本の参考文献をみよ）

• 偶数次元多様体で概複素構造をもたないものが存在する．たとえばS4, S8, S10, · · ·
である．

• M がシンプレクティックかつ複素多様体とする．これはケーラーになるか？
答えはNOである．

Kodaira-Turston example：R4上で dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2をかんがえ Γを次
のシンプレクティック同相で生成される離散群とする．

γ1 : (x1, x2, y1, y2) 7→ (x1, x2 + 1, y1, y2)

γ2 : (x1, x2, y1, y2) 7→ (x1, x2, y1, y2 + 1)

γ3 : (x1, x2, y1, y2) 7→ (x1 + 1, x2, y1, y2)

γ4 : (x1, x2, y1, y2) 7→ (x1, x2 + y2, y1 + 1, y2)

このときM = R4/Γは，ある 2トーラス上の flat2トーラス束である．小平
はこのM に複素構造が入ることを証明した．しかし π1(M) = Γであるので
H1(M,Z) = Γ/[Γ,Γ]は rank 3であるので b1 = 3と奇数となる．よってこれ
はケーラー多様体ではない．

• シンプレクティック多様体上には（可換でなくてもよい）複素構造が必ず存
在するか？答えはNO

Fernandez-Gotay-Gray 1988：複素構造を持たないシンプレクティック多様体
が存在する．その例はたとえば，2-トーラス上の S1束上の S1束である．

• M上に複素構造が入ってたとして，（可換でなくてもよい）シンプレクティッ
ク構造は存在するか？答えはNOである．

Hopf surface S1× S3はシンプレクティックではない．実際H2(S1× S3) = 0

であるので．しかし S1 × S3 ∼= (C2 \ {0})/Γ（ ここで Γ = {2nid|n ∈ Z} は
C2 \ {0}にたいして複素変換 (z1, z2)→ (2z1, 2z2)が生成する群）．よって複
素多様体である．

より一般のHopf多様体S2n−1×S1は複素多様体であるが，シンプレクティッ
ク構造は入らない．特に，ケーラー構造は入らない．しかし，局所的共形ケー
ラー構造という構造が入る，
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• 複素構造もシンプレクティック構造も入らない概複素多様体が存在する．

CP2#CP2#CP2は概複素多様体である（特性類を計算することによる）．し
かし，小平の複素曲面の分類には適合しないので複素多様体ではない．また
Taubesはサイバーグウィッテン方程式を使ってシンプレクティック構造が入
らないことを証明した．

• Gompfは基本群が勝手な有限群と同型であるコンパクトシンプレクティック
多様体の構成を与えた．特に，単連結な例を見つけることができる．この方
法でおこなうと，シンプレクティックだがケーラーでない例をつくれる．
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この章でやっと，ハミルトン力学について触れる．まず基本的なことを復習し
た後で，可積分系について学ぶ．アーノルドリュウビルの定理の証明である．さ
らにハミルトン系（ハミルトン方程式）とラグランジアン系（オイラーラグラン
ジュ方程式）について学び，それらを結ぶルジャンドル変換を与える．

7.1 ハミルトンベクトル場

7.1.1 ハミルトンベクトル場とシンプレクティックベクトル場

(M,ω)をシンプレクティック多様体とする．H :M → Rを滑らかな関数とする．
これをハミルトニアンという．ωの非退化性から ιXH

ω = dHとなるベクトル場が
存在する．（ω(XH , Y ) = Y ·H）．M がコンパクトまたはXH が完備として，XH

を積分して ρt :M →M という微分同相の 1パラメータ族を得る．

ρ0 = idM
dρt
dt
◦ ρ−1

t = XH

である．このとき各微分同相 ρtは ωを保存する．

d

dt
ρ∗tω = ρ∗tLXH

ω = ρ∗t (dιXH
ω + ιXH

dω) = ρ∗t (ddH + 0) = 0

このように関数はシンプレクティック同相の familyを与える．このXH をハミル
トン関数Hに対するハミルトンベクトル場という．
XH は

LXH
H = ιXH

dH = ιXH
ιXH

ω = 0

である．つまりハミルトンベクトル場はハミルトン関数を保存する．特に積分曲
線 ρt(x)はHの level set内に含まれる．つまり

H(x) = (ρ∗tH)(x) = H(ρt(x))

となる．
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EXAMPLE 7.1.1. (M,ω) = (S2, dθ∧dh)を考える．このS2上の高さ関数H(θ, h) =

hを考えると，
ιXH

(dθ ∧ dh) = dh

をとけば XH = ∂θ というベクトル場である．そしてこれが生成する変換群は
ρt(θ, h) = (θ + t, h)という回転である．とくに，高さ hはこの変換で不変であ
る．つまりHの level setが保存される．

EXAMPLE 7.1.2. W を多様体として，W 上のベクトル場Xを考える．このと
きシンプレクティック多様体 T ∗W 上のベクトル場X#でそのflowがXのflowの
liftとなるようなものがただひとつ存在する．このベクトル場X#をXの liftとよ
ぶ．さらに，αを標準的 1-fromとしてω = −dαをシンプレクティック形式とする．
このときH := ιX#

αとすれば，X#はこのハミルトニアンに対するハミルトンベ
クトル場である．

Proof. f : W → W を微分同相としたときその lift f# : T ∗W → T ∗W が自然
に f#(x, ξ) = (f(x), ((dfx)

∗)−1ξ)として定まった．またこのとき f ∗
#α = α（よって

(f#)
∗ω = ω）．そこでXに対する微分同相をϕtとする．この liftを考えると，T ∗W

上の 1-parmeter変換群 ϕt#(x, ξ) = (ϕt(x), (ϕ
∗
t,x)

−1ξ)が定まり，それを微分すれば
ベクトル場X#が定まる．これは LX#

α = 0を満たす．よって

dH(Y ) = (dιX#
α)(Y ) = (LX#

α)(Y )− (ιX#
dα)(Y ) = (ιX#

ω)(Y )

となる．
練習のため具体的に証明してみよう．局所座標でX# =

∑
Xi∂xi + Yi∂ξiとす

る．このベクトル場を満たす方程式として π∗(X#) = X, LX#
α = 0となるものを

構成する．このとき

dH(Y ) = (dιX#
α)(Y ) = (LX#

α)(Y )− (ιX#
dα)(Y ) = (ιX#

ω)(Y )

となる．そこで勝手なベクトル場を Y =
∑
ai∂xi + bi∂ξiとする．このとき

α(Y ) =
∑

ξiai, X#(α(Y )) =
∑

ξjXi
∂aj
∂xi

+ Yjaj + Yi
∂aj
∂ξi

ξj

α([X#, Y ]) =
∑

ξjXi
∂aj
∂xi

+
∑

Yiξj
∂aj
∂ξi
−
∑

ajξi
∂Xi

∂xj
−
∑

bjξi
∂Xi

∂ξj

であるので，方程式として，(LX#
α)(Y ) = X#(α(Y ))− α([X#, Y ]) = 0をとけば，∑

i

ξi
∂Xi

∂ξj
= 0, Yj = −

∑
i

ξi
∂Xi

∂xj
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となるので，π∗(X#) = Xを考えれば，Xi(x, ξ) = Xi(x)であり，X =
∑
Xi(x)∂xi

としたときに

X# =
∑

Xi∂xi −
∑

ξi
∂Xi

∂xj
∂ξj

となる．特に，ハミルトニアンは

H = ιX#
α =

∑
Xiξi

である．
この局所座標で定義したものは，大域的にwell-defindeであることを確かめよう．

(x′, ξ′) = (x′(x), ξ′(x, ξ)) = (x′(x),
∑
ξi
∂xi
∂x′j

)とすればX ′
i =

∑
Xj

∂x′i
∂xj
，ξ′j =

∑
ξi
∂xi
∂x′j

である．また

∂

∂x′i
=
∑ ∂ξk

∂x′i

∂

∂ξk
+
∂xk
∂x′i

∂

∂xk
=
∑

ξ′l
∂

∂x′i
(
∂x′l
∂xk

)
∂

∂ξk
+
∂xk
∂x′i

∂

∂xk
∂

∂ξ′i
=
∑ ∂ξk

∂ξ′i

∂

∂ξk
=
∑ ∂x′i

∂xk

∂

∂ξk

∑
X ′
i∂x

′
i −
∑

ξ′i
∂X ′

i

∂x′j
∂ξ′j

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xl
∂x′i
∂xl

ξ′j
∂

∂x′i
(
∂x′j
∂xk

)∂ξk −
∑

ξ′i
∂X ′

i

∂x′j

∂x′j
∂xk

∂ξk

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xl
∂x′i
∂xl

ξ′j
∂

∂x′i
(
∂x′j
∂xk

)∂ξk −
∑

ξ′i(
∂Xl

∂x′j

∂x′i
∂xl

+Xl
∂

∂x′j
(
∂x′i
∂xl

))
∂x′j
∂xk

∂ξk

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xl
∂x′i
∂xl

ξ′j
∂

∂x′i
(
∂x′j
∂xk

)∂ξk −
∑

ξ′i(
∂Xl

∂xs

∂xs
∂x′j

∂x′i
∂xl

+Xl
∂

∂x′j
(
∂x′i
∂xl

))
∂x′j
∂xk

∂ξk

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xl
∂x′i
∂xl

ξ′j
∂

∂x′i
(
∂x′j
∂xk

)∂ξk −
∑

ξl
∂Xl

∂xs
∂ξs −

∑
ξ′jXl

∂

∂x′i
(
∂x′j
∂xl

)
∂x′i
∂xk

∂ξk

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xlξ
′
j

∂x′i
∂xl

∂xp
∂x′i

∂

∂xp
(
∂x′j
∂xk

)∂ξk −
∑

ξl
∂Xl

∂xs
∂ξs −

∑
ξ′jXl

∂xp
∂x′i

∂

∂xp
(
∂x′j
∂xl

)
∂x′i
∂xk

∂ξk

=
∑

Xi∂xi +
∑

Xpξ
′
j(
∂2x′j
∂xpxk

)∂ξk −
∑

ξl
∂Xl

∂xs
∂ξs −

∑
ξ′jXl(

∂2x′j
∂xpxl

)∂ξp

=
∑

Xi∂xi −
∑

ξl
∂Xl

∂xs
∂ξs

Definition 7.1.1. M上のωを保存するベクトル場をシンプレクティックベクトル
場という（LXω = 0）．これはシンプレクティック同相のリー群のリー環である．
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また {
Xはシンプレクティック ⇐⇒ ιXωは closed

Xはハミルトニアン ⇐⇒ ιXωは exact

である．実際 ιXω = dfならX = Xfとなり，dιXω = 0ならLXω = dιXω+ιXdω =

0である．

局所的にはシンプレクティックベクトル場はハミルトンベクトル場である．H1(M) =

0なら大域的に成立．

EXAMPLE 7.1.3. (M,ω) = (T 2, dθ1 ∧ dθ2)とする．ベクトル場X1 = ∂θ1, X2 =

∂θ2を考えるとこれらはシンプレクティックベクトル場であるがハミルトンベクト
ル場ではない．

7.1.2 Brackets

X,Y をベクトル場とする．このときリー括弧 [X,Y ]は再びベクトル場である．

Theorem 7.1.1. X,Y をシンプレクティックベクトル場とする．このとき [X,Y ]

はハミルトン関数 ω(Y,X) = −ω(X,Y )に対するハミルトンベクトル場である．

Proof. まず勝手な微分形式 ϕに対して，

ι[X,Y ]ϕ = LXιY ϕ− ιYLXϕ = [LX , ιY ]ϕ

が成立する．さらに，シンプレクティックベクトル場Xに対して ιXωは閉形式で
あった．そこで

ι[X,Y ]ω = LXιY ω − ιYLXω
= dιXιY ω + ιXdιY ω

= dιXιY ω = d(ω(Y,X))

となるので．

Corollary 7.1.2. Xsymp(M), Xham(M)をシンプレクティックベクトル場の全体，
ハミルトンベクトル場の全体とする．これらはリー環となる．さらに，次の部分
リー環の包含関係が成立．

Xham(M) ⊂ Xsymp(M) ⊂ X(M).
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Definition 7.1.2. f, gを滑らかな関数とし，ポアソン括弧を

{f, g} := ω(Xf , Xg) = (ιXf
ω)(Xg) = (df)(Xg) = Xgf = −Xfg

と定義する．ここで
X{f,g} = −[Xf , Xg]

に注意する．実際Xω(Xf ,Xg) = [Xg, Xf ]であった．

Remark 7.1.1. ハミルトニアン f に対して，ハミルトンベクトル場Xf に対する
flowを ϕtとすれば，

d

dt
g(ϕt(p)) = {g, f}

となる．特に，
d

dt
f(ϕt(p)) = {f, f} = 0

は，f は flowの軌道 ϕt(p)上で一定であることを述べている．

Theorem 7.1.3. ポアソン括弧はヤコビ律をみたす．つまり

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

である．さらに，ライプニッツ則をみたす．つまり

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}

Proof. ライプニッツ則はポアソン括弧が微分で定義されているから明らかである．
実際，

{f, gh} = ω(Xf , Xgh) = −ιXgh
ω(Xf )

= −(d(gh))(Xf ) = −(Xfg)h− g(Xfh) = {f, g}h+ g{f, h}

となる（一般に，X : C∞(M) → C∞(M)というライプニッツ則を満たす線形写
像があったなら，それはベクトル場であった．今の場合に {f, ·}に対応するものが
−Xf である）．次に，ヤコビ律を証明しよう．

{f, {g, h}} = ω(Xf , X{g,h}) = ω(Xf , [Xh, Xg])
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である．そこで

0 =dω(Xg, Xh, Xf )

=ω([Xg, Xh], Xf )− ω([Xf , Xh], Xg) + ω([Xf , Xg], Xh)

+Xfω(Xg, Xh)−Xgω(Xf , Xh) +Xhω(Xf , Xg)

=ω([Xg, Xh], Xf )− ω([Xf , Xh], Xg) + ω([Xf , Xg], Xh)

+ ω([Xf , Xg], Xh)− ω([Xg, Xf ], Xh) + ω([Xh, Xf ], Xg)

+ ω(Xg, [Xf , Xh])− ω(Xf , [Xg, Xh]) + ω(Xf , [Xh, Xg])

=3ω([Xg, Xh], Xf )− 3ω([Xf , Xh], Xg) + 3ω([Xf , Xg], Xh)

=3{f, {g, h}}+ 3{g, {h, f}}+ 3{h, {f, g}}

となる．このように，ヤコビ律は dω = 0から従うことに注意しよう．

Definition 7.1.3. ポアソン代数 (P, {·, ·})とは．可換結合的代数でライプニッツ
則をみたすリー環 {·, ·}が入っていること．

ポアソン代数をもつ多様体について section 8.4で詳しく述べる．

EXAMPLE 7.1.4. (M,ω)がシンプレクティック多様体のとき (C∞(M), {·, ·})は
ポアソン代数である．またリー環の反準同形

C∞(M) ∋ h 7→ Xh ∈ Xham(M) ⊂ X(M), {·, ·} 7→ −[·, ·]

を得る．

また，以上の議論から次のリー環の完全系列が成立する．

Proposition 7.1.4. 次はリー環の完全系列を与える．

0→ Xham(M)→ Xsymp(M)→ H1(M,R)→ 0

0→ R→ C∞(M)→ Xham(M)→ 0

第一式は (3.4.1)のリー環版である．

7.1.3 古典力学

R2nをユークリッド空間として座標を (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)としてシンプレク
ティック形式を ω0 =

∑
dqj ∧ dpjとする．Hをハミルトン関数とすると，

XH =
n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi
)
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である．よって積分曲線 ρt = (q(t), p(t))は次で定まる

dqi(t)

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi(t)

dt
= −∂H

∂qi

これをハミルトン方程式という．
また，ポアソン括弧 {f, g}は

{f, g} = −Xfg =
n∑
i=1

− ∂f
∂pi

∂g

∂qi
+
∂f

∂qi

∂g

∂pi

となる．

Remark 7.1.2. R2nのユークリッド計量を考えて，Hの gradientを考える．

∇H =
n∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂

∂qi
+
∂H

∂pi

∂

∂pi
)

さらに J を概複素構造とする，J(∂qi) = ∂pi，J(∂pi) = −∂qiである．これを使え
ば，JXH = ∇H，よってXH = −J∇Hとなる．
より一般のシンプレクティック多様体と compatible複素構造があれば，

dH(Y ) = ω(XH , Y ) = g(JXH , Y ) = g(∇H, Y )

であるのでXH = −J∇Hである．つまりハミルトンベクトル場はハミルトニアン
Hの gradientを Jで回転させたものである．（R2なら９０度回転である）．例えば，
gradient flowはHの level setと compatibleな内積に関して直交する．ハミルトニ
アンの flowは level set内にある．

n = 3の場合に考える，配位空間R3内を動く質量mの粒子を考え，ポテンシャ
ルを V (q)とする．座標を (q1, q2, q3)とする．このとき粒子の運動方程式は

m
d2q

dt2
= −∇V (q)

である．運動量を pi = mdqi
dt
と定義する．そしてエネルギー関数を

H(q, p) =
1

2m
∥p∥2 + V (q)

T ∗R3 = R6を相空間とする．このとき運動方程式はハミルトン方程式と同値である

dqi
dt

=
pi
m

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= m
d2qi
dt2

= −∂V
∂qi

= −∂H
∂qi

特に，エネルギーHは運動において保存される．
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7.1.4 可積分系

Definition 7.1.4. ハミルトン系とは三つ組み (M,ω,H)のことである．ここで
(M,ω)はシンプレクティック多様体でH ∈ C∞(M)である（これをハミルトン関
数という）．

Theorem 7.1.5. 関数 f に対して，{f,H} = 0となるための必要十分条件は f が
XH の積分曲線に沿って定数．

Proof. ρtをXH に対する flowとする．このとき

d

dt
(ρ∗tf) = ρ∗tLXH

f = ρ∗tω(Xf , XH) = ρ∗t{f,H} = 0

この定理の関数 f を運動の積分（第一積分または運動の定数）という．一般に，
ハミルトン系はハミルトン関数と独立な運動の積分をもつとはかぎらない．ここ
で関数 {f1, · · · , fn}が独立とは (df1)x, · · · , (dfn)xが線形独立であること．
ポアソン括弧について可換な第一積分があるとすると，各点 p ∈ M に対して，

それら関数のハミルトンベクトル場は TpM の isotropicベクトル空間を生成する

ω(Xfi , Xfj) = {fi, fj} = 0

また isotropicベクトル空間の最大次元は n = dimM/2であった（それ以上あると
ωの非退化性に反する）．そして，f1, · · · , fnが独立な第一積分とすれば，各点で
Xf1 , · · · , Xfnはラグランジアン部分空間となる．

Definition 7.1.5. ハミルトン系 (M,ω,H)が（完全）可積分とは，n = dimM/2

個の独立かつポアソン括弧に対して可換な第一積分 f1 = H, f2, · · · , fnを持つこと
である．（一次独立性は稠密な開集合上で一次独立とする）．

EXAMPLE 7.1.5. 単振り子，調和振動子など，２次元ハミルトン系は可積分で
ある（ハミルトニアンのみでよい）．

EXAMPLE 7.1.6. ハミルトン系 (M,ω,H)でMが４次元とする．このときHと
独立な第一積分をもてば可積分である．（後でみる球面振り子が例）．

EXAMPLE 7.1.7. n個の調和振動子を考える．H =
∑
p2k + q2k．このとき τk =

p2k + q2kは独立な第一積分で {τi, τj} = 0をみたす．よって完全可積分である．
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EXAMPLE 7.1.8. R3におけるケプラー問題を考える．このとき相空間はT ∗(R3\
{0})である．また適当な変換によりハミルトニアンは

H(q, p) =
1

2
∥p∥2 − 1

∥q∥

である．このとき角運動量は

G1 = x2y3 − x3y2, G2 = x3y1 − x1y3, G3 = x1y2 − x2y1

である．これらはポアソン可換ではない．しかし，ポアソン可換な第一積分として

F1 = H, F2 = G3, F3 = G2
1 +G2

2 +G2
3

が取れる．よって可積分である．

EXAMPLE 7.1.9. ハミルトンヤコビの方法で求積法でとけるハミルトン系は，
正準座標で変換したとき，ハミルトニアンがH(Q,P ) = K(Q)となるものであっ
た．このときQiが独立な第一積分となる．

EXAMPLE 7.1.10. 戸田格子を考える．これは直線上に n個の粒子があり，とな
り同士が指数的なバネで力が働いてるものである．ハミルトニアンは

H =
1

2

∑
y2i +

n−1∑
k=1

exk−xk+1

である．ただし x0 =∞, xn+1 = −∞としている．このとき運動方程式は

x′k = yk, y′k = exk−1−xk − exk−xk+1

である．次の変数変化を行う．

ak =
1

2
exk−xk+1/2, bk = −

1

2
yk

とすれば，
a′k = ak(bk+1 − bk) b′k = 2(a2k − a2k−1)

となる．そこで

L =


b1 a1 0 . . . 0

a1 b2 a2 . . . 0

0 a2 b3
. . .

...
...

. . . . . . . . . an−1

0 0 . . . an−1 bn

 B =



0 a1 0 . . . 0

−a1 0 a2 . . .
...

0 −a2 0
. . .

...
...

. . . . . . . . . an−1

0 0 . . . −an−1 0


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とすれば，運動方程式は
dL

dt
= [B,L]

とかける．（Lax pairという）．このとき Lの固有値は第一積分である．

Proof. U(t) = etB(t)（U(0) = 1）とすれば，Lax 方程式（運動方程式）を使って，

d

dt
(U−1(t)L(t)U(t)) = 0

がわかる．よって L(t) = U(t)L(0)U(t)−1となるので，L(0)の固有値と L(t)の固
有値は一致する．つまり，L(t)の固有値を考えるとこれは flow上で定数である．
Fk = tr Lkが独立でポアソン可換な第一積分である．ポアソン可換であることの
証明は可積分系の本を参照（例えば，高崎「可積分系の世界」[高崎]）．

EXAMPLE 7.1.11. シンプレクティックトーリック多様体（後述）も完全可積分
である．

さて (M,ω,H)を2n次元の可積分系とする．そして運動の積分をf1 = H, f2, · · · , fn
とする．c ∈ Rnを f = (f1, · · · , fn)の regular valueとする．このとき f−1(c)はラ
グランジアン部分多様体である．

Proof. regular valueなので f−1(c)の各点で df ̸= 0であるので陰関数定理からn次
元多様体である．Xfi が張る部分空間を Lf ⊂ TpM とするとこれはラグランジア
ン部分空間であった．f−1(c)上の接ベクトルXは dfi(X) = 0をみたす．そこで

ω(Xfi , X) = (ιXfi
ω)(X) = Xfi = 0

となる．よってX ∈ (Lf )
ωp = Lf となるのでX はラグランジアン部分空間 Lf に

入る．よって ωを f−1(c)に制限するとゼロであり，f−1(c)はラグランジアン部分
多様体である．またXfiが f−1(c)上のベクトル場になることに注意する（これは
Xfifj = 0であることからわかる）．

Lemma 7.1.6. ハミルトンベクトル場Xf1 , · · · , Xfnが f−1(c)上で完備であるとす
る．f−1(c)の連結成分はRnに対する等質空間である．つまりRn−k×Tkと微分同
相である．

Proof. Xfiに対するflowを考えればf−1(c)上にRの作用ができる．さらに [Xfi , Xfj ] =

0から Rnの作用となる．Rnの等質空間は Rn−k × Tkであることはよくしられた
事実．

f−1(c)の連結成分がコンパクトならそれはトーラスになるが，そのときリュウ
ビルトーラスとよぶ．（たとえば f が proper写像ならよい）．
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Theorem 7.1.7 (Arnord-Liouville). (M,ω,H)を上記のような可積分系とする．
レベル曲面 f−1(c)はM のラグランジアン部分多様体である

1. f−1(c)の点 pから出発するXf1 , · · · , Xfn の flowが完備なら，f−1(c)の連結
成分はRnの等質空間である．この affine構造に関してその連結成分は座標
ϕ1, · · · , ϕnでXf1 , · · · , Xfn の flowが線形となるようなものをもつ．これを
angle coordinate（角座標）とよぶ．

2. 座標ψ1, · · · , ψnで角座標の補座標で，各ψiは運動の積分（保存量）でϕ1, · · · , ϕn,
ψ1, · · · , ψnがダルブー座標となるもの（ω =

∑
dϕi∧dψi）が存在．（ψ1, · · · , ψn

を作用座標という）

この定理から可積分系の力学はとても単純である．この座標に関しては解が ex-

plicitにもとまる．（ただし，上のような座標を具体的に取ることは，簡単ではない）

Remark 7.1.3. 上の角座標を幾何学的に解釈すれば regular value cの近傍におい
て f :M → Rnがラグランジアンファイブレーションとなっていることである．つ
まり局所自明かつその fiberがラグランジアン多様体である．ファイバーに関する
座標が角座標になっている．作用座標は f :M → RnにおけるRnの座標の存在を
述べている．それらの座標は角座標とポアソン積で可換である．

定理を stepに分けて証明していく（詳細は [伊藤]）．簡単のため，f−1(c)がコン
パクト，つまりトーラスになる場合のみを議論する．

Proposition 7.1.8. (M,ω)をシンプレクティック多様体で，点pにおいて (df1, · · · , dfn)
は一次独立で，ポアソン可換とする．このとき局所座標 (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)を
もつ pの近傍 (U,Φ)で

Φ∗ω =
∑

dyk ∧ dxk fi ◦ Φ = yi

となるものが存在する．またこのときXfi =
∂
∂xi
である．

Proof. ダルブーの定理からΦ(0) = p, Φ∗ω =
∑
dyi∧dxiとなるものが存在する．fi◦

Φ(x, y) = Fiとしておく．仮定からF = (F1, · · · , Fn)としたとき，rank(Fx, Fy) = n

である．(ここで Fx = (∂Fk

∂xj
)である）．

またポアソン可換の式を書くと，1 ≤ k, l ≤ nに対して，∑ ∂Fk
∂xi

∂Fl
∂yi

=
∑ ∂Fk

∂yi

∂Fl
∂xi

となるので，

Fx
tFy − FytFx =

(∑
i

∂Fk
∂xi

∂Fl
∂yi
−
∑
i

∂Fk
∂yi

∂Fl
∂xi

)
kl

= 0
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が成立する．そこで，適当なシンプレクティック変換を行ってdetFy ̸= 0としてもか
まわない（補題2.2.1）．陰関数定理からη = F (x, y)を考えると，これはy = G(x, η)

と解ける．このときGxは対称行列である．実際，上の式を書き換えて

F−1
y Fx − tFx

tF−1
y = 0

なので F−1
y Fxは対称である．一方，y = G(x, F (x, y))を x, yで微分して

0 = Gx +GηFx, I = GηFy

を得る．よってGx = −GηFx = −F−1
y Fxとなり対称行列．そこで

Wx(x, η) = G(x, η)

という連立線形偏微分方程式を考えると，これはGx対称から

Gx = (
∂2W

∂xj∂xi
)ij = (

∂2W

∂xi∂xj
)ij

が成立する．つまり，Wxixj = Wxjxiが成立するので可積分である．このような関
数W（Gx = W の解W）をとっておくと，detWxη = detGη = detF−1

y ̸= 0で
あり，

ξ = −Wη, y = Wx = G(x, η)

とすれば，これは (ξ, η) 7→ (x, y)という正準変換の母関数である．よってこの (ξ, η)

を座標とすれば求めるものである．（実際，η = F (x, y)であった）．

{Xfi}を考えてその flowを作る．このとき f−1(c0)の点 pを勝手にとって

Rn ∋ t = (t1, · · · , tn) 7→ ϕt11 ◦ · · · ◦ ϕtnn (p) ∈ f−1(c0)

を考える．つまりRnの f−1(c0)への作用である．これは局所自由（locally free）な
作用であり，各点 x ∈ f−1(c0)の軌道が，開部分多様体となることがわかる．そこ
で，f−1(c0)はそのような開部分多様体の disjointな和であるので，連結成分には
Rnが推移的に作用しているとしてよい．さて，このとき

Γ = {t ∈ Rn|ϕt(p) = p}

となる集合を考えると，T1, · · · , Ts ∈ Rnという独立な元が存在して

Γ = {
∑

mjTj | (m1, · · · ,ms) ∈ Zs}
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とかけ，f−1(c0)とT s×Rn−sが微分同相である．さらにコンパクトなのでf−1(c0) ∼=
T nとなる．（ΓはRn内の格子である．その格子の基底が T1, · · · , Tn ∈ Rnである）．
先ほどの命題の局所シンプレクティック変換Φ : V0 ∋ (x, y) 7→ q ∈ U0（Φ(0, 0) =

p）をとっておく．p ∈ f−1(c0)に対して周期 Tkが存在して ϕTk(p) = pであった．

Φ

y

x p

U0

V0

f−1(η)

y = η

Σ

このときまず pの近傍U0上の点 qに対しても同様に ϕT
′
k(q) = qとなる n個の周

期が存在することを証明する．

Σ := {Φ(0, y)|y ∈ W0}

（ここでW0は{0}×W0 ⊂ V0を満たすy方向のRnの近傍）．q = Σ∩f−1(η) = Φ(0, η)

として次の補題が成立

Lemma 7.1.9. Φ(0, η) = qとする．このとき ϕT
′
k(q) = qをみたす T ′

k ∈ Rnが，次
のように定まる．

T ′
k = Tk −

∂Qk

∂η
(η),

∂Qk

∂η
(0) = 0, Qk(0) = 0

ここでQk（k = 1, · · · , n）はRnの原点の近傍で定義された関数である．

Proof. T ′
kは Tkに近いと考えて，

T ′
k = Tk + ξ, ξ ∈ Rn

とかける．この ξを ηの関数として表したい．また η = 0のとき ξ = 0となるよう
にしたい．
R2nの原点の近傍 V0を取って，

Φ1 : V0 ∋ (ξ, η) 7→ (x, y) = Φ−1ϕTkΦ(ξ, η)
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とする．ここで Φ1(0, 0) = Φ−1ϕTkΦ(p) = (0, 0)である．flowはXfi = ∂xiで定義
されるので，Φ−1ϕtΦ(x, y) = (x+ t, y)となることに注意すれば，

Φ−1ϕTk+ξΦ(0, η) = Φ−1ϕTkΦ(ξ, η)

をみたす．特に，y = ηをみたすシンプレクティック変換である（シンプレクティッ
クであることはΦ∗ω =

∑
dx ∧ dyであることと，ϕtがシンプレクティック同相で

あることから）．
シンプレクティック変換なので，dx∧dy+dη∧dξ = 0となる．よって，xdy+ηdξ =

dS(ξ, y)となる関数 S（母関数）が局所的には存在する．このとき，

xj =
∂S

∂yj
, ηj =

∂S

∂ξj

となるのであった．さらに，y = ηであるので，ηの関数Qk(η)が存在して

S(ξ, y) = ⟨ξ, y⟩+Qk(η), Qk(0) = 0

となり，

Φ1(ξ, η) = (ξ +
∂Q

∂η
(η), η)

となる．そこで，T ′
k = Tk − ∂Q

∂η
(η)とすれば，

Φ−1ϕT
′
kΦ(0, η) = (0, η)

となるのでϕT
′
k(q) = qを満たす．またΦ1(0, 0) = (0, 0)から，∂Q

∂η
(0) = 0となる．

そこで次の写像を考える

Φ2 : Rn ×W0 ∋ (ξ, η) 7→ ϕξΦ(0, η) ∈M

まずこのとき ϕξによって fkは不変なので，

fk ◦ Φ2(ξ, η) = fk ◦ Φ(0, η) = η

さらに，上の補題から T ′
k = Tk(η)として，

Φ2(ξ + Tk(η), η) = Φ2(ξ, η)

となる．よって微分同相

Φ2 : Rn/Γ(η) ∋ [ξ] 7→ Φ2(ξ, η) ∈ f−1(η)
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を得る．（このようにM のある点の近傍は T n ×W0となる）．
さて，残った問題は．トーラスの周期が ηによって変化してしまうことである．
周期が一致していれば，Φ2が求めるもになる．そこで周期を正規化しよう．Φ3 :

(ϕ, ψ) 7→ (ξ, η)を次の母関数で定義されるシンプレクティック変換とする．

S = S(ϕ, η) =
∑ ϕk

2π
(⟨Tk, η⟩ −Qk(η)), ξ =

∂S

∂η
, ψ =

∂S

∂ϕ

このとき，

ξ =
∑ ϕk

2π

∂

∂η
(⟨Tk, η⟩ −Qk(η)), ψ = t(⟨T1, η⟩ −Q1(η), · · · , ⟨Tn, η⟩ −Qn(η))

となる．

ξ +
∂

∂η
(⟨Tj, η⟩ −Qj(η)) =

∑ (ϕk + 2πδkj)

2π

∂

∂η
(⟨Tk, η⟩ −Qk(η))

よって

Φ3(0, ψ) = (0, η),

Φ3(ϕ+ 2πej, ψ) = (ξ +
∂

∂η
(⟨Tj, η⟩ −Qj(η)), η) = (ξ + Tj −

∂Qj

∂η
, η) = (ξ + Tj(η), η)

となる（y = η = ψが運動の保存量であった）．以上から定理が証明された．
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7.1.5 単振子

EXERCISE 7.1.1 (単振子). 単振り子を考えよう．垂直方向と長さ lの棒との間
の（向きつき）角度を θとする．また，ξを T ∗S1のファイバー座標で S1の角度か
ら導かれるものとする．また，T ∗S1を配位空間としている．

θ

l

l(1− cos θ)

不安定点

安定点

重力からくるポテンシャルエネルギーは V (θ) = ml(1 − cos θ)である（重力定
数は 1としている）．また運動エネルギーは 1

2
ml2θ̇2 である．ラグランジアンは

L = K − V = 1
2
ml2θ̇2 −ml(1− cos θ)となる．ルジャンドル変換すれば ξ = ml2θ̇2

（ここで p = ∂L
∂θ̇
を計算した) となる．よってハミルトニアンは

H : T ∗S1 7→ R, H(θ, ξ) =
1

2ml2
ξ2 +ml(1− cos θ)

以下簡単のため l = m = 1とする．H = 1
2
ξ2 + (1 − cos θ)である．このときハミ

ルトン関数のレベル曲線を考える．
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π0 2π

2

c = 2
c = 1

c = 3

0 < c < 2に対してはH = cというレベル曲線は閉曲線の和（θはR上動かすと
見て）になる．そしてこれを θ軸へ射影すると長さ π以下の区間になる．
このハミルトン関数の臨界点は二つの臨界点をもつ（θ mod 2πとしている）．
実際

∂H

∂ξ
= ξ,

∂H

∂θ
= sin θ

であるので．(0, 0), (π, 0)が臨界点である．前者のH = 0となる臨界点を sとし，
H = 2となる臨界点を uとする．そして sが安定点，uが不安定点である．その意
味はハミルトンベクトル場を考えると，

XH = ξ∂θ − sin θ∂ξ

であり，その積分曲線を考える．sに近い初期値から出発した軌道は sの近くにい
る．uに近い点から出発した軌道は uから離れていくのである（ただしH = 2上
の軌跡は別）．
物理的には安定点は，振子がとまっている状態（一番下にある状態）で，少し
動かしてもそのその範囲で振動する．不安定点は振子が一番上にある状態である．

7.2 変分法

7.2.1 運動方程式

EXAMPLE 7.2.1. R3内の質量mの点粒子と力 F を考える．このとき運動方程
式（ニュートンの第二法則）．

m
d2x(t)

dt2
= F (x(t))
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である．さらに曲線 γ : [a, b]→ R3に対する仕事を考える．

Wγ =

∫ b

a

F (γ(t)) · dγ(t)
dt

dt

となる．さらにFがポテンシャル場であるとする，つまりWγは端点γ(a) = p, γ(b) =

qにのみ依存するとする（べつの言い方をすればあるポテンシャル関数 U があっ
て F = −∂U

∂x
となること）．このときポテンシャルエネルギーを

V (q) := Wγ : R3 → R

と定義する（ただし基点 p0 ∈ R3を固定している．このとき運動方程式は

m
d2x(t)

dt2
= −∂V

∂x
(x(t))

となる．R3上（配位空間）の運動方程式が T ∗R3上（相空間）のハミルトン方程
式と同値であることはすでにみた．ここで pi = mdqi

dt
，H(q, p) = 1

2m
|p|2 + V (q)で

ある．よって，運動方程式を解くことは，このハミルトニアンに対するハミルト
ンベクトル場の積分曲線を求めることになる．

EXAMPLE 7.2.2. 太陽の周りの地球の運動を考える．太陽は原点で動かないと
する．このとこポテンシャル関数は V (x) = c/|x|であり，重力ポテンシャルとい
う．そして地球の位置 x(t)は

m
d2x

dt2
= −∂V

∂x

となる．

7.2.2 最小作用の原理

EXAMPLE 7.2.3. R3内の n粒子系を考える質量は (m1, · · · ,mn)とする．配位
空間は

x = (x1, · · · , xn) ∈ R3n, xi ∈ R3

である．V をポテンシャルエネルギーとする．このときの運動方程式は

mi
d2xi
dt2

(t) = −∂V
∂xi

(x1(t), · · · , xn(t))

である．道の空間

P := {γ : [a, b]→ R3n|γ(a) = p, γ(b) = q}
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を考えたとき作用とは

A(γ) :=

∫ b

a

(
∑ mi

2
|dγi
dt

(t)|2 − V (γ(t)))dt

のことである．そして最小作用の原理とは物理的な軌道はA(γ)を最小にするもの
である
拘束系の場合：粒子が部分多様体M内に制限されてる場合を考えるときは，γ :

[a, b] → M γ(a) = p, γ(b) = qとなる道の全体を考え，そのときにA(γ)を最小に
するものが物理軌道である．

7.2.3 変分法

M を n次元多様体として，TM を接束の多様体とする．また

F : TM → R

という関数を考える．γ : [a, b]→M を滑らかな曲線とすれば，これは自然に TM

内の曲線へと liftする．

γ̃ : [a, b] ∋ t 7→ (γ(t),
dγ

dt
(t))TM

このとき γの作用を

A(γ) :=

∫ b

a

(γ̃∗F )(t)dt =

∫ b

a

F (γ(t),
dγ(t)

t
)dt

により定義する．また道の空間としては

P(a, b, p, q) := {γ : [a, b]→M |γ(a) = p, γ(b) = q}

を考える．この空間で作用を最小にする点（道）を求めよう．まず最小にする道
はいつも局所的に最小である．つまり

Lemma 7.2.1. γ0 : [a, b] → M が最小にする道とする．[a1, b1] ⊂ [a, b]として
p1 = γ0(a1), q1 = γ0(b1)とする．このとき γ0|[a1, b1]は P(a1, b1, p1, q1)で作用を最
小にする道である．

さらに，最小にすることを道の摂動により必要条件を解くことができ，それが
オイラーラグランジュ方程式である（証明は略．どの教科書にも載ってる）．す
なわち

∂F

∂xi
(γ,

dγ

dt
) =

d

dt

∂F

∂vi
(γ,

dγ

dt
)

である．ここでTMの座標を (x1, · · · , xn, v1, · · · , vn)としている（∂x1, · · · , ∂xnに
よる自明化に対する標準的な局所座標）．物理的軌道はこの方程式を満たすので
ある．
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7.2.4 オイラーラグランジュ方程式の解き方

1. F (x, v)が vに依存しない場合．この場合には

∂F

∂xi
(γ,

dγ

dt
) = 0

となるので，γ0は F の臨界点の集合上（ここで F を TM 上の関数とみての
臨界点）である．genericなF に対しては臨界点は孤立している，よって γ0(t)

は定数曲線でなければならない．

2. F (x, v)が vについて，線形に依存している場合，つまり

F (x, v) = F0(x) +
∑

Fj(x)vj

とする．このとき E-L方程式の左辺は

∂F0

∂xi
(γ(t)) +

∑ ∂Fj
∂xi

(γ(t))
dγj
dt

(t)

右辺は
d

dt
Fi(γ(t)) =

∑ ∂Fi
∂xj

(γ(t))
dγj
dt

(t)

となるので，

∂F0

∂xi
(γ(t)) =

∑
j

(
∂Fi
∂xj

(γ(t))− ∂Fj
∂xi

(γ(t)))
dγj
dt

(t)

となる．そこで n × n行列 (∂Fi

∂xj
(γ(t)) − ∂Fj

∂xi
(γ(t)))が逆行列Gij(x)をもつと

すると
dγj
dt

(t) =
∑

Gji(γ(t))
∂F0

∂xi
(γ(t))

を得る．これは一階微分方程式である．解の一意性から，局所的には各点
γ(a) = pを通るただひとつの解をもつが（一階なので初期条件は位置だけで
よい），この曲線上に γ(b) = qがないなら P(a, b, p, q)に対するオイラーラ
グランジュ方程式の解が存在しない．よって，ちゃんとした解を持つために
は，F に対して非線形という条件が必要になる．

3. そこで，ルジャンドル条件

det(
∂2F

∂vi∂vj
) ̸= 0
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という条件を仮定する．このときGij = ( ∂2F
∂vi∂vj

)−1とする．E-L方程式は

∂F

∂xi
(γ,

dγ

dt
) =

d

dt

∂F

∂vi
(γ,

dγ

dt
) =

∑
j

∂2F

∂xj∂vi
(γ,

dγ

dt
)
dγj
dt

+
∑
j

∂2F

∂vj∂vi
(γ,

dγ

dt
)
d2γj
dt2

であるので

d2γj
dt2

=
∑
i

Gji
∂F

∂xi
(γ,

dγ

dt
)−

∑
i,k

Gji
∂2F

∂xk∂vi
(γ,

dγ

dt
)
dγk
dt

これは二階常微分方程式であり初期条件

γ(a) = p,
dγ

dt
(a) = v

に対してただひとつの解をもつ．

7.2.5 最小性

上の解は局所的に最小を与えるかを考えよう（オイラーラグランジュ方程式は
臨界点であるという必要条件であった）任意の (x, v)に対して ( ∂2F

∂vi∂vj
) >> 0と仮

定する．つまり xを固定したときに，v → F (x, v)が狭義凸（strictly convex）と
する．このとき γ0 ∈ P(a, b, p, q)がオイラーラグランジュ方程式を満たすとする．
このとき γ0はA(γ)を最小にするか？局所的には，次の定理により正しい．

Theorem 7.2.2. 上のγ0に対して，十分小さい [a1, b1] ⊂ [a, b]に対して，P(a1, b1, p1, q1)
は局所的に最小である．

Proof. Wirtinger不等式を思い出す．つまり f ∈ C1([a, b]), f(a) = f(b) = 0な
らば， ∫ b

a

|df
dt
|2 ≥ π2

(b− a)2

∫ b

a

|f |2dt

が成立する．γ0 : [a, b]→ UがE-L方程式を満たすとする．ci ∈ C∞([a, b]), ci(a) =

ci(b) = 0となるものをとり c = (c1, · · · , cn)とする．γϵ = γ0 + ϵc ∈ P(a, b, p, q)と
してAϵ = A(γϵ)とする．このとき E-L方程式は Aϵ

dϵ
= 0と同値である．そこで

d2Aϵ
dϵ2

(0) =

∫ b

a

∑
i,j

∂2F

∂xi∂xj
(γ0,

dγ0
dt

)cicjdt (1)

+

∫ b

a

∑
i,j

∂2F

∂xi∂vj
(γ0,

dγ0
dt

)ci
dcj
dt
dt (2)

+

∫ b

a

∑
i,j

∂2F

∂vi∂vj
(γ0,

dγ0
dt

)
dci
dt

dcj
dt
dt (3)
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となる，凸条件から

(3) ≥ K3|
dc

dt
|2L2([a,b])

|(1)| ≤ K1|c|2L2([a,b])

|(2)| ≤ K2|c|L2([a,b])|
dc

dt
|L2([a,b])

（K1, K2, K3 > 0）．よってWirtinger不等式から b − aが十分小さいなら，(3) >

|(1)|, |(2)|となる．よって γ0は局所的に最小．

7.3 ルジャンドル変換
ルジャンドル変換はラグランジアンとハミルトニアンへの変換や，統計力学・熱

力学などに用いられる．解析力学の場合に，ラグラジアン L = T − V（T は運動
エネルギー，V はポテンシャル）から，H = T + V という変換が現れる．この理
由を一般論で解釈する．

7.3.1 １次元での例

一変数の場合に何が起こっているのかを見ていきたい．
関数F (x)が与えられたとき，その関数の情報を変換する方法として，フーリエ

変換やラプラス変換が知られている．例えば，フーリエ変換 F̂ (p) =
∫
eipxF (x)dx

は，関数F (x)を別の変数 pに対する F̂ へ変換する．ルジャンドル変換も関数を変
換する方法の一つである．
F : R ⊃ I → Rを凸関数とする．このとき，

I∗ = {s | sup
x∈I

(sx− F (x)) <∞}

として，新しく I∗上の関数を

G(s) = sup
x∈I

(sx− F (x))

として定義する．この関数の幾何学的な意味を考えてみよう．sを固定して，F が
滑らかとして，K(x) = sx− F (x)とすれば，

K ′(x) = s− F ′(x) = 0
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のとき極小となる．F が凸（F ′′ > 0）であることから，このような点 xは I上で
一点のみである．それを x0とすれば，s = F ′(x0)であり，

G(s) = sx0 − F (x0) = F ′(x0)x0 − F (x0) = −(F ′(x0)(0− x0) + F (x0))

となる．右辺を見ると，傾き sをもつ y = F (x)の接線（それは一つしかなく，点
x0で接する接線）の y切片のマイナス倍が．G(s)であることがわかる．
これを sの関数として表示するには，次のようにすればよい．簡単のため I = R
としておく．s = F ′(x0)に注目すると，s = F ′(x0)となる点は一点のみなので，s
は xの関数として，

s(x) :=
dF

dx
(x)

とかける．よって，
G(s) := sx(s)− F (x(s))

とするのである．
下の図を見ればわかるように，(x, F (x))における，接線の傾きが sであり，接
線の切片のマイナス倍はG(s)である．

接線の切片が−G(s)である

x

xs(x)

F (x)

このように，ルジャンドル変換とは，関数F (x)の情報を，dF/dxを変数とした
別の関数で表すことである．普通に考えると，陰関数定理よりF (x) = F (x(s))と
すれば，F が sの関数として表せることになる．しかし，ルジャンドル変換は余
分な sx(s)を加えて（かつ−F にして）G(s) := sx(s)− F (x(s))とするのである．
この変換の性質の一つはGの微分が xに戻ることである．

x(s) =
dG

ds

Proof.

G′(s) = x(s) + sx′(s)− dF

dx
(x(s))x′(s) = x(s)
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さらに，
sx = F (x) +G(s)

という対称性がある．そこで，x(s) = dG
ds
であることを用いれば，ルジャンドル変

換を２回施せば F (x) 7→ G(s) 7→ F (x)ともとに戻ることがわかる．
また，F にはただ一つの最小が存在するので，Fmin = F (xmin)とする．このと

き，接線の傾きはゼロであるので，s(xmin) = 0となる．つまり，

Fmin = −G(0)

となる．もちろん，対称性から

Gmin = −F (0)

これは，図からも明らかであり，接線の切片はF (0)を超えることはないことに対
応する．

7.3.2 Strict Convexity

V をn次元ベクトル空間とする．e1, · · · , enを V の基底として，対応する座標を
v1, · · · , vnとする．F = F (v1, · · · , vn) : V → Rを滑らかな関数とする．p ∈ V と
して u =

∑
uiei ∈ V とする．F のヘッセ行列とは

(d2F )p(u) :=
∑
i,j

∂2F

∂vi∂vj
(p)uiuj

とう V 上の２次形式である．

Remark 7.3.1. (d2F )p(u) =
d2

dt2
F (p+ tu)|t=0である．

Definition 7.3.1. F が strictly convex（狭義凸）とは (d2F )p >> 0（∀p ∈ V）.

つまり各点で正定値．

(べつの定義：∀p, v ∈ V に対して直線 {p+ xv|x ∈ R}上に F を制限したら狭義
凸．凸とは ϕ(tp+ (1− t)q) ≤ tϕ(p) + (1− t)ϕ(q)となること）．

Theorem 7.3.1. F を strictly convex関数とする．このとき次は同値

1. F は臨界点をもつ．つまり dFp = 0なる点 pが存在．

2. F は，ある点で極小となる．
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3. F は，ただひとつの臨界点をもつ（それは大域的に最小）．

4. F は properである．（つまり F (p) 7→ +∞（p 7→ ∞））．

Proof. 一変数関数 f : R→ Rで f ′′(x) > 0となるものに対してみていく．

1. ある点 x0に対して f ′(x0) = 0とする．f ′′(x0) > 0なのでそれは極小である．
またその逆も成立する．

2. ある点 x0で最小であるとすると，それは極小である．逆に極小であるとす
ると，f ′′(x0) > 0なので f ′(x)はゼロ点が一つのみである．よって極小点は
最小点である．

3. f ′(x)のゼロ点は一つのみなので，最小点があるとすると，x→ ±∞のとき
f(x)→∞である．逆も同様．

多変数の場合でも同様である（すべての方向に対して上の議論が成立するので）．

Definition 7.3.2. 上の条件をみたす strictly convex 関数 F は，安定であると
いう．

EXAMPLE 7.3.1. f(x) = ex + ax（ただし x > 0の範囲で考える．というのも
x→ −∞のとき f ′′ → 0となってしまうから）という関数を考える．

f ′′(x) = ex > 0

であるのでこれは strictly convex関数である．しかし a > −1のときは stableでは
ない．最小もないし，x = 0の近傍を考えると properでない（コンパクトの逆像
がコンパクトでない）ことがわかる．
f(x) = x2 + ax（x ∈ R）は任意の aに対して strictly convexかつ安定である．

7.3.3 ルジャンドル変換

F を V 上 strictly convex関数とする．l ∈ V ∗に対して，

Fl : V ∋ v → Fl(v) = F (v)− l(v) ∈ R

とする．(d2F )p = (d2Fl)pなので，F が狭義凸と Flが狭義凸は同値である．

Definition 7.3.3. 狭義凸関数 F の安定集合（stability set）を次で定義

SF = {l ∈ V ∗| Flが安定 } = {l ∈ V ∗| dFp = lとなる点 p ∈ V が存在 }

（ここで F 自体が安定とは限らないことに注意）．
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Definition 7.3.4. F ∈ C∞(V )に対するルジャンドル変換とは

LF : V ∋ p 7→ dFp ∈ V ∗ ∼= T ∗
p V

である（とりえあえず変数の変換．関数 F がどう変換されるかは後述）．

F が strictly convexであった．LF は点 pの近傍をLF (p)の近傍へ微分同相にう
つす．

Proof. LF は正確に書けば

LF (p) = (
∂F

∂v1
(p), · · · , ∂F

∂vn
(p)) ∈ V ∗

そこでLF の点 pでの微分を考える．p+ tuとして代入して tについて微分すれば
よい．このとき d2Fp(u)を得る．これは正であったので，逆関数定理から微分同相
である．

Theorem 7.3.2. SF は V ∗の開凸集合である．

Proof. F = F0が安定と仮定して，0 ∈ V ∗の十分小さな近傍が SF に入ることを証
明すればよい（ほかの点 l ∈ SF ⊂ V ∗に対しては F̃ = F (v) − l(v)としてやれば
よい）．F が安定という仮定から p0を (dF )p0 = 0となる点とする．ルジャンドル
変換

LF : V ∋ p 7→ (dF )p ∈ V ∗

を考える．p0において (dF )p0 = 0であり，これは局所的には微分同相であったの
で，|l| << ϵに対して (dF )p = l ∈ V ∗となる pが p0の近傍に存在する．よって
Fl := F − l(·)を微分すれば (d(Fl))p = 0となる点が存在．つまりFlは安定である．
次に，凸であることを証明する．l, l′ ∈ SF として，p, p′をFl, Fl′の最小点とする．

つまり dFp = l, dFp′ = l′とする．また l, l′を結ぶ線分上の勝手な点を (1− t)l+ tl′

とする．このとき dFp′′ = (1− t)l+ tl′となるような点 p′′の存在を証明すればよい．

G = (1− t)Fl + tFl′ = (1− t)(F − l) + t(F − l′) = F − (1− t)l − tl′ : V 7→ R

という凸関数を考え，これが安定であることをしめせばよい．安定であることの
必要十分条件は proper写像であった．(1 − t)Fl，tFl′ が凸かつ properなので，G
も proper写像である．よって，安定．

Theorem 7.3.3. F を strictly convexとする．このとき

LF : V ∋ p 7→ dFp ∈ SF ⊂ V ∗

は微分同相である．
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Proof. まず well-definedを証明する．G(v) = F (v) − (dFp)(v)（dFp(v)は線形写
像）とする．このとき

dGq = dFq − dFp

である．これは q = pとすれば，dG = 0となるので，Gは安定である．よって
dFp ∈ SF となる．次に局所的には微分同相であるので，全単射を証明すればよい．
まず単射を述べる．dFp = dFqであるとすると，pと qを結ぶ直線上でF が狭義凸
ということに反する．全射を証明するF (v)− l(v)が安定とする．その最小点を p0
とすれば dFp0 − l = 0であるので LF (p0) = lである．

上の証明にあるように l ∈ SF に対して p0 = L−1
F (l)は Flの最小点をあらわす．

つまり L−1
F : SF → V は，l ∈ SF に対して Fl = F − lの最小点である pを対応さ

れる写像である．また点 pは F (v)− dFp(v)の最小点を与えること注意する．

Definition 7.3.5. F を狭義凸関数とする．F が quadratic growth at infinityとは，
V 上の正定値二次形式Qと定数Kがあり，F (p) ≥ Q(p)−K（∀p）となること．

Proposition 7.3.4. 上の quadratic growth at infinityの F に対して，SF = V ∗で
ある．特に LF : V → V ∗は微分同相を与える．

Proof. l ∈ V ∗に対して F (p) − l(p)を考える．F (p) − l(p) ≥ Q(p) − l(p) − K で
あるがQは正定値行列で，あるのでQ(p)− l(p)−Kは porper関数である．よっ
て F (p) − l(p)は properな狭義凸関数であるので，stableよって．SF = V ∗であ
る．

さて，以上で舞台設定が終わり，ようやく F のルジャンドル変換を定義するこ
とにする．

Definition 7.3.6. F の双対関数 F ∗を

F ∗ : SF → R, F ∗(l) = −min
p∈V

Fl(p) = −min
p∈V
{F (p)− l(p)}

として定義する．

LF : V ∋ p 7→ dFp ∈ SF と合成してみると，

F ∗ ◦ LF : V ∋ p 7→ dFp 7→ −min
q∈V

(F (q)− dFp · q) = dFp · p− F (p) ∈ R

となる．V と SF は微分同相写像だったので，F ∗は滑らかな写像である．別の書
き方をすれば，

F ∗ : SF → R, F ∗(l) = l · p− F (p) = l · L−1
F (l)− F (L−1

F (l))
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以上から，次のような双対性が成立する．

F ∗(l) + F (p) = l · p, LF (p) = dFp = l, L−1
F (l) = dF ∗

l = p

となる．また，
以下は LF (p) = lでない場合の一般化された命題である．

Proposition 7.3.5. F : V → Rを strictly convex関数でF ∗ : SF → Rをその双対
関数とする．∀p ∈ V , ∀l ∈ SF に対してYoungの不等式

F (p) + F ∗(l) ≥ l(p)

が成立する．

Proof.

F (p)− l(p)−min
q∈V

Fl(q) = F (p)− l(p)−min
q∈V

(F (q)− l(q)) ≥ 0

であるので．

以下で，ルジャンドル変換の双対性をシンプレクティック幾何の言葉で表現して
みよう．
さて α1を T ∗V ∼= V × V ∗を標準 1-form，α2を T ∗V ∗ ∼= V ∗ × V ∼= V × V ∗上

の標準 1-formとする．これらの微分形式を V × V ∗上の微分形式だとみたとき，
β : V × V ∗ ∋ (p, l)→ l(p) ∈ Rという関数に対して

α1 = dβ − α2

が成立する．

Proof. T ∗V 上のα1をα1 =
∑
lidpiとする（ここで liがT ∗

q V
∼= V ∗の座標である）．

このとき α2 =
∑
pidliとかける．β =

∑
piliであるので dβ =

∑
pidli + lidpiであ

るので．

F : V → Rを strictly convexとする．さらに F が quadratic growth at infinity

とする．よって SF = V ∗である．さらに ΛF を LF の V × V ∗内のグラフとする．
このときΛF は ω1 = −dα1, ω2 = −dα2両方に対してラグランジアン部分多様体で
ある．
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Proof. 上で述べたことから ω1 = −ω2である．そこで ΛF が ω1に対してラグラン
ジアン部分多様体となることを確かめる．グラフは

ΛF = (q, dFq) ∈ V × V ∗

である．前に述べたように，µを 1-formとして，T ∗Xの部分多様体 (x, µx)がラグ
ランジアンになるための必要十分条件は µが閉形式であった．よって上は明らか
に閉なのでラグランジアンである．

pr1 : V × V ∗ → V , pr2 : V × V ∗ → V ∗とし，pr1 : ΛF → V , pr2 : ΛF → V ∗を考
える．また i : ΛF → V × V ∗を埋め込みとする．このとき

i∗α1 = d((pr1)
∗F )

が成立する．よって

i∗α2 = d(i∗β − (pr1)
∗F )) = d((pr2)

∗F ∗)

を得る．

Proof. ϕ = (pr1)
−1 : V → ΛF ⊂ V ×V ∗は sectionなので微分同相である．そこです

べてV に引き戻して考えればよい．i : ΛF → V ×V ∗は iϕ : V → (q, dFq) ∈ V ×V ∗

とみなす．このとき

ϕ∗i∗α1 =
∑ ∂F

∂qi
(q)dqi = dF

となる．よって i∗α1 = dpr∗1F = pr∗1dF がいえる．次に i∗β − pr∗1F = pr∗2F
∗を証

明する．

(ϕ∗i∗β)(q) =
∑

qi
∂F

∂qi
(q), (ϕ∗pr∗1F )(q) = F (q), (ϕ∗pr∗2F

∗)(q) = −min
x∈V

(F (x)−
∑ ∂F

∂qi
(q)xi)

最後の項は前に述べたようにminx∈V (F (x) −
∑

∂F
∂qi

(q)xi) = F (q) −
∑

∂F
∂qi

(q)qiで
あるので i∗β − pr∗1F = pr∗2F

∗となり，

i∗α2 = dpr∗2F
∗

が成立する．また，この式はΛF が dF ∗を V ∗上の 1-fromとみてΛF = (l, dF ∗
l ) ∈

V ∗ × V ∗∗となることをあらわす．

上の証明で述べたように，F に関するルジャンドル変換LF : V → V ∗の逆写像
L−1
F は双対関数 F ∗に対するルジャンドル変換である．
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ΛF

V

V ∗

p

dFp

l

dF ∗
l

pr2

pr1

Theorem 7.3.6. L−1
F = LF ∗である．（ただし，F が SF = V ∗となるとき）．

7.3.4 変分問題への応用

Mを多様体としてF : TM → Rを関数（つまりラグランジアン）とする．A(γ) =∫
γ̃∗F を最小にする軌道が物理的軌道であった．
p ∈M として，

Fp = F |TpM : TpM → R

とする．これが任意の pに対して strictly convexであるとする．また，簡単のため
SFp = T ∗

pM と仮定する．このとき各接空間上でルジャンドル変換

LFp : TpM ∋ v → d(Fp)v ∈ T ∗
pM

を得る．さらにその双対 F ∗
p を得る．fiberwiseにルジャンドル変換を行って

L : TM → T ∗M, L|TpM := LFp : TpM → T ∗
pM

および

H : T ∗M → R, H|T ∗
pM(ξ) = F ∗

p (ξ) = ξ · L−1
Fp
(ξ)− Fp(L−1

Fp
(ξ))

を得る．このときLは微分同相であり，Hは滑らかな関数である．（局所自明化し
て行えばよい）．
そこで
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Theorem 7.3.7. γがオイラーラグランジュ方程式を満たすための必要十分条件
はL ◦ γ̃ : [a, b]→ T ∗M のハミルトンベクトル場の積分曲線になることである．こ
のようにして，ルジャンドル変換により，ラグランジュ系とハミルトン系は同値
である．

Proof. (U, x1, · · · , xn)をM の座標，(TU, x1, · · · , xn, v1, · · · , vn)を TM の対応す
る座標，(T ∗U, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn)を T ∗M の対応する座標とする．
TU上でF = F (x, v)として，T ∗U上でH = H(x, ξ)とする．またルジャンドル
変換は

L : TU ∋ (x, v) 7→ (x, ξ) = (x, LFx(v)) = (x,
∂F

∂v
(x, v)) ∈ T ∗U

である．（ξは (x, v)の関数である．逆に vは (x, ξ)の関数である．また，これの対
応で運動量座標 ξ = ∂F

∂v
(x, v)が定まる）．そして T ∗U 上の関数であるハミルトニ

アンは
H(x, ξ) = F ∗

x (ξ) = ξ · v − F (x, v), L(x, v) = (x, ξ)

である．
ハミルトンベクトル場に対する積分曲線 (x(t), ξ(t))は

dx

dt
=
∂H

∂ξ
(x, ξ),

dξ

dt
= −∂H

∂x
(x, ξ)

を満たす．一方オイラーラグランジュ方程式は

∂F

∂x
(x,

dx

dt
) =

d

dt

∂F

∂v
(x,

dx

dt
)

である．
さて，ルジャンドル変換 (x(t), ξ(t)) = L(x(t), dx

dt
(t))で移した場合には，ハミル

トン方程式の第一式は自動的に満たされる．実際

dx

dt
=
∂H

∂ξ
(x, ξ) = LF ∗

x
(ξ) = L−1

Fx
(ξ), ⇐⇒ ξ(t) = LFx(

dx

dt
) =

∂F

∂v
(x(t),

dx

dt
(t))

となる．次に (x, ξ) = L(x, v)のときに ∂F
∂x
(x, v) = −∂H

∂x
(x, ξ)となることを証明す

る．これには，H(x, ξ) = ξ · v − F (x, v) = H(x, ξ(x, v)) = ξ(x, v) · v − F (x, v)を
xについて微分する．ただし，ξ = LFx(v) = ξ(x, v)とする．

∂H

∂x
+
∂H

∂ξ

∂ξ

∂x
=
∂H

∂x
+ v · ∂ξ

∂x
=
∂ξ

∂x
· v − ∂F

∂x

となるので成立する．
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そこでハミルトン方程式の第二式が成立しているなら，

d

dt

∂F

∂v
(x(t), v(t)) =

dξ(t)

dt
by ξ = LFx(v)

= −∂H
∂x

(x, ξ) =
∂F

∂x
(x, v)

となるのでオイラーラグランジュ方程式をみたす．逆も同様．

EXAMPLE 7.3.2. ちょとわかりずらいので，古典力学でのルジャンドル変換を
書いてみる．ラグランジアンをL(x, v) : R2n → Rとする．このとき，ルジャンド
ル変換を

R2n ∋ (x, v) 7→ (x, p) = (x,
∂L

∂v
) ∈ R2n

と定義する．仮定としてこれが微分同相であるとする．定義からファイバーを保
つ写像であるが，ファイバーごとの写像は xに依存している．つまり v = v(x, p),

p = p(x, v)とかける．
ハミルトニアンを

H(x, p) = p · v − L(x, v) = p · v(x, p)− L(x, v(x, p))

と定義する（H + L = pvという双対性！）
このときラグランジュ系とハミルトン系が同値であることをみてみる．

dx(t)

dt
=
∂H

∂p
(x(t), p(t)),

dp(t)

dt
= −∂H

∂x
(x(t), p(t))

⇐⇒ d

dt

∂L

∂v
(x(t), x′(t)) =

∂L

∂x
(x(t), x′(t))

オイラーラグランジュ方程式が成立しているとすると，

∂H

∂pi
(x(t), p(t)) = vi +

∑
pk
∂vk
∂pi
−
∑ ∂L

∂vk

∂vk
∂pi

= vi +
∑

pk
∂vk
∂pi
−
∑

pk
∂vk
∂pi

= vi = x′i(t)

であるので，ハミルトン方程式の第一式は成立．次に，

∂H

∂xi
(x, p) = p · ∂v

∂xi
− ∂L

∂xi
− ∂L

∂v

∂v

∂xi
= − ∂L

∂xi
(x, v(x, p))

であるので，

dp(t)

dt
=

d

dt

∂L

∂v
(x(t), x′(t)) =

∂L

∂x
(x(t), x′(t)) = −∂H

∂x
(x(t), p(t))

となる．よって第二式も成立．
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完備シンプレクティックベクトル場があればシンプレクティック同相の１パラ
メータ変換群を得る．これはRのシンプレクティック多様体へのシンプレクティッ
ク作用とみなせる．ある場合には，シンプレクティックベクトル場は，あるハミル
トン関数に対するハミルトンベクトル場となることがあり，これをRのハミルト
ン作用という．より一般のリー群がシンプレクティック多様体にシンプレクティッ
ク作用している場合に，これはハミルトン作用（＋同変性）になるであろうか？こ
れに対する答えがモーメント写像である．これは古典的な回転群に対する角運動
量の一般化とも言える．この章では，リー群の多様体への作用および軌道の基本
事項（slice定理）を説明し，モーメント写像を定義する．

8.1 作用

8.1.1 滑らかな作用

M を多様体として．X を完備ベクトル場とする．ρtを対応する変換群とする．
ρt(p)は次をみたす

ρ0(p) = p
dρt(p)

dt
= X(ρt(p))

である．また ρtρs = ρt+s, ρ
−1
t = ρ−tをみたす（解の一意性から）．つまり

R 7→ Diff(M)

は群準同形である．
Gをリー群として，M への作用があるとする．つまり

ψ : G ∋ g 7→ ψg ∈ Diff(M)

が群準同形（ここで左作用を考えている．右作用の場合には歪準同形である）．こ
のとき evaluation 写像とは

evψ :M ×G ∋ (p, g) 7→ ψg(p) ∈M

である．この写像が滑らかなとき，作用が滑らかであるという．
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EXAMPLE 8.1.1. Xを完備ベクトル場として，

ρ : R ∋ t 7→ ρt = exp tX ∈ Diff(M)

を考えると，これは滑らかな作用である．
逆にRのMへの作用は，ある完備ベクトル場によって定義される．（それは単に

微分すればよいXp =
dψt(p)
dt
|t=0）．

8.1.2 シンプレクティックとハミルトン作用

Definition 8.1.1. (M,ω)をシンプレクティック多様体とする．ψ : G→ Diff(M)

がシンプレクティック作用とは．

ψ : G→ Symp(M,ω) ⊂ Diff(M)

となること．

EXAMPLE 8.1.2. 完備なシンプレクティックベクトル場の全体とRのMへのシ
ンプレクティック作用は一対一に対応する．

Proof. シンプレクティックベクトル場X があれば，シンプレクティック同相を引
き起こす R ∋ t 7→ ψt ∈ Symp(M,ω)．逆に RのM へのシンプレクティック作用
ψtがあるとする，このときこれを微分すればシンプレクティックベクトル場を得
る．

EXAMPLE 8.1.3. R2n上で ω =
∑
dxi ∧ dyiを考える．ベクトル場として

X = − ∂

∂y1

を考える．Xから生成される作用の軌道は y1軸に並行な直線である．
このベクトル場はH = x1としたときのハミルトンベクトル場であるので，よっ

てシンプレクティックベクトル場である．

EXAMPLE 8.1.4. S2上で ω = dθ ∧ dhを考える．X = ∂
∂θ
とすると，軌道は水

平方向の円である {(θ + t, h)|t ∈ R}．これは 2πで閉じている．そこで

ψ : S1 ∋ t 7→ h軸のまわりの角度 tの回転 ∈ Symp(S2, ω)

をえる．これがシンプレクティックであることはH = hとしたときのハミルトン
ベクトル場であることからわかる．
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Definition 8.1.2. S1 or Rの (M,ω)の作用ψがハミルトニアン作用とはψで生
成されるベクトル場がハミルトンベクトル場であること．言い換えると，ψを微
分したベクトル場Xに対して，H :M → Rがあって dH = ιXωとなる．

（ハミルトニアン作用とシンプレクティック作用の違いに注意せよ）
一般のGに対しては，ハミルトン関数を一般化した，モーメント写像をつかう
必要がある．

8.1.3 随伴表現と余随伴 (coadjoint)表現

Gをリー群とする．
Lg : G ∋ a 7→ ga ∈ G

で左作用が定まる．Xをベクトル場としてこれが左不変とは (Lg)∗X = Xとなる
もの．gを左不変ベクトル場全体とし，これはリー環になる．TeG = gであること
に注意．

G ∋ g 7→ ψg ∈ Diff(G)
をψg(a) = gag−1で定義すると，この原点での微分を考えるとAdg : g→ gという
写像を得る．Gの g上の随伴表現

Ad : G ∋ g 7→ Adg ∈ GL(g)

が定まる．具体的に行列群でかけば，

Adg(Y ) = gY g−1

である．さらにX ∈ gとして，g = exp tXとして，微分すると

d

dt
Adexp tX(Y )|t=0 = [X,Y ]

となる．
さて，gと g∗の間の自然なペアリングを考える．

⟨·, ·⟩ : g× g∗ ∋ (ξ,X) 7→ ⟨ξ,X⟩ = ξ(X) ∈ R

このとき ξ ∈ g∗に対して余随伴表現Ad∗gξを

⟨Ad∗gξ,X⟩ = ⟨ξ, Adg−1X⟩

により定義する（g−1にしてるのは左表現にするため．Ad∗gAd
∗
h = Ad∗gh）．以上で

余随伴表現
Ad∗ : G ∋ g 7→ Ad∗g ∈ GL(g∗)

が定義できた．
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8.1.4 例：エルミート行列へのU(n)の作用

Hを n× nのエルミート行列全体とする．この空間には U(n)をA · ξ = AξA−1

で作用させることができる．歪エルミート行列はエルミート行列を i倍すればよい
から，これは余随伴表現とも思える．（歪エルミート行列全体はU(n)のリー環．ま
た内積をいれて，リー環の双対空間と同一視）．
λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rnに対して，Hλを n× nエルミート行列で固有値が λであ

るもの全体とする．ただし，λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λnとする．

1. U(n)の作用の軌道はHλである

Proof. ξ ∈ Hλに対して，A · ξ ∈ Hλであることはすぐにわかる．またエル
ミート行列はユニタリ行列により対角化可能であった．よって軌道はHλで
ある．

2. 固定したλに対してHλの stabilizerを考える．一般のエルミート行列であるす
べての固有値が異なる場合（λi ̸= λjとなる場合）には，stabilizerはdiagonal

なユニタリ行列であるトーラス T nとなる．また，aI に対する stabilizerは
U(n)全体となる．このように固有値の重複度によって，stabilizerは変わ
ることになる．（Hλ = U(n)/Gλとかけるが，この stabilizerGλは λによって
変化する）

3. H上で対称２次形式 (X,Y ) 7→ tr(XY )を考えると，これは非退化である（キ
リング形式）．これは iHが歪対称行列であるので，ユニタリ群の接空間と
みなせる．

さて，ξ ∈ Hに対して u(n)上の交代形式を

ωξ(X,Y ) = itr ([X,Y ]ξ) X,Y ∈ iH

により定義する．このとき

ωξ(X,Y ) = itr (XY ξ − Y Xξ) = itr (X(Y ξ − ξY ))

である．ここでY ξ−ξY ∈ Hである．よって tr(XY )の非退化性からkerωξ =

Kξ = {Y ∈ u(n)|[Y, ξ] = 0}となる．

4. ξの stabilizerのリー環はKξである．よって，ωξはHλ上の非退化 2-formを
導き，さらにこれは閉である．特に，すべての軌道Hλはコンパクトシンプ
レクティック多様体である．
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Proof. AξA−1 = ξを微分すれば Y ξ − ξY = 0となるので，stablizerのリー
環はKξである．

さて，まずHλの原点λの接空間上で 2-fromを定義する．TλHλの元としては
X,Y ∈ u(n)の基本ベクトル場をとることができる．つまり exp tXλ exp−tX
は λを通るHλ内の曲線であり，これを微分すれば，

X∗
λ = Xλ− λX

が λにおける接ベクトルであり，逆に任意の接ベクトルはこの形である．Kλ

に入るXの基本ベクトル場はもちろんゼロ．つまり

u(n)/Kλ
∼= TλHλ, X 7→ [X,λ]

である．そこで，
ωλ(X,Y ) = itr ([X,Y ]λ)

と定義すればwell-definedである．また，非退化であることがわかる．実際
ωλ(X,Y ) = 0（∀Y ∈ u(n)）とすると，Xλ− λX = 0となるので，Hλの接
ベクトルとしてはゼロである．次に ξ ∈ Hλ上へこの ωを拡張する．これは
ξ = gλg−1 ∈ Hλとして，ξにおける接ベクトルは，exp tXgλg−1 exp−tXを
微分した

X∗
ξ = Xgλg−1 − gλg−1X = Xξ − ξX

である．また

g∗X
∗
λ = g(Xλ− λX)g−1 = gXg−1ξ − ξgXg−1

であるのでX∗
ξ = g∗(g

−1Xg)∗λが成立．そこで

ωξ(g∗X
∗
λ, g∗Y

∗
λ ) := ωλ(X

∗
λ, Y

∗
λ ) = itr ([X,Y ]λ)

となる（つまり ωλを gの作用で ξへ移したものである）．特に，

ωξ(X
∗
ξ , Y

∗
ξ ) = itr ([g−1Xg, g−1Y g]λ) = itr ([X,Y ]gλg−1) = itr ([X,Y ]ξ)

を得る．（これは ωがGの作用で不変であることを述べている．言い換える
と，Gの作用はシンプレクティック作用である）．

閉形式であることを確かめる．ベクトル場としてX,Y, Z ∈ u(n)からみちび
かれるX∗, Y ∗, Z∗を考える．このとき

X∗ωλ(Y
∗, Z∗) = X∗itr ([Y, Z]λ) =

d

dt
itr ([Y, Z] exp tXλ exp−tX)

= itr ([Y, Z][X,λ]) = −itr ([X, [Y, Z]]λ)



156 第 8章 モーメント写像

となることに注意すれば，

(dω(X,Y, Z))λ =ωλ([X,Y ], Z)− ωλ([X,Z], Y ) + ωλ([Y, Z], X)

+Xωλ(Y, Z)− Y ωλ(X,Z) + Zωλ(X,Y )

=2itr ([[X,Y ], Z]λ)− 2itr ([[X,Z], Y ]λ) + 2itr ([[Y, Z], X]λ) = 0

となる（あとは U(n)の作用でうつして各点で dω = 0を得る）．

5. Hλがどのようになるかを考える．まず，λ = (λ1, · · · , λ1)と固有値がすべて
一致する場合には，Hλ = {pt}である．次に，λ1 ̸= λ2 = . . . = λnの場合
を考える．λ1に対する固有空間は直線であり λ2に対する固有空間はそれに
エルミート直交する超平面である．このときHλ = CPn−1となる．また固有
値がすべて異なる場合には satbilzierはTnであった，よって full flagである
U(n)/Tnを得る．

Proof. stabilizerを調べると，つまりAλ = λAである．これは u(1)⊕u(n)と
なる．または群の作用での stablilizerを調べると U(1)× U(n)になる．よっ
てHλ = CPn−1となる．他も同様．

実際に isotopy群を計算してみる．二つの異なる固有値 λ, µを持つする．(
λA µB

λC µD

)
=

(
A B

C D

)(
λI 0

0 µI

)
=

(
λI 0

0 µI

)(
A B

C D

)
=

(
λA λB

µC µD

)

となるが λ ̸= µなら，B = C = 0となり，A ∈ U(m), D ∈ U(n−m)である．
よって，等質空間として U(n)/U(m)× U(n−m)を得る．

このように重複度を変えずに固有値の値を変化させれば，CPn−1上にシンプ
レクティック形式をたくさんつくれる．一般のHλは一般化旗多様体となる．

8.2 Orbitに関する基本事項
Gが M の作用しているときの orbit spaceについての基礎事項．ここの話は

[Audin]に基づいている．
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8.2.1 作用と軌道

Definition 8.2.1. Gの p ∈ M を通る軌道 (orbit)とは {ψg(p)|g ∈ G}のこと．
stabilizer (or isotropy）とはGp := {g ∈ G|ψg(p) = p}のことである．

Definition 8.2.2. Gの作用が

• 推移的とは，軌道が一つのみ．つまり，Mの任意の２点は，Gの作用で移れ
る．∀p, q ∈M，∃g ∈ G such that ψg(p) = q．

• 自由とは，すべての strabilizerが {e}のこと（軌道はすべてGになる）．

• 局所自由とはすべての stabilizerが離散群となること．

• 効果的に作用してるとは，
∩p∈MGp = {e}

となること．つまり，g ̸= eなら g /∈ ∩p∈MGpであり，∃p ∈ M such that

gp ̸= pとなる．つまり，単位元でない任意の g ∈ GはM の点を少なくとも
一点は動かす．

1. qが pの軌道に入れば，Gp, Gqは共役な部分群である．そこで，Gpの共役類
を (Gp)と書く．このとき軌道G · pを type(Gp)の軌道という．これで軌道
の種類を分類する．

2. 写像
G/Gp ∋ g → gp ∈M

を軌道写像とよぶ．これは単射，はめ込みである．しかし，一般には埋め込
みにならない

EXAMPLE 8.2.1. Rの T2への作用

t · (x, y) = (x+ t, y + αt)

の軌道はαが無理数なら埋め込み（像への同相．像には誘導位相を入れてる）
ではない．

EXAMPLE 8.2.2. Gがコンパクトなら，軌道は部分多様体（properかつ
単射かつはめ込み）になる．

はめ込みになることなどについて，あとで詳しく述べる．
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3. ∩GpはGの閉正規部分群であり，商群G/ ∩ Gpの作用を考えると，効果的
作用になる．また，概効果的作用とは ∩Gpが離散部分群となること

EXAMPLE 8.2.3. S1の S3への作用

t · (z1, z2) = (tm1z1, t
m2z2), (m1,m2) ∈ Z2

を考えるときm1,m2が互いに素なら効果的．

Proof. (z1, z2)の satbilizerは (tm1z1, t
m2z2) = (z1, z2)となるものである．(1, 0)

の場合には，tm1 = 1となるもの，(0, 1)の場合には tm2 = 1となるものであ
る．そのほかの点では tm1 = 1 = tm2 となるものである．つまり Zm1 ∩ Zm2

であるので，互いに素なら Zm1 ∩ Zm2 = {1}となる．

EXAMPLE 8.2.4. Gが単純（非自明かつ連結な正規部分群がない）なら，
その作用は概効果的作用（自明作用を除く）．

4. p, qが同じ軌道にはいるとき p ∼ qとして同値関係を入れれば

π :M ∋ p 7→ orbit throgh p ∈M/G

としてM/ ∼=M/Gという軌道空間が定まる．

このM/Gのにはπが連続となるもので最も弱い位相を入れる（商位相）．つ
まりU ⊂M/Gが開とは π−1(U)がM内で開と定義する．しかし，多様体と
なるとは限らない．

EXAMPLE 8.2.5. G = RがM = Rに t 7→ ψt = multiplication by etで作
用しているとする．このときの軌道はR+,R−, {0}であるが，{0}に対応する
軌道空間は開集合でない．よって軌道空間（３点）はハウスドルフではない．

EXAMPLE 8.2.6. G = C \ {0}をM = Cnに掛け算で作用させる．この
とき

M/G = CPn−1 ∪ {0}
である．商位相でCPn−1には通常の位相が入る．M/Gの商位相で{0} ∈M/G

を含む開集合はM/G全体となり，これもハウスドルフではない．

しかし，Cnから {0}を取り去れば軌道空間はCPn−1であり，ハウスドルフ
空間，さらにコンパクトになる．

CPn−1 = (Cn \ {0})/(C \ {0}) = S2n−1/S1

EXAMPLE 8.2.7. Gがコンパクトなら，M/Gはハウスドルフ空間で，M →
M/Gは閉写像かつ proper写像である．（局所座標がとれるわけではないの
で，多様体になるかはわからない）これは次の subsectionでの定理の証明を
参照．
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8.2.2 slice 定理その１

さて，われわれは次の定理を後で使う．

Theorem 8.2.1. Gをコンパクト群でMに自由に作用しているとする．このとき
M/Gは多様体であり，π :M →M/Gは主G束になる．

この定理を今から証明する．まず次の命題を証明する

Proposition 8.2.2. Gをコンパクトとする．p ∈Mへの作用が自由とする．この
とき pを通るG軌道はGと微分同相であり，M内のコンパクト部分多様体である
（この本の部分多様体の定義は閉埋め込みのこと）．

Proof. まず作用は滑らかであった．つまり ev : G×M ∋ (g, p) 7→ g · p ∈ M が滑
らか．写像 evp : G ∋ g → g · p ∈M が求める埋め込みを与える．evpの像が pを通
るG軌道であることはよい．さらに作用が自由であるので単射がわかる．さらに
Aをコンパクト集合とするとM 内で閉集合である（ハウスドルフ空間内のコンパ
クト集合は閉集合）．よってその逆像 ev−1

p (A)は閉集合であり，コンパクトなG内
でコンパクト集合である，よって写像は properである（一般に，コンパクト空間
からハウスドルフ空間への連続写像は properである）．あとは evpがはめ込みで
ることを確かめる．X ∈ gとすると，作用が自由であることから，

d(evp)e(X) = 0 ⇐⇒ X∗
p = 0 ⇐⇒ X = 0

となる．とりあえず e ∈ Gでははめ込みであることがわかった．他の点 g ∈ Gで調
べよう．まず，evgp : G ∋ g′ 7→ g′gp ∈Mを考えると evp ◦Rg(g

′) = g′gp = evgp(g
′)

であるので，evp ◦Rg = evg·pが成立する．上で示したことから evp ◦Rg = evg·pは
eで単射である．そこで，X ∈ TgGとして，

d(evp)g(X) = 0 ⇐⇒ d(evp ◦Rg)e ◦ (dRg−1)g(X) = 0

となるが．(dRg−1)gは同型であるので d(evp)gは単射となる．

Remark 8.2.1. 同様にして，Gの作用が自由でなくても．G軌道はMのコンパク
ト部分多様体になる．そしてその軌道はG/Gpと微分同相．

さて，p での軌道 Op に横断的な切断 S を slice とよぶ．p の周りの局所座標
x1, · · · , xnで

Op ∼= G : x1 = · · · = xk = 0, S : xk+1 = · · · = xn = 0

となる座標をとる．Sϵ ∩Bϵ(0,Rn)として，

η : G× Sϵ ∋ (g, s) 7→ g · s ∈M

に対して次の equivariant 管状近傍定理を適用する．
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Theorem 8.2.3 (slice theorem（equivariant 管状近傍定理）). Gをコンパクト
リー群で p ∈M において自由に作用するとする．このとき ϵを十分小さくとれば，
η : G× Sϵ → M は pを通るG軌道のG不変近傍 U に微分同相にうつすことがで
きる．

S

Bϵ

G× Sϵ

M

outline. 1. dηe,pは全単射である．これはそのように Sをとったので．

2. GのG×Sへの作用を，Gへは左作用で，Sへは自明に作用させる．このとき
η : G×S →MはG-equivariant．実際η(hg, s) = (hg)·s = h·(g ·s) = hη(g, s)

である．

3. dηはG× {p}上のすべての点で全単射である．実際 (e, p)では全単射であっ
た．さらにG-equivariant及び作用が freeであることからG× {p}上のすべ
ての点で全単射である．

4. G× {p}はコンパクト，G× S →M はG× {p}上では単射さらに，G× {p}
上で dηは全単射である．よって逆関数定理からG× S内のG× {p}の近傍
U0があって，U0は微分同相に pを通るG軌道の近傍 U へとうつされる．

5. ϵを十分小さくとれば，G×{p}の近傍G×Sϵを上のU0とすることができる．

Step 4,5を詳しく言うと，G× {p}の各点で逆関数定理を使う．そのとき各
点の近傍で微分同相なものが取れるが，G× {p}の各点は単射で移されるの
で，共通部分を小さくとれば，コンパクトよりG×{p}の近傍U0を微分同相
にうつすことができる．このU0にG×Sϵが入るように ϵを調節すればよい．
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さて slice定理から次が成立する．

Corollary 8.2.4. Gの作用が pで自由なら，上の定理でとったU でも作用は自由
である．

（これはG× Sϵと U がG-equivariantなので）．

Corollary 8.2.5. Gがコンパクトなら Gが自由に作用する点の集合は開集合で
ある．

（これは上の系からすぐわかる）．

Corollary 8.2.6. G × Sϵ ∼= U はG不変である．よって商空間 U/G ∼= Sϵは滑ら
かな多様体．

（これも明らかである）．
以上の結果を使って，コンパクト群GがMに自由に作用している場合にはM/G

が多様体であり，さらに π : M → M/Gが滑らかな fiber mapになることを証明
する．

Proof. p ∈M として q = π(p) ∈M/Gとする．slice定理から pのG不変な近傍U

でU ∼= G× Sとなるものが存在する．π(U) = U/G =: V は qのM/G内の開近傍
である．slice定理から S = V である．これら V をM/Gの局所座標としてとるこ
とができる．そこで変換関数が滑らかであることを証明する．U1, U2, S1, S2をと
り，S12 = S1 ∩U2, S21 = S2 ∩U1とすれば，これらはどちらもU1 ∩U2に対するス
ライスである．そこで

S12

∼=−→ id× S12 → G× S12

∼=−→ U1 ∩ U2

∼=←− G× S12 ← id× S21

∼=←− S21

を考えて，合成写像

S12 → U1 ∩ U2

∼=−→ G× S21
pr−→ S21

は滑らかである．次に fiber mapとなることをみる．p ∈M , q = π(p)に対して，p
を通るG軌道のG不変な近傍Uで，η : G×S

∼=−→ Uとなるものをとる．V = U/G

が qのM/G内の近傍である．そこで

M ⊃ U
η−−−→ G× S = G× V

π

y yπ
M/G ⊃ V

=−−−→ V

を考えると，右辺の射影は滑らかであるので πは滑らか．よって主G束である．（G
の作用は左からにしている）．以上で定理が証明できた．
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8.2.3 slice定理その２

さて，より一般には次が成立する．

Theorem 8.2.7 (slice定理その２). GをコンパクトとしてM に作用していると
する（自由とは限らない）．このとき軌道は部分多様体であった．x ∈M として，
Vx := TxM/Tx(G · x)とする．このとき g ∈ Gxとすれば，

dgx : TxM → TgxM = TxM

を与えるが，これは Tx(G · x)上で恒等写像である．よって

Gx → GL(Vx)

という表現を得る．このとき「G×Gx Vx → G/Gxというベクトル束におけるゼロ
切断∼= G/Gxの近傍」と「M における軌道G · xの近傍」は equivariant微分同
相（G多様体として微分同相）となる．
言い換えると軌道写像 fx : G/Gx → G ·x ⊂Mに対して拡張写像 f̃xが存在する．

G/Gx −−−−−−→
zerosection

zero sectionの近傍 ⊂ G×Gx Vx

fx

y∼=
yf̃x

G · x −−−→
i

M

Proof. 一般に管状近傍定理からコンパクト部分多様体 Y ⊂ M があれば，「Y の
normal bundleにおけるゼロ切断の近傍」と「M における Y の近傍」を同一視で
きる．これはリーマン計量を入れて NY ∋ (x, v) 7→ expx(v) ∈ M を考えればよ
かった．
M にいれたリーマン計量がG不変とする（Gコンパクトなので可能）．まず Vx

と Tx(G · x)の直交補空間は同一視できる．このとき，

G×Gx Vx ∋ [g, vx] 7→ (g · x, dgx(vx)) ∈ N(G · x)

という写像を考える（左辺は [g, vx] = [gh−1, dhxvx]（h ∈ Gx）という同値関係で
ある）．

G×Gx Vx −−−→ N(G · x)

π

y yπ
G/Gx −−−→

g→g·x
G · x
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という束同型を得る．G不変な計量に対して，wx ∈ Tx(G ·x)とすると，dgx(wx) ∈
Tgx(G · x)であるので g(dgx(vx), dgx(wx)) = g(vx, wx) = 0となることから dgx(vx)

は normal方向に入る．そこで

G×Gx Vx ∋ [g, vx] 7→ expg·x(dgx(vx)) ∈M

が求めるものである．これがG不変であることを見てみる．左辺への作用はg′[g, vx] =

[g′g, vx]である．これを移せば expg′gx(d(g
′g)x(vx))となる．これは g′gxを出発して，

速度がdg′dg(vx)の測地線の時間 1での値である．計量がG不変であることから，G
の作用で測地線は測地線に移る．よって expg′gx(d(g

′g)x(vx)) = g′(expg·x(dgx(vx)))

が成立する．

Remark 8.2.2. Gの作用が xで自由のときは Gx = idであり G ×Gx Vx = G ×
TxM/Tx(G · x)となる．これが前に述べた場合である．ここで注意すべきは，こ
の場合には，自明化構造が入ることである．よって，normal束を作ったときも，
normal束は自明束となる．一般に，Y ⊂ M を考えたとき normal 束は自明束に
はなるとは限らない．例えば，RP 2内で非自明な loopに対して normal束はメビ
ウスの帯になる．

この slice定理は強力な定理であり，軌道の近傍のGの作用の情報がG同伴ベク
トル束のGの作用として書けるので分かりやすくなる．次の subsectionの応用で
みるように色々なことが理解できる．
例をいくつか挙げて理解してみよう．

EXAMPLE 8.2.8. S2に z軸を軸とした回転を考える．つまり S1の作用である．
N を北極点とすると，この軌道は N 自身であり，H = GN = S1である．また，
VN = TNS

2 = R2であり，この空間へはS1は回転で作用することがわかる．よって，

G×H V ∼= S1 ×S1 R2 ∋ [z, v] 7→ (1, zv) ∋ {N} × R2

とすればwell-definedであり，自明化を与える．さらに，このベクトル束へのG = S1

の作用（GN の作用ではない）を考えてみると，

z[1, v] = [z, v] = [1, zv]

であるので，V には回転で作用していることがわかる．
一方，北極や南極以外の点 x ∈ S2における軌道は S1であり，H = Gx = {e}で
ある．V = TxS

2/Tx(G · x) = Rであり，

G×H V ∼= S1 ×e ×R = S1 × R
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となる．G = S1の作用は．
z(z′, v) = (zz′, v)

であり，fiber方向は動かさない．

EXAMPLE 8.2.9. 中身が詰まったトーラス（solid torus）D × S1 ⊂ C× C（D
は２次元円盤）を考えて，．G = U(1)× U(1) = S1 × S1の作用

(p, q)(z, x) = (pz, qx), (p, q) ∈ G = S1 × S1, (z, x) ∈ D × S1

を考える．このとき，点 (z, y) ̸= (0, y)における軌道はU(1)× U(1)というトーラ
スである．一方，(0, 1)における軌道は {(0, x) ∈ D × S1|x ∈ S1} ∼= S1であり，
isotorpy群は，H = U(1)× {1} ∼= U(1)である．この軌道の近傍は，

(U(1)× U(1))U(1)×{1}V ∋ [(p, q), v] = [(1, q), pv] 7→ (q, pv) ∈ S1 × R2

により，S1 × R2である．ここで V = R2であり，H = U(1)が回転で作用してい
ることに注意．そこで，Gの作用を考えてみよう．

(p′, q′)[(1, q), v] = [(p′, q′)(1, q), v] = [(1, q′q), p′v]

となるので，

G× (S1 × R2) ∋ ((p′, q′), (q, v)) 7→ (q′q, p′v) ∈ S1 × R2

である．つまり，G = S1 × S1の作用は，zero section以外の点では，base space

の方向も，ファイバーも同時に動かす（これは，S1 × S1のD × S1への作用その
ものである）．また，零切断以外のG ×H V の点におけるG軌道はG = S1 × S1

である．

上の例を見て分かるように，G× V へのGの作用は g′(g, v) = (g′g, v)と V には
作用させるわけではないが，G×H V へのGの作用を考えると，base空間である
G/Hの点も動かすし，ファイバー方向にも作用している．例えば，上の例のよう
に，G×H V が位相的に自明束G/H × V だとしても，Gの作用込みで考えると自
明でないのである．
また，点 xでの軌道G · x ⊂ M を考える．この近傍はG×H V → G/HとG同

変微分同相であるが，GのG×Gx V → G/Gxへの作用を考えてみる．p = [g, v] ∈
G×Gx V の軌道は

G · [g, v]

となる．これはG×Gx V → G/Gx部分多様体である．例えば，[g, 0]における軌道
は，ゼロ切断でありG · xのことである．さて，base-space G/GxにGは推移的に
作用しているので，

π : G · [g, v] ∋ g′[g, v] = [g′g, v] 7→ g′gH ∈ G/H
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は全射で，微分も全射であることがわかる．よって，type (Gx)の軌道G · xの近
傍における他の軌道の次元はG · xと同じまたはそれ以上である．

8.2.4 応用その1

上の定理の応用をいくつか述べる．詳しくは [Audin]．Gはコンパクトとして
おく．

Proposition 8.2.8. 与えられた typeのすべての軌道の和集合はM の部分多様体
である．特に，固定点（type (G)）の和集合は部分多様体である．

Proof. (H)をHの共役類とする．

M(H) := {x ∈M |Gx ∈ (H)}

がわれわれが考えてるもので type (H)の和集合である．x ∈M(H)の軌道の近傍で
M(H)が部分多様体であることを確かめればよい．slice定理からGx = H，Vx = V

として，G×H V 内の type (H)の軌道を調べればよいことになる．
[g, v] ∈ G×H V とする．このとき

g′ ∈ G[g,v] ⇐⇒ g′[g, v] = [g′g, v] = [g, v] ⇐⇒ ∃h ∈ H such that g′g = gh−1, v = h·v

である．よってG[g,v] = gHvg
−1となり，これは部分群Hv ⊂ H ⊂ Gと共役である．

これがHと共役であるための条件をかんがえる．その条件は，G[g,v] = gHvg
−1 =

g′Hg′−1であるがHv = g−1g′Hg′−1gとなるので，Hv ⊂ Hであったので，Hv = H

となる．つまり [g, v]の軌道が type (H)であるための必要十分条件はHv = H，つ
まり vがHの固定点であることである．
そこでHの V への作用の固定点集合を F とする．この F は V の部分空間であ

る（実際，h(αv + βw) = αv + βw）．そこで，

(G×H V ) ∩M(H) = {[g, v] ∈ G×H V |G[g,v] ∈ (H)} = G×H F

となり，これは部分ベクトル束であるので，部分多様体である．

Proposition 8.2.9. M がコンパクトなら，軌道の typeは有限個しかない．

Proof. M がコンパクトなので，各軌道の近傍に軌道の種類が有限個しかなことを
示せばよい．M の次元に関する帰納法を行う．dimM = 0ならコンパクトから有
限個の点のみである（この場合はタイプは (G)）．軌道の近傍を考えればよいので，
N = G×H V 内の軌道の種類が有限個であることを証明すればよい．V 上にHが
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作用しているので，V 上のH不変計量を考えれば，G×H V に計量が入る．これ
はG不変計量でもある．確かめてみよう，まずG×H V の計量は

([g, v], [g, v′]) = (v, v′)H

として定義される．

([g, v], [g, v′]) = (v, v′)H = (hv, hv′)H = ([gh−1, hv], [gh−1, hv′])

となるので，計量はwell-definedである．また，Gの作用を考ええると，

(g′[g, v], g′[g, v′]) = ([g′g, v], [g′g, v′]) = (v, v′)

となるのでGの作用で不変である．そこで，SN = G×H S(V )を spher bundleと
すれば．Gが作用していて，次元は n− 1でコンパクトであるので，仮定から軌道
の種類は有限個である．
SN とN の軌道の種類を比べてみる．[g, v] ∈ SN (|v| = 1）の軌道を考えると，

この軌道はN 内の [g, λv]（λ ̸= 0）に対する軌道と同じ typeである（V へのHの
作用が線形のため）．つまり，前命題の記号を使えば (Hv) = (Hλv)となる．よっ
て，N内の軌道の種類は，SN内の有限個の種類の軌道とG/Hという軌道である．
よって証明できた．

Remark 8.2.3. SN の軌道とN の軌道の種類は一致するというわけではない．例
えば，メビウスの帯に S1が作用している場合を考える．メビウスの帯を

[−1, 1]× [0, 2π]/ ∼

として考えてみる．[−1, 1]×{0}と [−1, 1]×{2π}を向きを反対にしてくっつけて
いる．このとき，S1の作用を t[p, q] = [(p, q+2t)]（0 ≤ t ≤ 2π）とすればよい．こ
のとき，[(p, 0)]（p ̸= 0）に対しては isotropy群は自明であるが，[(0, 0)]に対する
isotropy群は Z2である．
この例のように，SN内の軌道とN内軌道の種類は異なることがある．また，異

なるとしたらゼロ切断に対応するところ．

M,Gがコンパクトなら，軌道の typeは有限個しかないことがわかったが，実
は，主軌道（principal orbit）というM(H)がM 内で稠密開集合となるものが存在
する．つまり，ある (H)が存在して，ほとんどの点で type (H)である．

Proposition 8.2.10. M/Gが連結と仮定する．このとき，ある軌道 type (H)が
あって，M(H)がM 内で稠密となるものが存在する．さらにM(H)/Gは連結多様
体になる．またこのような軌道を principal orbit（主軌道）という．
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Proof. 簡単のためGは連結と仮定しておく．n = dimMに対する帰納法で証明す
る．n = 0のとき，仮定からM/Gは連結であるので，一点集合である．これは一
つの軌道しかないので明らか．帰納法の仮定として dimM ≤ n− 1の場合に成立
するとして，ある軌道の近傍N = G×H′ V を考える．
SNに対して，帰納法を使いたいので，命題の仮定M/G = SN/Gが連結という
ことを確かめる必要がある．そのためには SN が連結であることを確かめる．底
空間G/H ′は連結なので，SV の次元が 1以上なら明らかである．そこで SV の次
元が 0の場合にはG/H ′の二重被覆になる．非自明な二重被覆なら SN は連結で
ある．自明な場合には dimV = 1であり，H ′が V へ自明に作用する場合である．
この場合にはN = SN × [−1, 1]であり，SN の軌道の種類はN の軌道の種類に１
対１対応する．よって，SN で証明されればN でも成立する．
そこで，SN/Gが連結であると仮定してよい．このとき仮定から SN 内で，軌
道 type (H)で SN(H)が SN 内で開かつ稠密となるものが存在する．そこでN を
考えた場合には，先ほどの命題の証明と同様にして，SN 内の軌道 type (H)と同
じ typeをとればN(H)が開かつ稠密となる．
以上から equivariant 管状近傍に対して命題が証明できた．あとはM に対して

equivariant 管状近傍の局所有限被覆をとって，軌道空間M/Gが連結であること
を使えば，命題がいえる．

Remark 8.2.4. 軌道が principalなら，それ上の点における x ∈M において，Gx

の Vxへの表現は自明表現である（逆も正しい）．また主軌道はすべての軌道の中
で最大次元をもつ軌道である．なぜなら，すべての軌道の近傍には，その軌道の次
元以上の軌道しかないのであった．また，主軌道は稠密であるので，主軌道は最大
次元をもつことになる．主軌道ではないが，同じ次元をもつ軌道を exceptional

軌道という．また次元が主軌道より小さい軌道を singular 軌道という．

EXAMPLE 8.2.10. 先ほどのメビウスの帯の例は S1の exceptional軌道の例で
ある．

EXAMPLE 8.2.11. Gがコンパクト可換群とする．(H) = {H}を主軌道の type

とする（可換なので共役なものはそれ自身のみ）．主軌道の定義から，M(H) = {x ∈
M |Gx = H}は稠密開集合である．よって isotoropy群HはM内の稠密開集合上の
すべての点を固定する．作用が滑らかなのでHはM 内のすべての点を固定する．
そこで作用が効果的であるとすれば，h ∈ Hはすべての点を固定するので，h = e

となる．以上から，可換群の作用が効果的なら，主軌道は (e)である．そして，ほ
とんどの点での軌道はGに同型である．

Definition 8.2.3. すべての軌道がprincipalのとき作用がprincipalであるという．
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Remark 8.2.5. 軌道がprincipalなら，GxのVxへの表現は自明表現であった．よっ
て作用が principalなら，M/Gは多様体になる．（局所座標が Vxとして取れる）．
例えば，作用が自由なら principalである．

8.2.5 応用その２（同変Darubouxの定理）

シンプレクティック多様体へのシンプレクティックG作用への応用を見てみる．
以下で述べる定理は，G作用があるシンプレクティック多様体を調べる際に，とて
も強力な定理である．

Theorem 8.2.11 (同変Daruboux-Moser-Weinsteinの定理). M を多様体と
してX を部分多様体とする．また，ω0, ω1をM 上のシンプレクティック形式で，
ω0|X = ω1|X とする．さらに，コンパクト群 GがM へ作用して，g∗ω0 = ω0,

g∗ω1 = ω1，g(X) = X（∀g ∈ G）であるとする．このときXのG同変近傍U0, U1

及びシンプレクティック同相 ϕ : (U0, ω0)→ (U1, ω1)で，ϕ(p) = p（∀p ∈ X）かつ，
Gの作用と可換なものが存在する．

Proof. G同変管状近傍定理から，Moserのトリックで用いたホモトピー作用素Q

やイソトピー ρtをG同変であるとしてよい．また，ω0− ω1 = dµにおける µもG

で平均化すればG不変となる．あとは，同変でない場合と同様にすればよい．

Corollary 8.2.12 (同変Darubouxの定理). Gをコンパクト群として，M へ作
用しているとする．また x ∈Mを固定点とする．ω0, ω1をG不変シンプレクティッ
ク形式とする．このとき xのG同変近傍UとG同変写像 ϕ : U → Uで，ϕ(x) = x

かつ ϕ∗ω1 = ω0となるものが存在する．
特に，(M,ω)にGが作用して，x ∈ M が固定点とすると，G不変近傍 U と座

標 (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)がとれて，

ω|U =
∑

dxk ∧ dyk

となり，GのU への作用はR2nへのGのある線形作用となる．ここで，R2nへの
作用とは，TpM へのGの作用と同値である（固定点なのでGの作用が定まる）．

また，Lagrangian近傍定理，isotropic埋め込み，coistropic埋め込みなどのG同
変版も成立する．
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8.3 ハミルトン作用

8.3.1 モーメント写像と余モーメント写像

(M,ω)をシンプレクティック多様体．Gをリー群とし，(M,ω)に滑らかなシン
プレクティック作用があるとする．
まずG = Rの場合を考える．このときRのシンプレクティック作用と完備シン
プレクティックベクトル場の間に一対一対応があった．ψ : R → Symp(M,ω)を
その作用とする．ψがハミルトニアンとは H : M → Rという関数が存在して，
dH = ιXωとなることであった（ここで ψ = exp tX）．
次にG = S1の場合．S1の作用はRの作用で周期が2πのものである（ψ2π = ψ0）．

S1の作用がハミルトニアンとは，Rの作用と見たときにハミルトニアンであるこ
とと定義する．
一般の場合を考えよう．Gをリー群とし，(M,ω)に滑らかなシンプレクティック
作用があるとする．基本ベクトル場X∗はシンプレクティックベクトル場であるの
で，ιXωが closedであることと同値．また，ιXωが exactのときハミルトニアンベ
クトル場と呼び，ハミルトン関数 f でXf = X∗が存在するのであった．ここで，
Xf を与えるハミルトニアン関数は局所定数関数の差を除いてただ一つである．そ
こで，局所的には各基本ベクトル場に対してハミルトニアンが存在するが，Gの作
用がハミルトニアンというときは，大域的に各基本ベクトル場に対してハミルトニ
アンが存在することを要請する（それほど強い条件ではない．例えば，H2(g) = 0，
H1(g) = 0ならば自動的に従う．例えばGが半単純なら問題ない．または，M の
条件としてH1(M) = 0ならよい）．そこで，各リー環の元X ∈ gに対して，ハミ
ルトニアン関数 µ∗(X)が定まり，

µ∗ : g→ C∞(M)

という線形写像が定まる．また，X,Y ∈ gに対して，[X,Y ] ∈ gに対応する基本
ベクトル場は [X,Y ]∗ = −[X∗, Y ∗]となる．一方，X∗, Y ∗に対するハミルトン関数
µ∗(X), µ∗(Y )に対する，ポアソン括弧を考えると，

−[X∗, Y ∗] = X{µ∗(X),µ∗(Y )} = Xω(X∗,Y ∗)

という関係式が成立した．よって，

X{µ∗(X),µ∗(Y )} = [X,Y ]∗

を得る．µ∗([X,Y ])と {µ∗(X), µ∗(Y )}には局所定数関数の差しかないことに注意す
る（定数はX,Y に依存しているが）．そこで，さらなる仮定として．µ([X,Y ]) =
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{µ(X), µ(Y )}（∀X,Y ∈ g）を要請する．このように，リー環準同型 µ∗ : g →
C∞(M)が存在するということがGの作用がハミルトン作用ということである．
以下でちゃんと定義していこう．

Definition 8.3.1. 作用 ψ : G→ Symp(M,ω)がハミルトニアン作用とは，

µ :M → g∗

という関数で次を満たすものが存在．

1. X ∈ gとして，

µX :M ∋ p→ µX(p) = ⟨µ(p), X⟩ ∈ R Xに沿った µの成分

とする．またX ∈ gとして，X∗をM上に導かれたベクトル場とする．この
とき

dµX = ιX∗ω

つまり µX がX∗に対するハミルトン関数となる．

2. µはGの作用 ψおよび余随伴表現Ad∗ on g∗に対して equivariantである．

µ ◦ ψg = Ad∗
g ◦ µ :M → g∗ ∀g ∈ G

（別の書き方では，µY (ψg(p)) = µAdg−1Y (p)（∀Y ∈ g,∀p ∈M）である．

このとき (M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空間とよび µをモーメント写像とよぶ．

２番目の同変性なしでも，モーメント写像というときもある．シンプレクティッ
ク作用がいつハミルトン作用になるかは section 10.2で議論する．

EXAMPLE 8.3.1 (G = S1,Rの場合). G = S1,Rの場合を考える．Gのシンプ
レクティック作用は完備シンプレクティックベクトル場X と対応していた．この
場合には，Rの作用に対して，X = 1 ∈ Rに対する基本ベクトル場X∗を得る．
さて，モーメント写像 µ : M → Rを考える．ここで g = R, g∗ = Rである．g

の生成元として，X = 1 ∈ Rをとると，µX(p) = ⟨µ(p), 1⟩ = µ(p)となる．そこで
最初の条件は

dµ = ιX∗ω

である．つまり µがハミルトニアンであり，シンプレクティックベクトル場X∗が
ハミルトンベクトル場である．第二の条件を考える．Gが可換なので，Ad∗

g = id

である．よって
µ(ψ(p)) = µ(p) ∀p ∈M
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つまり，µは ψにより保存されることを言っている．LX∗µ = ιX∗dµ = 0である．
（G = S1,Rの場合は第一の条件から自動的に満たされる）．

EXAMPLE 8.3.2 (G = Tnの場合). G = Tnの場合を考える．g = Rn = g∗であ
り，作用に対するモーメント写像 µ : M → Rがあるとする．Xi ∈ Rn = gを基底
とする．µXi(p) = ⟨µ(p), Xi⟩とする．X∗

i はM 上のベクトル場である．そこで第
一の条件は dµXi = ιX∗

i
ωとなり，µXiがハミルトンベクトル場X∗

i に対するハミル
トニアンとなる．
第二の条件はGが可換群なのでAd∗は自明表現で，µ(ψg(p)) = µ(p)となる．つ
まり µがGの作用で不変ということ．これは先ほどの場合と異なり自動的ではな
い．言い換えると LX∗

i
µXj = {µXj , µXi} = 0（∀i, j）となること．

さて，Gが連結の場合には．ハミルトニアンG作用を次のように余モーメント
写像で定義してもよい．(M,ω)をシンプレクティック多様体，Gの滑らかなシン
プレクティック作用があるとする．このとき余モーメント写像とは

µ∗ : g→ C∞(M)

で次を満たすものが存在すること

1. µ∗(X)がX∗に対するハミルトン関数（実は µ∗(X) = µX である）．

2. µ∗がリー環の準同形である．つまり

µ∗([X,Y ]) = {µ∗(X), µ∗(Y )}, µ∗(aX + bY ) = aµ∗(X) + bµ∗(Y )

Proof. モーメント写像 µ : M → g∗ があるとする．このとき µ∗(X) = µX =

⟨µ(p), X⟩により µ∗を定義する．モーメント写像の第一の条件は µX がX∗のハミ
ルトン関数であることと同値である（dµX = ιX∗ω）．
次に，第二の条件を考える．連結から次のように書き換えてよい．X ∈ gに対
して g = exp tXとして µY (ψg(p)) = µAdg−1Y (p)を微分すると，

LX∗µY = ιX∗dµY = ω(Y ∗, X∗) = −⟨µ, [X,Y ]⟩ = µ[Y,X]

となる（[X,Y ]に対するハミルトニアンはω(X,Y )であった）．そこで，µ∗([Y,X]) =

µ[Y,X], {µ∗(Y ), µ∗(X)} = {µY , µX} = ω(Y ∗, X∗)であるので，これらは同値である．
逆に余モーメント写像µ∗があったときµ∗(X)(p) = ⟨µ(p), X⟩としてµが定まる．
あとは，同様．

EXAMPLE 8.3.3. G = R, S1の場合を考える．このとき作用は完備シンプレク
ティックベクトル場と対応した．そのとき 1 ∈ Rに対応した基本ベクトル場をX∗

と書く．
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第一の条件を考える．µ∗(1)がX∗に対するハミルトン関数なので，H = µ∗(1)

とおく．リー環の準同形なので，tH = µ∗(t)となる．

µ∗ : R ∋ t 7→ tH ∈ C∞(M)

EXAMPLE 8.3.4. ω = i/2
∑
dzi ∧ dz̄i =

∑
dxi ∧ dyi =

∑
ridri ∧ dθiをCn上の

シンプレクティック形式とする．(Cn, ω)へ S1作用を考える．ψtは eitの掛け算で
作用させる．この作用は次のモーメント写像をもつ，

µ : Cn ∋ z 7→ −|z|2/2 + const ∈ R

である．

Proof. シンプレクティック多様体にG作用があった場合，まずは，モーメント写
像を探すには，dµX = ιX∗ωを解けばよい．あとは定数などを微調整していけばよ
い（section 10.2参照）．まず

X∗ =
∑ ∂

∂θi
, ιX∗ω = −

∑
ridri

である．そこで，dµ = −
∑
ridriとなる関数 µを探せばよいが，µ = −1/2

∑
r2i +

constとすれば，第一条件は満たされる．S1作用なので第二条件も満たされる（µ
が S1作用で不変ということ）．

さて，µの定数項を 1/2ととる．このとき µ−1(0) = S2n−1である．この空間に
S1の作用を制限し，軌道空間を考えると

µ−1(0)/S1 = S2n−1/S1 = CPn−1

となる．このCPn−1を reduced spaceとも呼ぶ．この一般論を後で議論する．

8.3.2 古典的例

モーメント写像の由来は．次の古典力学の運動量，角運動量の一般化である．相
空間 T ∗R3 = R6上のハミルトニアンH = H(q, p)が平行移動の対称性や回転対称
性を持っている場合を考える．R3の平行移動 q 7→ q + aは R6上では，(q, p) 7→
(q + a, p)として作用する．また，R3の回転 q 7→ gq（g ∈ SO(3)）は，R6上では，
(q, p) 7→ (gq, gp)として作用する．そこで，ハミルトニアン

H(q, p) =
1

2m
∥p∥2 + V (q)
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で，V (q) = 0の場合はH は平行移動での不変性をもつ．また，V (q) = c∥q∥2な
ど，V (gq) = V (q)の場合には，Hは回転不変性をもつ．このとき，ネーターの原
理（Theorem 9.2.1）により，平行移動不変の場合には運動量保存則，回転不変の
場合には角運動量保存則が成立する．つまり，ハミルトニアンHに対する flow上
で，運動量が一定なのである．
そこで，古典力学での運動量，角運動量を我々の言葉で再定義してみよう．

EXAMPLE 8.3.5. (R6, ω =
∑
dpi ∧ dqi)を考える．R3はR6に平行移動で作用

する．
R3 ∋ a 7→ ψa ∈ Symp(R6, ω), ψa(q, p) = (q + a, p)

このときの a ∈ R3 = Lie(R3)に対するベクトル場は

X∗ = a1∂q1 + a2∂q2 + a3∂q3

であるので，
ιX∗ω =

∑
aidpi

である．また µ : R6 → R3として，

µa(q, p) = µ(q, p) · a

であり（右辺は内積）， ∑
aidpi = d(µ(q, p) · a)

となるものを探す．これは明らかに µ(q, p) = pとすれば満たすことが分かる．
そこで，モーメント写像として

µ : R6 → R3 = Lie(R3)∗ µ(q, p) = p

をとればよく，
µa(q, p) = ⟨µ(q, p), a⟩ = p · a

となる．この pを古典的に運動量ベクトルという（qは位置ベクトル）．そしてこ
の µを線形運動量（線形モーメント）という．
ハミルトニアン R3作用になることを証明する．R3は可換群なのでモーメント
写像が作用で不変であることを確かめる．µ(q + a, p) = µ(q, p)なので明らか．ま
た，dµa = ιX∗ω．よってハミルトニアン作用である．

EXAMPLE 8.3.6. 次に R3の SO(3)の作用を考え，その liftにより R6 = T ∗R3

上のシンプレクティック作用を得る．つまり g ∈ SO(3)，x ∈ R3に対して作用を
gxとすれば，(x, y)に対する作用は (gx, (dg)xy) = (gx, gy)である．



174 第 8章 モーメント写像

基本ベクトル場を求める．これは上の作用を g = exp taとして微分すればよい．

R3 = so(3) ∋ a 7→ A∗ ∈ Xsymp(R6) A∗(x, y) = (a× x, a× y)

である（ベクトルは位置 (x, y)に依存している．外側に行けば行くほど，ベクトル
場の大きさは大きくなる）．また，

ιA∗ω = ι(a×x,a×y)ω = (a2x3 − a3x2)dy1 + (−a1x3 + a3x1)dy2 + (a1x2 − a2x1)dy3
+ (a3y2 − a2y3)dx1 + (a1y3 − y1a3)dx2 + (−a1y2 + a2y1)dx3

= a1(x2dy3 + y3dx2 − x3dy2 − y2dx3) + a2(x3dy1 + y1dx3 − x1dy3 − y3dx1)
+ a3(x1dy2 + y2dx1 − x2dy1 − y1dx2)

となる．そこで，
µa(x, y) = µ(x, y) · a

で，dµa = ιA∗ωとなる，µを計算すると，

µa(x, y) = ⟨µ(x, y), a⟩ = (x2y3−x3y2)a1+(x3y1−x1y3)a2+(x1y2−x2y1)a3 = (x×y)·a

とすればよいことがわかる．よって，この作用に対するモーメント写像は

µ : R6 ∋ (x, y) 7→ x× y ∈ R3 = so(3)∗

と定義すればよい．この µを角運動量（角モーメント）とよぶ．

Proof. モーメント写像になることを確かめよう．第一の条件はよい．そこで，第
二の条件 µa(ψg(x, y)) = µAdg−1a(x, y)を確かめる．

µa(gx, gy) = (gx× gy) · a = ⟨[gxg−1, gyg−1], a⟩
= ⟨g[x, y]g−1, a⟩ = ⟨[x, y],Adg−1a⟩ = µAdg−1a(x, y)

（µ−1(a)/Gaの記述は，「Geomtry and Quantum Field theory」[Freed. Eds]などを
参照）．

SO(3)不変なハミルトニアンがあれば，モーメント写像はそのハミルトニアン
に対する flow上で一定である．つまり，角運動量保存則である．

EXAMPLE 8.3.7. 2n次元シンプレクティック多様体上で可積分系を考える．第
一積分を f1, · · · , fnとすれば，{fi, fj} = 0であった．例えば，M をコンパクトと
すれば，各シンプレクティックベクトル場に対する flow ϕ1, · · · , ϕnは可換であり，
完備である．よって，RnのM へのハミルトン作用を得る．ここでモーメント写
像は，

µ = (f1, · · · , fn) :M → Rn

となる．
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8.3.3 Coadjoint orbit

ここでは重要な例であるCoadjoint軌道について述べる．リー群GのCoadjoin-

orbit上にシンプレクティック構造を入れ，さらにGの作用がハミルトニアン作用
になることを見てみる．
Gをリー群，gをリー環とする．
まずGの gへの随伴表現を考える．X ∈ gから生成される g上のベクトル場X∗

は点 Y ∈ g上で
X∗
Y = [X,Y ]

となる．

Proof. Y ∈ gに対して (exp tX)Y (exp−tX)が Y を通る曲線であり，これを微分
すればよいので [X,Y ]である．

次にGの g∗への余随伴表現を考える．つまり，⟨Adg−1Y, ξ⟩ = ⟨Y,Ad∗
gξ⟩によっ

て余随伴作用を定義する（左作用）．このときX ∈ gからくる g∗上のベクトル場
X∗は

⟨X∗
ξ , Y ⟩ = ⟨ξ, [Y,X]⟩ = ⟨ad∗

Xξ, Y ⟩

となる．つまり，ベクトル場X∗は

X∗
ξ = ad∗

X(ξ) ∈ Tξg∗ ∼= g∗

として定義される．また，η = g′ · ξ = Ad∗
g′ξに対して，g

′
∗(X

∗
ξ ) = (Adg′X)∗ηとなる．

Proof. ⟨Adg−1Y, ξ⟩ = ⟨Y,Ad∗
gξ⟩により作用を定義した．これを g = exp tXとして

微分すれば，
⟨[Y,X], ξ⟩ = ⟨Y,X∗

ξ ⟩

である．また，
⟨Y,Ad∗

g′Ad
∗
gξ⟩ = ⟨Adg−1Adg′−1Y, ξ⟩

であるので，g = exp tXとして微分すれば，

⟨Y, g′∗(X∗
ξ )⟩ = ⟨[Adg′−1Y,X], ξ⟩ = ⟨Adg′−1 [Y,Adg′X], ξ⟩ = ⟨[Y,Adg′X],Ad∗

g′ξ⟩
= ⟨Y, (Adg′X)∗η⟩

ξ ∈ g∗の stablizerのリー環 gξの元Xに対して，X∗
ξ = 0であり，

gξ = {X ∈ g|⟨[Y,X], ξ⟩ = 0, ∀Y ∈ g}

となる．
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Proof. X ∈ gξ なら，g = exp tX としたとき，Ad∗
gξ = ξであるので，X∗

ξ = 0で
あり，

⟨[Y,X], ξ⟩ = 0, ∀Y ∈ g

が成立する．逆に，これを満たせばX ∈ gξとなる．

ξ ∈ g∗に対して，g上の交代線形形式を

ωξ(X,Y ) = ⟨ξ, [X,Y ]⟩

として定義する．この kerは余随伴表現に対する ξの satbilizerのリー環 gξである．

Proof. stabilizerのリー環はAd∗gξ = ξとなるものであるので，⟨ξ, [Y,X]⟩ = 0 ∀Y
となるようなXで生成されるリー環である．一方ωξの kernelはωξ(X,Y ) = 0 ∀Y
となるXである．

上の ωξは ξを通る余随伴軌道の ξ上の接空間に非退化２次形式を定義する．ま
た，ωξ は ξの余随伴軌道上に閉 2-fromを定める．そして，Gの随伴作用はシン
プレクティック作用である（実は，ハミルトニアン作用であるが，それについては
後述）．

Proof. まず，ξにおける接空間は Tξ(G · ξ) ∼= g/gξとなる．これは，

g ∋ X 7→ X∗
ξ ∈ Tξ(G · ξ)

が全射であり，その kernelが gξとなることからわかる．そこで，Tξ(G · ξ)の元は，
∃X ∈ gに対して，X∗

ξ と表すことができるので，

ωξ(X
∗
ξ , Y

∗
ξ ) := ⟨ξ, [X,Y ]⟩

として Tξ(Gξ)上で交代形式を定義する．X ∈ gξ とすれば，右辺も左辺も 0にな
るので，これはwell-definedである（つまり，代表元X ∈ g/gξのとり方に依らな
い）．また，これが非退化であることは，ωξの kernelが stabilizerのリー環である
ことからわかる．
Gξのほかの点に対して考えてみる．η = g′ · ξとして，

ωη(X
∗
η , Y

∗
η ) := ⟨η, [X,Y ]⟩

として定める．また g′∗(X
∗
ξ ) = (Adg′X)∗ηであったので，

ωη(g
′
∗(X

∗
ξ ), g

′
∗(Y

∗
ξ )) =ωη((Adg′X)∗η, (Adg′Y )∗η) = ⟨Ad∗

g′ξ, [Adg′X,Adg′Y ]⟩
=⟨ξ, [X,Y ]⟩ = ωξ(X

∗
ξ , Y

∗
ξ )
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となる．つまり．ωはG作用で不変である．つまりGの作用はシンプレクティッ
ク作用である．
閉形式であることを確かめよう．X,Y, Z ∈ gとしてX∗, Y ∗, Z∗を考える．[X∗, Y ∗] =

−[X,Y ]∗（これは左作用なのでマイナスが付く）に注意すると，

(dω(X∗, Y ∗, Z∗))ξ =ωξ([X
∗, Y ∗], Z∗)− ω([X∗, Z∗], Y ∗) + ωξ([Y

∗, Z∗], X∗)

+X∗ωξ(Y
∗, Z∗)− Y ∗ω(X∗, Z∗) + Z∗ωξ(X

∗, Y ∗)

=− ⟨ξ, [[X,Y ], Z]⟩+ ⟨ξ, [[X,Z], Y ]⟩ − ⟨ξ, [[Y, Z], X]⟩
+X∗⟨ξ, [Y, Z]⟩ − Y ∗⟨ξ, [X,Z]⟩+ Z∗⟨ξ, [X,Y ]⟩

=X∗⟨ξ, [Y, Z]⟩ − Y ∗⟨ξ, [X,Z]⟩+ Z∗⟨ξ, [X,Y ]⟩ (ヤコビ律から)

=− ⟨ξ, [X, [Y, Z]]⟩+ ⟨ξ, [Y, [X,Z]]⟩ − ⟨ξ, [Z, [X,Y ]]⟩ = 0

最後のところで，g = exp tXとして，

X∗⟨ξ, [Y, Z]⟩ = d

dt
⟨Ad∗

gξ, [Y, Z]⟩ =
d

dt
⟨ξ,Adg−1 [Y, Z]⟩ = −⟨ξ, [X, [Y, Z]]⟩

を使った．以上から dω = 0である．

この余随伴軌道上の 2-from を標準的シンプレクティック形式という．または
Kostant-Kirillovシンプレクティック構造などという．このように余随伴軌道は
シンプレクティック多様体になり，特に偶数次元である．
この余随伴軌道へのGのシンプレクティック作用がハミルトニアン作用になる
ことを見てみよう．軌道Oを考える．

µ : O ∋ ξ → ξ ∈ g∗

としてモーメント写像を定義する．このとき，X ∈ gに対して，

(dµX)ξ(Y
∗
ξ ) = Y ∗

ξ ⟨ξ,X⟩ =
d

dt
⟨Ad∗

exp tY (ξ), X⟩ = ⟨ad∗
Y (ξ), X⟩ = ⟨ξ, [X,Y ]⟩ = ωξ(X

∗
ξ , Y

∗
ξ )

となるので，dµX = ιX∗ωである．さらに，

µ(Ad∗
gξ) = Ad∗

g(ξ) = Ad∗
gµ(ξ)

であるので，µ : O ∋ ξ → ξ ∈ g∗はモーメント写像になる．
以上で，余随伴軌道がハミルトニアンG空間になることがわかった．
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8.4 ポアソン多様体
リー環の双対空間にはポアソン構造が入る．ポアソン構造とはシンプレクティッ

ク構造に一般化であった．ここでは，ポアソン多様体について詳しく述べた後で，
リー環のポアソン構造と余随伴軌道のシンプレクティック構造の関係を見ていきた
い．ポアソン多様体の詳細は [Marsden-Ratiu]を見よ．

8.4.1 ポアソン多様体

Definition 8.4.1. 多様体 P 上のポアソン括弧とは，

C∞(P )× C∞(P ) ∋ (f, g)→ {f, g} ∈ C∞(P )

で，{·, ·}がリー環であり，さらに，ライプニッツ則

{fg, h} = {f, h}g + f{g, h}

を満たすものである．このような構造をもつ多様体 P をポアソン多様体とよぶ．
また，f ∈ C∞(P )に対して，{·, f}は微分であるので，

Xfg = {g, f}

となるベクトル場が唯一つ定まる．これを fに対するハミルトンベクトル場とよぶ．

EXAMPLE 8.4.1. シンプレクティック多様体には，ポアソン括弧が入った．よっ
て，シンプレクティック多様体はポアソン多様体である．

EXAMPLE 8.4.2. Rn上の関数空間を考える．Aを交代行列として，Bij = Aijxixj
（和をとっているわけではない）．このとき，

{f, g} =
∑

1≤i,j≤n

Bij ∂f

∂xi
∂g

∂xj

はポアソン構造を定める．

ポアソン多様体に対しても，ハミルトン力学を考えることができ，シンプレク
ティック多様体の場合と同様のことがそれなりに成立する．例えば，次である．

Proposition 8.4.1. f, gに対するハミルトンベクトル場をXf , Xgとすれば，

[Xf , Xg] = −X{f,g}

が成立．また，Xf に対する flowを ϕtとすれば，

d

dt
g(ϕt(p)) = {g, f}

が成立する．特に，f は flowの軌道 ϕt(p)上で一定である．
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Proof.

[Xf , Xg]h =XfXgh−XgXfh = {f, {g, h}} − {g, {f, h}}
=− {h, {f, g}} = −X{f,g}h

他は定義から明らかである．

Definition 8.4.2. ポアソン多様体上で，すべての関数とポアソン可換な関数をカ
シミール関数という．任意の関数 f に対して，XCf = {f, C} = 0であるので，C
がカシミール関数とは，XC = 0のことである（その意味で，カシミール関数は自
明な力学系である）

EXAMPLE 8.4.3. シンプレクティック多様体の場合のカシミール関数を考えて
みる．C をカシミール関数とすれば，XC = 0であり，dC(Y ) = ω(XC , Y ) = 0

（∀Y）となるので，dC = 0となる．つまり，局所定数関数である．

この例では面白くないが，あとでポアソン多様体の場合に非自明な例を与える．

8.4.2 ポアソン構造

ポアソン多様体上のポアソン積をもう少し詳しく見てみる．f, f ′ ∈ C∞(P )とし
て，dfp = df ′

pとする．このとき，

{g, f}(p) = (Xgf)p = (df)p(Xg) = (df ′)p(Xg) = {g, f ′}(p)

である．ポアソン積の第一成分も同様の性質をもつ．つまり，{f, g}の点 p ∈ P で
の値は，dfp, dgpにのみ依存している．そこで，

Bp : T
∗
pP × T ∗

pP ∋ (αp, βp) 7→ {f, g}(p) ∈ R

という交代線形形式を得る．ここで f，gは dfp = αp，dgp = βpとなる関数である．
Bpは pについて滑らかであるので，交代 2テンソル場（2-vector fieldという）

B : T ∗P × T ∗P → C∞(P )

を得る．このBをポアソン構造またはポアソンテンソルという．局所座標で書けば，

B =
∑

Bij(x)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

というテンソル場である（ここで，Bij(x) = −Bji(x)と仮定してよい）．そして，

{f, g} =
∑

Bij(x)
∂f

∂xi
∂g

∂xj
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という表示が成立する．特に，

{xi, xj} = Bij(x)

である．この場合に，ヤコビ律を書いてみると

{{xi, xj}, xk}+ {{xk, xi}, xj}+ {{xj, x}, xI} = 0

となり，Bijが満たすべき方程式を得る．∑
l

Bli∂B
jk

∂xl
+Blj ∂B

ki

∂xl
+Blk ∂B

ij

∂xl
= 0

もちろん，これは必要条件であるが十分条件であることも容易にわかる．

Remark 8.4.1. 2-vector filed Bが定まったとき，いつこの方程式を満たすかとい
う問題が生じる．一般の多様体上で，q-vector filedに対して，Schouten Bracket

という．
Ω∗(P )× Ω∗(P ) ∋ (A,C)→ [A,C] ∈ Ω∗(P )

という双線形写像を得ることができる．実は，2ベクトル場Bに対するポアソン
積がヤコビ律を満たすことと，[B,B] = 0が同値である（難しくはない）．

また，f に対するハミルトンベクトル場はXfg = {g, f}であるので，

X i
f =

∑
Bij ∂f

∂xj

となる．

EXAMPLE 8.4.4. シンプレクティック多様体 (M,ω)を考え，

ω =
∑

ωij(x)dx
i ∧ dxj

と書いておく．このとき，f に対するハミルトンベクトル場の定義は

ω(Xf , Y ) = df(Y )

であったので，

ωijX
i
fY

j =
∂f

∂xj
vj

となり，

ωijX
i
f =

∂f

∂xj
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となる．Ω := (ωij)は非退化行列であるので，逆行列が存在する．また，(Ω−1)t =

(Ωt)−1 = (−Ω)−1 = −Ω−1で交代行列であることに注意する．そこで，

X i
f = ωji

∂f

∂xj
= −Ωij ∂f

∂xj

となる．このように，
Bij = −ωij

となる．

上の例は局所座標で確かめたが，次のようにしてもよい．まず，ポアソン多様
体上のポアソン構造から線形写像

B# : T ∗
pP ∋ dfp 7→ (Xf )p ∈ TpP

が定まる（ポアソンの場合には同型とは限らない！）．つまり，

{f, g} = B(df, dg) = ⟨df,B#dg⟩ = ⟨df,Xg⟩

である．シンプレクティック多様体の場合にも，

ω♭ : TpM ∋ v 7→ ω(v, ·) ∈ T ∗
pM, ω# : T ∗

pM → TpM

が定まっていた．ここで ω# = (ω♭)−1である．そこで，

⟨ω♭Xf , w⟩ = ω(Xf , w) = df(w)

であるので，
Xf = ω#df

であった．このように，
B# = ω# : T ∗

pM → TpM

となる．座標で書くと転置されるので，マイナス倍がつくことになる．
そこで，シンプレクティック多様体はポアソン多様体であるが，ポアソン多様
体がいつシンプレクティック多様体になるかという問題はBを使えば解決できる．
これはBが非退化，つまりB# : T ∗

pP ∋ dfp 7→ (Xf )p ∈ TpP が各点において同型
ならよいのである．ωが閉であることは，ヤコビ律から従う．

Theorem 8.4.2. P をポアソン多様体として，ポアソンテンソルをBとする．こ
れが非退化なら，シンプレクティック多様体となる．シンプレクティック構造は

ω(Xf , Xg) = {f, g}

と定めればよい．
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8.4.3 Lie-Poisson構造

さて，リー環の双対空間にポアソン構造を入れよう．gのリー環構造は g∗上に
標準的ポアソン構造を定義する．

{f, g}(ξ) := ⟨ξ, [dfξ, dgξ]⟩

ここで f, g ∈ C∞(g∗), ξ ∈ g∗, であり dfξ : Tξg
∗ ∼= g∗ → Rは g∗∗ = gの元として定

義している．この構造をLie-Poisson構造という
また，f に対するハミルトンベクトル場は

Xf (ξ) = ad∗
dfξ
(ξ) ∈ Tξg∗ ∼= g∗

で与えられる．

Proof. g ∈ C∞(g∗)に対して，

{f, g}(ξ) = ⟨ξ, [dfξ, dgξ]⟩ = ⟨ξ, addfξdgξ⟩ = −⟨ad
∗
dfξ
ξ, dgξ⟩

一方，
{f, g}(ξ) = (Xgf)(ξ) = −(Xfg)(ξ) = −⟨dgξ, Xf (ξ)⟩

となる．ここで，Xf (ξ) ∈ Tξg∗ = g∗として，dgξ ∈ gとみなしている．以上のこ
とは任意の関数 gに対して成立し，dgξが gを spanするので，Xf (ξ) = ad∗

dfξ
(ξ)と

なる．

さて，上で定義したポアソン括弧に対して，ヤコビ律とライプニッツ則が成立
することを確かめよう．

Proof. f, h ∈ C∞(g∗)に対して，d(fh)ξ = dfξh(ξ) + f(ξ)dhξとなる．そこで

{fh, g}(ξ) =⟨ξ, [dfξh(ξ) + f(ξ)dhξ, dgξ]⟩ = h(ξ)⟨ξ, [dfξ, dgξ]⟩+ f(ξ)⟨ξ, [dhξ, dgξ]⟩
={f, g}h+ f{h, g}

となる．次にヤコビ律を確かめよう．まず，(Tξg
∗)∗ = gとみなして，

d{g, h} = d⟨ξ, [dgξ, dhξ]⟩ = [dgξ, dhξ]− d2hξ(ad∗
dgξ

(ξ), ·) + d2gξ(ad
∗
dhξ

(ξ), ·)

となる．そこで，

{f, {g, h}} = ⟨ξ, [dfξ, [dgξ, dhξ]⟩ − d2hξ(ad∗
dgξ

(ξ), ad∗
dfξ
ξ) + d2gξ(ad

∗
dhξ

(ξ), ad∗
dfξ
ξ)

{g, {h, f}} = ⟨ξ, [dgξ, [dhξ, dfξ]⟩ − d2fξ(ad∗
dhξ

(ξ), ad∗
dgξ
ξ) + d2hξ(ad

∗
dfξ
(ξ), ad∗

dgξ
ξ)

{h, {f, g}} = ⟨ξ, [dhξ, [dfξ, dgξ]⟩ − d2gξ(ad∗
dfξ
(ξ), ad∗

dhξ
ξ) + d2fξ(ad

∗
dgξ

(ξ), ad∗
dhξ
ξ)
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を足せばよいので,リー環 gのヤコビ律から，

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

が従う．

以上から，g∗はポアソン多様体である．
g∗にポアソン構造が入ったが，モーメント写像との関係を述べておく．

Theorem 8.4.3. (M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空間とする．このとき，モーメ
ント写像 µ : M → g∗はポアソン写像である．すなわち，µ∗ : C∞(g∗) → C∞(M)

はポアソン括弧を保存する．言い換えると，f, g ∈ C∞(g∗)に対して，

{f ◦ µ, g ◦ µ} = {f, g} ◦ µ

が成立する．

Proof. C∞関数の空間において，多項式全体の空間は稠密である（Weierstrassの
近似定理．証明は伊藤清三の「ルベーグ積分」などをみよ）．そこで，多項式 f, g

について考える．また，ポアソン括弧のライプニッツ則を考えれば，f, gは g∗上
の線形汎関数としてよい．つまり，f = X, g = Y（X,Y ∈ g）で証明すれば十分
である．f は線形汎関数なので，その微分 df もX ∈ g = (Tg∗)∗である．そこで，
µ∗f に対するハミルトンベクトル場は，

ωx(Z,Xµ∗f ) = (dµ∗f)(Z) = (df)µ(x)((µ∗)x(Z)) = ⟨(µ∗)x(Z), X⟩

となる．一方，

(dµX)x(Z) = Z⟨µ,X⟩ = ⟨(µ∗)x(Z), X⟩ = (ιX∗ω)(Z) = ω(X∗, Z)

となるので，−Xµ∗◦f = X∗となる．そこで，

{µ∗f, µ∗g}(x) = ωx(X
∗, Y ∗) = ⟨µ, [X,Y ]⟩

となる．一方，
µ∗{f, g}(x) = ⟨µ(x), [X,Y ]⟩

となる．よって，ポアソン写像である．
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8.4.4 ポアソン写像

Definition 8.4.3. P,Qをポアソン多様体として，写像 F : P → Qがポアソン写
像とは，

F ∗ : C∞(Q)→ C∞(P )

がポアソン括弧について準同型となること．

これは，シンプレクティック多様体の間の写像の一般化となるものである．少
し，シンプレクティック多様体の間の写像について述べておく．

Definition 8.4.4. M,N がシンプレクティック多様体で F : M → N がシンプレ
クティック構造を保つとき，シンプレクティック写像という．つまりF ∗ωN = ωM．

Remark 8.4.2. F : M → N，F ∗ωN = ωM の場合に，ωM が非退化であることか
ら，F∗は単射でなくてはならない．実際，F∗X = 0となるゼロでないX ∈ TpM
が存在したとすると，0 = ωN(F∗X,F∗Y ) = ωM(X,Y )（∀Y）であるので，X = 0

となり矛盾する．このように，シンプレクティッ写像なら，はめ込みになる．

また，dimM = dimN を仮定すると，シンプレクティック写像は局所微分同相
になることがわかる．実際．ϕ∗ωN = ωM と体積要素を保存するので，ϕのヤコビ
行列はゼロでない．よって逆関数定理により局所微分同相である．
シンプレクティック写像 ϕ : M → N が微分同相の場合（つまり，シンプレク

ティック同相！）には，ポアソン積は保存されることは容易に想像つくであろう．
実際，次が成立する．

Proposition 8.4.4. 微分同相写像 ϕ : (M,ωM)→ (N,ωN)について，次は同値で
ある．

• シンプレクティック写像（よってシンプレクティック同相）

• 任意の f ∈ C∞(N)に対して，

Xf = ϕ∗Xϕ∗f

• ϕがポアソン写像．つまり，

ϕ∗{f, g} = {ϕ∗f, ϕ∗g}

このように，シンプレクティック多様体の間の微分同相に対して，シンプレクティッ
ク構造を保つこととポアソン構造を保つことは同値である．
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Proof. f, g ∈ C∞(N)として，df(Y ) = ωN(Xf , Y )であった．そこで，仮定に関係
なく

(ωN)ϕ(p)((Xf )ϕ(p), ϕ∗Zp) = (ϕ∗df)p(Zp) = (dϕ∗f)p(Zp) = (ωM)p((Xϕ∗f )p, Zp)

が成立する．
ϕがシンプレクティック同相と仮定すると

(ωN)ϕ(p)((Xf )ϕ(p), ϕ∗Zp) =(ωM)p((Xϕ∗f )p, Zp) = (ϕ∗ωN)p((Xϕ∗f )p, Zp)

=(ωN)ϕ(p)(ϕ∗(Xϕ∗f )p, ϕ∗Zp)

となる．よって，ϕ∗が全単射であることから，(Xf )ϕ(p) = ϕ∗(Xϕ∗f )p（∀p）となり，

Xf = ϕ∗Xϕ∗f

となる．逆に，これが成立しているなら，上でのべたことから，

(ωN)ϕ(p)(ϕ∗(Xϕ∗f )p, ϕ∗Zp) = (ωN)ϕ(p)((Xf )ϕ(p), ϕ∗Zp) = (ωM)p((Xϕ∗f )p, Zp)

となるので，
(ϕ∗ωN)p((Xϕ∗f )p, Zp) = (ωM)p((Xϕ∗f )p, Zp)

ϕが微分同相なので，f1, · · · , fn ∈ C∞(N)で，(Xϕ∗fi)pが TpM を張るようなもの
が存在する．よって，ϕ∗ωN = ωM である．
次に，Xf = ϕ∗Xϕ∗f と仮定する．

ϕ∗{f, g}p =(Xg)ϕ(p)f

{ϕ∗f, ϕ∗g}p =(Xϕ∗g)pϕ
∗f = ϕ∗Xϕ∗gf

となるので，ϕ∗{f, g} = {ϕ∗f, ϕ∗g}である．逆に，これが成立しているなら，

(Xg)ϕ(p)f = ϕ∗Xϕ∗gf

が任意の関数 f について成立するので，Xf = ϕ∗Xϕ∗f．

証明を見ればわかるように，命題の２，３の条件はシンプレクティック構造がな
くても成立する．

Corollary 8.4.5. ϕ : P → Qをポアソン多様体の間の写像とする．ϕポアソン写
像であるための必要十分条件は，任意の f ∈ C∞(Q)に対して，Xf とXϕ∗f が ϕ関
係であること（つまり，Xf = ϕ∗Xϕ∗f）．
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また，次もわかる．

Corollary 8.4.6. (M,ω)をシンプレクティック多様体として，ハミルトニアンH

に対するベクトル場XH が生成する flowを ϕtとすれば，

ϕ∗
t{f, g} = {ϕ∗

tf.ϕ
∗
tg}

（もちろん，Xがシンプレクティックベクトル場の場合でも成立）．

この系は一般化することができ，ポアソン多様体上のハミルトンベクトル場に
対する flowはポアソン構造を保つことがわかる．

Proposition 8.4.7. P をポアソン多様体として，H ∈ C∞(P )に対するハミルト
ニアンベクトル場をXH，flowを ϕtとする．このとき，ϕtはポアソン同相写像で
ある．つまり．

ϕ∗
t{f, g} = {ϕ∗

tf.ϕ
∗
tg}

Proof.

k(t, p) = {ϕ∗
tf, ϕ

∗
tg} − ϕt{f, g}

を微分すれば，

dk

dt
={{ϕ∗

tf,H}, ϕ∗
tg}+ {ϕ∗

tf, {ϕ∗
tg,H}} − {ϕ∗

t{f, g}, H} = {{ϕ∗
tf, ϕ

∗
tg} − ϕ∗

t{f, g}, H}

={k,H} = XH(k)

となる．解は kt(p) = k0(ϕt(p))である．解はただ一つであり，k0 = 0であるので
k(t, p) = 0を得る．

Remark 8.4.3. ポアソン構造を保存するのであるから，ポアソン構造である 2-ベ
クトル場Bに対して，LXH

B = 0であることを意味する（もちろん，LXH
B = 0

を直接証明することも可能）．

さて，シンプレクティック多様体M,N があり，i : M → N という埋め込みで
i∗ωN = ωM とシンプレクティック写像になるときを考える．つまりMはNのシン
プレクティック部分多様体である．このとき，ポアソン写像となるとは限らない．
命題 8.4.4にあるように，「ϕ∗{f, g} = {ϕ∗f, ϕ∗g}」は「Xf とXϕ∗f が ϕ関係になる
こと」と同値であった．しかし，TpN = {(Xf )p|f ∈ C∞(N)}であるので，必要条
件としてMはNの開部分多様体でなければならない．これは，i : P →Mという
ポアソン多様体からシンプレクティック多様体への埋め込みの場合も同様である．
しかし，次に見るように，ポアソン多様体からポアソン多様体への埋め込みの

場合には，そのような条件は必要としてない．これは，ポアソン多様体の場合は
TpN と {(Xf )p|f ∈ C∞(P )}は一致するとは限らないからである．
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さて，余随伴軌道上のシンプレクティック構造と g∗上のポアソン構造との関係
を見ていこう．

Proposition 8.4.8. 余随伴軌道O上の標準的シンプレクティック形式とLie-Poisson

bracketとは次のような関係がある．

{f, g}|O = {f |O, g|O}

つまり，i : O → g∗を自然な単射とすると，

C∞(g∗) ∋ f 7→ i∗f = f |O ∈ C∞(O)

はポアソン写像である．

Proof. µ ∈ Oとする．まず，次のことを証明しよう．

Xf |O(µ) = ad∗
dfµ(µ)

X,Y ∈ gに対して，

ωµ(X
∗
µ, Y

∗
µ ) = ω(ad∗

X(µ), ad
∗
Y (µ)) = ⟨µ, [X,Y ]⟩ = −⟨ad∗

X(µ), Y ⟩

となる．そこで，Y = dfµとすれば，

ω(ad∗
X(µ), ad

∗
dfµ(µ)) = −⟨ad

∗
X(µ), dfµ⟩ = −dfµ(ad∗

X(µ))

が任意のX ∈ gに対して成立するので（X∗
µらは TµOを spanする），ハミルトン

ベクトル場の定義からXf |O(µ) = ad∗
dfµ(µ)となる．

そこで，定義を思い出せば，

{f, g}(µ) = ⟨µ, [dfµ, dgµ]⟩,

となる．一方，
{f |O, g|O}(µ) = ωµ(Xf |O , Xg|O)

であったので，

{f |O, g|O}(µ) =ω(Xf |O , Xg|O) = ωµ(ad
∗
dfµ(µ), ad

∗
dgµ(µ)) = dfµ(ad

∗
dgµ(µ))

=⟨µ, [dfµ, dgµ]⟩ = {f, g}(µ)

となる．（注意：i∗Xi∗f (µ) = Xf |O(µ) = ad∗
dfµ(µ) = Xf (µ)であるので，証明の後半

部は不要である）
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Corollary 8.4.9. 1. H ∈ C∞(g∗)に対して，ハミルトンベクトル場XHを考え
る．µ ∈ G · µのXH から生成される flowによる軌跡はG · µに入る．

2. C ∈ C∞(g∗)がカシミール関数になるための必要十分条件は dCµ ∈ gµとなる
こと（∀µ ∈ g∗）

3. C ∈ C∞(g∗)がGの作用で不変とする（つまり軌道上で定数）．このときC

はカシミール関数である．つまり，{f, C} = 0（∀f ∈ C∞(g∗)）

Proof. XH(µ) = ad∗
dHµ

(µ)であった．よって，XHは余随伴軌道に接しているので，
軌跡は余随伴軌道に乗っている．
次に，C がカシミール関数とは XC = 0 のことであった．つまり XC(µ) =

ad∗
dCµ

(µ) = 0である．一方，

gµ = {X ∈ g|⟨[Y,X], µ⟩ = 0∀Y ∈ g} = {X ∈ g|ad∗
X(µ) = 0}

であったので，dCµ ∈ gµ（∀µ）であることとCがカシミール関数であることは同
値である．
次に，CがGの作用で不変とする．つまりC(Ad∗

gµ) = C(µ)である．これを微
分すれば，dCµ(X∗

µ) = 0を得る．よって，

⟨X∗
µ, dCµ⟩ = ⟨µ, [dCµ, X]⟩ = 0

を得る．これは dCµ ∈ gµを意味する．

ポアソン多様体上で二つの点が（局所的に定義された）ハミルトンベクトル場
に対する flowで piece wiseに結ばれるとき同値として，シンプレクティック葉層を
得る．実は，ポアソン多様体はシンプレクティック leafの（互いに交わらない）和
集合として書けることが知られている（symplectic stratification Theoremと呼ば
れる．by Kirillov 1976）．

Theorem 8.4.10. P を（有限次元）ポアソン多様体とする．このときP はシンプ
レクティック leafの disjoint unionである．各シンプレクティック leafは，Poisson

submanifoldであり，induced Poisson sturctureはシンプレクティックとなる．ま
た，p ∈ P を通る leafの次元は，その点におけるポアソン構造（ポアソンテンソル
B）のランクに等しい．そして，leafの接空間は

B#(T ∗
pP ) = {(Xf )p|f ∈ C∞(P )}

である．特に，f, g ∈ C∞(P )の点 pにおけるポアソン積を計算するには，pを通
るシンプレクティック leaf上で計算すればよい．
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（証明は省略するが，直感的にはそれほど難しいことではない）．
さらに，カシミール関数はシンプレクティック leaf上で定数である．

Proof. Cが lead Σ上で定数でないとする．このとき，ある点 z ∈ Σと v ∈ TzΣが
存在して，dCz(v) ̸= 0となる．一方，leafの定義から，TzΣはXf（f ∈ C∞(P )）
で spanされる．よって，(Xf )z = vとすれば，dCz(Xf (z)) = {C, f}(z) ̸= 0とな
る．これはカシミール関数の定義に反する．

ポアソン多様体 (g∗, {·, ·})の場合を考えよう．H ∈ C∞(g∗)に対するハミルトン
ベクトル場XH を考えて，ξ ∈ g∗から出発する flowの曲線はG · ξ内にある．逆
に，Tξ(G · ξ)は（局所的）ハミルトンベクトル場で spanすることができる．よっ
て，（連結な）余随伴軌道はポアソン多様体 g∗のシンプレクティック leaf である．
上で述べたように，C ∈ C∞(g∗)がGの作用で不変なら，C はカシミール関数で
あった．逆に，すべての軌道が連結とすれば，Cがカシミール関数なら，CはG

の作用で不変である．

Proof. カシミール関数は leaf上で定数であった．また，連結な余随伴軌道はシン
プレクティック leafである．そこで，余随伴軌道上でカシミール関数は定数であ
る．すべての軌道が連結とすれば，すべての余随伴軌道上でカシミール関数は定
数になるので，Gの随伴作用で不変となる．

EXAMPLE 8.4.5. G = SO(3)とする．gは 3× 3の交代行列で，R3と同一視で
きる．

A =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 7→ a = (a1, a2, a3)

このとき [A,B]は外積 a× bに対応する．
また SO(3)の g, g∗の作用はR3の普通の作用（回転）に対応する．
よってR3上への coadjoint作用の軌道はR3内の原点を中心とした球面である（半
径は通る点によって変わる．原点の軌道は原点）．また余随伴軌道（in g∗）には標準
的シンプレクティック構造がはいるのであった．カシミール関数として，x21+x

2
2+x

2
3

を取れる．この関数は，すべての軌道（球面）上で定数である．
この例は剛体に対する力学系を与えるが，詳細は [Marsden-Ratiu]を見よ．
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力学系に k次元の対称性があると，位置と運動量に対する自由度は 2k次元下が
ることになる．これを数学的に定式化する．数学的にいえばシンプレクティック多
様体にリー群G（対称性）がハミルトン作用しているときに，新しいシンプレク
ティック多様体をつくることである．これをシンプレクティック簡約という．この
章では，シンプレクティック簡約について学ぶ．

9.1 Marsden-Weinstein-Meyer 定理

9.1.1 statement

Theorem 9.1.1 (Marsden-Weinstein-Meyer). (M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空
間とし，Gコンパクトリー群とする．i : µ−1(0)→ M を埋め込みとする．さらに
µ−1(0)にGが自由に作用しているとする．このとき

1. 軌道空間Mred = µ−1(0)/Gは多様体である．

2. π−1(0)→Mredは主G束である．

3. Mred上にはシンプレクティック形式 ωredで i∗ω = π∗ωredとなるものが存在
する．

Definition 9.1.1. 上のシンプレクティック多様体 (Mred, ωred)をシンプレクティッ
ク商または簡約空間などという．

以下で，上で述べた定理を証明していく．
簡単な場合に考えてみる．G = S1, dimM = 4とする．p ∈ µ−1(0)として，局

所座標 (θ, µ, η1, η2)で次のものをとる

1. θは pを通る軌道の座標である

2. µはモーメント写像である．

3. η1, η2は µ−1(0)/S1（２次元）の座標（の引き戻し）．
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このときシンプレクティック形式は

ω = Adθ ∧ dµ+
∑

Bjdθ ∧ dηj +
∑

Cjdµ ∧ dηj +Ddη1 ∧ dη2

とする．条件から dµ = ι(∂θ)ωであるのでA = 1, Bj = 0がわかる．よって

ω = Adθ ∧ dµ+
∑

Cjdµ ∧ dηj +Ddη1 ∧ dη2

となるが非退化よりD ̸= 0である．よって i∗ω = Ddη1 ∧ dη2となる．これがMred

上のシンプレクティック形式である．

µ−1(0)

µ

0

θ

µ

(η1, η2)
p

G · p

µ−1(0)/S1

9.1.2 準備

p ∈Mに対する stabilizerをGpとして，そのリー環をgpとする．また pを通る軌
道をOp = G ·pとする．このとき，モーメント写像の点 pでの微分 dµp : TpM → g∗

を考える．

ker dµp = (TpOp)ωp , im dµp = g0p := {ξ ∈ g∗|⟨ξ,X⟩ = 0∀X ∈ gp}

となる．

Proof. µがモーメント写像であることから，dµX = ιX∗ωとなるのであった．（µX =

⟨µ,X⟩）．そこで
⟨dpµ(v), X⟩ = (ιX∗

p
ωp)(v) = ωp(X

∗
p , v)
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が成立する．よって dpµの kerは ωp(X
∗
p , v) = 0（∀X ∈ g）である．X ∈ gに対し

てX∗
p により TpOpは張られるのであった．よって ker dµp = (TpOp)ωpとなる．

次に，im dµpを考える．X ∈ gpとすると，X∗
p = 0である．よって ⟨dpµ(v), X⟩ = 0

（∀X ∈ gp）となるので，dµp(v) ∈ g0pに入る．つまり im dµp ⊂ g0pとなる．これが
一致することを確かめるために次元を数える．
M を 2n次元として，gを l次元．gpの次元を s次元とすると，Opを l − s次元

とする．TpOpは l − s次元で，(TpOp)ωpは 2n− (l − s)次元である．よって

dim im dµp = 2n− (2n− l + s) = l − s = dim g0p = dim g∗ − dim gp.

そこで，Gの作用を考えた場合に次の四つは同値．

• pにおける作用が局所自由

• ⇐⇒ gp = 0

• ⇐⇒ dµpが全射

• ⇐⇒ pが µの regular point（regular pointの定義は dµpが全射）．

0 ∈ g∗を固定する．モーメント写像の第二の条件から µ(ψg(p)) = Ad∗g(µ(p))で
あるので．p ∈ µ−1(0)としたとき µ(ψg(p)) = 0となるので，µ−1(0)に Gが作用
する．
そこで，Gが µ−1(0)への作用が自由であるとする（仮定）．このとき 0は µの

正則値である（∀p ∈ µ−1(0)が freeなので pは regular point）．よって µ−1(0)はM

の閉部分多様体である．codimは dim g∗である．（dimµ−1(0) = dimM − dimGと
なる）．
さらに，このときTpµ

−1(0) = ker dµpである（µ(µ−1(0)) = 0であるので微分した
らゼロであるので）．よって，ker dµp = (TpOp)ωpであったので，Tpµ−1(0)と TpOp
は TpM 内で ωp-直交する（しかし Gが µ−1(0)に作用するので TpOp ⊂ Tpµ

−1(0)

であることに注意）．特に．p ∈ µ−1(0)を通る軌道の接空間 TpOp は TpM 内の
isotropic部分空間である．よって，µ−1(0)内の軌道はM 内の isotropic部分多
様体である．また Tpµ

−1(0) = (TpOp)ωp から (Tpµ
−1(0))ωp = TpOp ⊂ Tpµ

−1(0)で
あるので µ−1(0)は coisotropic部分多様体である．

Remark 9.1.1. isotropicであることを直接確かめてみよう．X,Y ∈ g，p ∈ µ−1(0)

とするとX∗, Y ∗でOp上の接ベクトルは生成される．そこで

ωp(X
∗
p , Y

∗
p ) =[Y ∗, X∗]に対するハミルトン関数の点 pでの値

=−[Y,X]∗に対するハミルトン関数の点 pでの値

=µ[X,Y ]∗(p) = 0
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次の補題は次の subsectionで使う．

Lemma 9.1.2. (V, ω)をシンプレクティックベクトル空間とする．Iを isotropic部
分空間（ω|I = 0．I ⊂ Iω）．ωは Iω/I 上のシンプレクティック形式 Ωを自然に
導く．

Proof. u, v ∈ Iωとする．[u], [v] ∈ Iω/I とする．このとき Ω([u], [v]) = ω(u, v)と
定義する．これがwell-defined，非退化をみる．i, j ∈ Iとして，

ω(u+ i, v + j) = ω(u, v) + ω(u, j) + ω(i, v) + ω(i, j) = ω(u, v)

となるので well-definedである．次に非退化をみる．u ∈ Iω として ω(u, v) = 0

（∀v ∈ Iω）とする．このとき u ∈ (Iω)ω = Iとなる．よって [u] = 0である．

Remark 9.1.2. 同様にして，Iが coisotropicのとき（Iω ⊂ I），I/Iωにシンプレ
クティック構造を入れることができる．

9.1.3 Marsden-Weinstein-Meyerの定理の証明

(M,ω,G, µ)をハミルトニアンG作用とし，Gをコンパクト，さらに，Gがµ−1(0)

に自由に作用しているとする．
Gが µ−1(0)に自由に作用するので，dµpは任意の p ∈ µ−1(0)に対して全射であ
り，0は regular値である．そして µ−1(0)は次元 dimM − dimGの部分多様体で
ある．
そこで，Mred = µ−1(0)/Gは多様体であり，π : µ−1(0)→Mredは主G束である．
証明すべきはMred 上にシンプレクティック形式が存在することである．まず

µ−1(0)上にシンプレクティック形式ωを制限する（もちろん非退化性はいえない）．
ωがG不変なので µ−1(0) → µ−1(0)/Gで落とせば，Mred上の 2-fromであること
はわかる．これが非退化閉であることを見る．p ∈ µ−1(0)として，軌道上の接空
間 TpOp ⊂ Tpµ

−1(0) ⊂ TpM は (TpM,ωp)内の isotropic部分空間であった．また

(TpOp)ωp = ker dµp = Tpµ
−1(0)

であるので，補題から Tpµ
−1(0)/TpOp上にはシンプレクティック形式が存在する．

また [p] ∈ Mred = µ−1(0)/Gの接空間は T[p]Mred = Tpµ
−1(0)/TpOp であるので

Mred上に非退化 2-from ωredが存在する（まだ閉はわからない）．ωredの構成から，
i∗ω = π∗ωredである．そこで π∗dωred = dπ∗ωred = di∗ω = 0となる．π∗ :は単射な
ので（π∗ : Tpµ−1(0)→ T[p]Mredは全射），dωred = 0を得る．
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Remark 9.1.3. (M,ω)上に別のリー群H が作用しているとして，モーメント写
像 ϕ : M → h∗を持つとする．さらにH の作用と Gの作用が可換で，ϕが G不
変な関数とする．このときMred上にはH のハミルトン作用でモーメント写像が
ϕred : Mred → h∗となるものが存在（ϕred ◦ π = ϕ ◦ i）．（証明は，後で述べる直積
群の場合のシンプレクティック簡約と同様に行う）．

次は明らかであろう.

Proposition 9.1.3. (M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空間として，M がケーラー
多様体とする．つまり compatibleな複素構造が入っているとする．さらに，Gの
作用が複素構造を保存するなら，µ−1(0)/Gもケーラー多様体になる．

9.2 Reduction

9.2.1 ネーターの原理

(M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空間とする．

Theorem 9.2.1 (Noether). f :M → RをG不変関数とする．このとき f のハミ
ルトンベクトル場に対するflowの trajectory上で µは定数である．（またこの逆
も成立）．

Proof. vf をハミルトンベクトル場とする．X ∈ gとして µX = ⟨µ,X⟩ :M → Rと
する．このとき

Lvfµ
X = (vf )µ

X = ιvfdµ
X

= ιvf ιX∗ω (µがモーメント写像なので)

= −ιX∗ιvfω = −ιX∗df = −LX∗f

= 0 (f がG不変から）

逆に，µが flowの軌道上で定数なら，LX∗f = 0を得るので，f はG不変関数にな
る．

f をハミルトニアンだと思えば，µが運動に対する保存量になる．

Definition 9.2.1. G不変関数 f :M → Rを (M,ω,G, µ)の第一積分という．µが
ハミルトンベクトル場 vf の軌道上で定数のとき，対応する微分同相の 1パラメー
タ群を (M,ω,G, µ)に対する symmetryという．

上のネーターの定理は．symmetryと運動の積分の間に一対一対応しているとい
うこと．
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Remark 9.2.1. ふつうのネーターの定理とは，ラグランジアンに無限小対称性X

があるとする．また ωL =
∑

∂L
∂pi
dxiを TM 上のラグランジアンから決まる 1-from

とする．このときωL(X)はオイラーラグランジュの解曲線上で定数．(対称性があ
れば，保存量を得ることになる）．

9.2.2 reductionの基礎理論

2n次元の力学系に対してある対称性（または第一積分）があれば，それは 2n−2

次元の問題に reduceする．そこで (M,ω,H)という 2n次元ハミルトン系に対して，
fという対称性（第一積分）があったとする．以下局所的にみていく．局所的には
U をダルブー座標 x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξnとして，f = ξnとしてよい．ξnが第一積
分ということは ξn = const上に vH の軌道がある．そして，{ξn, H} = − ∂H

∂xn
= 0

であるので．H = H(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , ξn)となる．そこで ξn = c上でハミルト
ン方程式を書けば

dx1
dt

=
∂H

∂ξ1
(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c)

· · ·
dxn−1

dt
=

∂H

∂ξn−1

(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c)

dξ1
dt

= −∂H
∂x1

(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c)

· · ·
dξn−1

dt
= − ∂H

∂xn−1

(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c)

dxn
dt

=
∂H

∂ξn
(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c)

dξn
dt

= − ∂H
∂xn

(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , c) = 0

そこで reduceした相空間を

Ured = {(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , ξn−1) ∈ R2n−2

|(x1, · · · , xn−1, a, ξ1, · · · , ξn−1, c) ∈ U, for some a}

として，reduceしたハミルトニアンを

Hred : Ured ∋ (x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , ξn−1) 7→ H(x1, · · · , xn−1, ξ1, · · · , ξn−1, c) ∈ R
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とする．ξn = c上でもとの系の軌道を見つけるには，上のHredに対する軌道

x1(t), · · · , xn−1(t), ξ1(t), · · · , ξn−1(t)

を見つければよい．これは上の 2n− 2個の式を解けばよい．その後に

dxn
dt

=
∂H

∂ξn
(x1(t), · · · , xn−1(t), ξ1(t), · · · , ξn−1(t), c)

を積分して，xn(t)がもとまる．ξn(t)は c（この cは最初に決めるものである）で
あった．{

xn(t) = xn(0) +
∫ t
0
∂H
∂ξn

(x1(t), · · · , xn−1(t), ξ1(t), · · · , ξn−1(t), c)dt,

ξn(t) = c

とすれば元の系の軌道がわかる．

9.2.3 product群に対する reduction

G1, G2をコンパクト連結リー群とする．G = G1×G2とする．(M,ω,G, ψ)をハ
ミルトニアンG空間とする．ここでモーメント写像は

ψ = (ψ1, ψ2) :M → g∗ = g∗1 ⊕ g∗2

このときψが equivariant（モーメント写像の第二の条件）から，ψ1はG2で不変．
ψ2はG1で不変ということになる．(M,ω)をG1作用に関して，reduceする．

Z1 = ψ−1
1 (0)

として，G1が自由に作用しているとする．M1 = Z1/G1としてシンプレクティッ
ク形式を ω1とする（i∗1ω = p∗1ω1 on Z1）．ψ1はG2不変であるので，G2はZ1に作
用するが，G2は Z1上のG1の作用と可換であるのでM1上にG2は作用する．ま
たG2は ωを保存するので，G2は (M1, ω1)にシンプレクティック同相で作用する．
さらに，G1はψ2を保存するので，G1はψ2 ◦ i1 : Z1 → g∗2を保存する（i1 : Z1 →

M である）．よって p1 : Z1 → M1というファイバー束を考えたとき，各 fiber上
でψ2 ◦ i1は定数である．以上から µ2 :M1 → g∗2で µ2 ◦ p1 = ψ2 ◦ i1 : Z1 → g∗2とな
るものを得る．

Proposition 9.2.2. このとき (M1, ω1, G2, µ2)はハミルトニアン G2空間である．
さらに，Gがψ−1(0, 0)に自由に作用しているとき，G2は µ−1

2 (0)に自由に作用し，
次のシンプレクティック多様体としての同型を得る．

µ−1
2 (0)/G2

∼= ψ−1(0, 0)/G.
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Z1 = ψ−1
1 (0)

G1

ψ−1
2 (0) ∩ ψ−1

1 (0) = ψ−1(0, 0)

µ−1
2 (0)

M1

µ−1
2 (0)/G2 = ψ−1(0, 0)/G

G2

Proof. ψ = (ψ1, ψ2) :M → g∗1 ⊕ g∗2はモーメント写像であったので，

dψX1
1 = ιX∗

1
ω, dψX2

2 = ιX∗
2
ω

および，

⟨ψ1(g · p), X1⟩ = ⟨ψ1(p), g
−1X1g⟩, ⟨ψ2(g · p), X2⟩ = ⟨ψ2(p), g

−1X2g⟩

を満たした．（たとえば左側の式において，g = g2をとれば，X1には自明で作用す
るので ψ1がG2不変な関数であることがわかる）．
X2 ∈ g2として，[p] ∈M1 = Z1/G1とする．µ

X2
2 (p) = ⟨µ2(p), X2⟩とする．この

とき dµX2
2 = ιX∗

2
ω1を確かめる．

p∗1dµ
X2
2 = dp∗1µ

X2
2 = i∗1dψ

X2
2 = i∗1ιX∗

2
ω = ιX∗

2
i∗1ω = ιX∗

2
p∗1ω1 = p∗1(ιp1∗X∗

2
ω1)

よって p∗1が単射なので dµX2
2 = ιX∗

2
ω1となる．

次に，⟨µ2(g2 · [p]), X2⟩ = ⟨µ2([p]), g
−1
2 X2g2⟩を確かめる．まず，⟨ψ2(g2 ·p), X2⟩ =

⟨ψ2(p), g
−1
2 X2g2⟩を満たした（p ∈ Z1 ⊂M）．よって

⟨(µ2 ◦ p1)(g2 · p), X2⟩ = ⟨µ2 ◦ p1(p), g−1
2 X2g2⟩

⇒ ⟨(µ2)([g2 · p]), X2⟩ = ⟨µ2([p]), g
−1
2 X2g2⟩

⇒ ⟨(µ2)(g2 · [p]), X2⟩ = ⟨µ2([p]), g
−1
2 X2g2⟩



198 第 9章 シンプレクティック簡約

次に，Gがψ−1(0, 0)に自由に作用してるときに，G2がµ−1
2 (0)に自由に作用する

ことを証明する．ψ−1(0, 0) = ψ−1
1 (0)∩ψ−1

2 (0)である．これを p1で落とせばµ−1
2 (0)

に一致する．実際，p ∈ ψ−1
1 (0) ∩ ψ−1

2 (0)とすると ψ2(p) = ψ1(p) = 0である．そ
こで µ2 ◦ p1(p) = µ2([p]) = ψ2(p) = 0である．逆に [p] ∈ M1 = Z1/G1とすると
p ∈ Z1 = ψ−1

1 (0)であり，µ2([p]) = 0なら ψ2(p) = 0を得る．
べつの言い方をすれば，ψ−1(0, 0)は µ−1

2 (0) ⊂ M1上の主G1ファイバー束であ
る．とくに，ψ−1(0, 0)/G1 = ψ−1

2 (0)である．そこでGが自由に作用していること
およびG1, G2の可換性からG2がψ−1(0, 0)/G1 = ψ−1

2 (0)に自由に作用することに
なる．
またこのとき，µ−1

2 (0)/G2
∼= ψ−1(0, 0)/Gとなる．シンプレクティック形式が一

致することは ωがG不変であるので，構成の仕方からわかる．

上の証明をみればわかるように，直積リー群の場合には，順番に reductionすれ
ばよい．またこの方法はH ⊂ G（正規部分群）に対して，リー群G/HとHと順
番に reductionすれば，Gの reductionになることへと拡張できる．
また，ハミルトニアン G空間 (M,ω,G, µ)があったとき，H ⊂ Gに対して，

i : h→ gは i∗ : g∗ → h∗を導く．このとき µ′ := i∗µ :M → h∗とすれば，(M,ω)は
ハミルトニアンH空間になる．（証明は容易である）．たとえば，Gが余随伴軌道
Oλに作用しているとき，T ⊂ Gを極大トーラスとしてハミルトニアンT 空間と考
えると（λ ∈ t∗とする），表現論に密接に関係してくる．例えばその像は polytope

になるが，polytopeの頂点は λのワイル群軌道になる．

9.2.4 他のレベルでの reduction

(M,ω,G, µ)をハミルトニアンG空間でGがコンパクトリー群とする．
ξ ∈ g∗に対して，ξに対するレベル µ−1(ξ)を考える．これを reduceするには，

Gで保存される必要がある（ξ = 0の場合は自動的に保存される）．そのための必
要十分条件は µ ◦ ψg = Ad∗g ◦ µから

Ad∗gξ = ξ ∀g ∈ G

（つまり ξがGにより保存される）．Gがトーラス群の場合には，勝手な ξに対し
て満たされる．さらに，ϕ(p) := µ(p)− ξとすれば，これはモーメント写像となる
ので，µ−1(ξ)を考えることと ϕ−1(0)を考えることは同値である．例えば S1作用
を考えたとき，singular値を通らない場合は，上のような shiftに対して微分同相
となる．しかし，ξが変わることにシンプレクティック形式は変わる．このように
してシンプレクティック多様体の familyを作ることができる．
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µ−1(ξ)がG不変でない場合には，µ−1(ξ)内のG軌道上で考えるとか，µ−1(ξ)を
保存するようなGの最大群を取るなどの方法がある．
µ−1(ξ)内のG軌道上で考える方法について述べる．p ∈ µ−1(ξ)とする．このと
き µ(g · p) = Ad∗g ◦ µ(p) = Ad∗gξであるので，µ

−1(ξ)の軌道の µでの像は ξの随伴
軌道である．そこで，Oを g∗内の余随伴軌道として，標準的なシンプレクティッ
ク構造ωcを入れておく．O−を−ωcをもつ軌道Oとする．M ×O−へのGの自然
な作用を考えて，モーメント写像として

µO(p, ξ) = µ(p)− ξ

をとることができる．このM×O−に対して，reductionの仮定が満たされる（µ−1
O (0)

への作用が自由）とすると，我々は余随伴軌道Oに随伴したシンプレクティック
簡約空間を得る．

Proof. モーメント写像になることを確かめてみる．まず，シンプレクティック構
造は ω′ = pr∗1ω − pr∗2ωc（twisted product）．これがシンプレクティック構造にな
ることを確かめる．dω′ = 0はすぐにわかる．また非退化性は，M を 2n次元，O
を 2k次元とすると，(ω′)n+k = constωn ∧ ωkc であることからわかる．さて，余随
伴軌道上のシンプレクティック形式は

−ωc,ξ(X∗
ξ , Y

∗
ξ ) := −⟨ξ, [X,Y ]⟩

として定めるのであった．そして，余随伴軌道上でのモーメント写像は µc : O ∋
ξ → ξ ∈ g∗であった．これより，µOがモーメント写像になることはすぐわかる．

ξの軌道Oξ が一点 ξの場合には µ−1
O (0) = µ−1(ξ) ⊂ M × {ξ}になる．たとえ

ば，ξ = 0のときは ξの軌道は 0のみであるので，これは普通のシンプレクティッ
ク簡約になる．一般には，µ−1

O (0) = µ−1(O)である．つまり軌道Oの逆像に対す
る reductionである．µ−1

O (0)/Gは µ−1(O)に対するシンプレクティック簡約を行っ
たことになる．よって µ−1(O)/G ∼= µ−1

O (0)/Gというシンプレクティック同相を得
ることがわかる．

9.2.5 blow-up in complex geometry

ここでは簡約空間の一つの応用として，シンプレクティック爆発（blow-up）に
ついて触れる．シンプレクティックblow-upは，あるシンプレクティック多様体か
ら，新しいシンプレクティック多様体を構成する重要なテクニックの一つである．
この subsectionで，複素幾何での blow-up（特に，点での blow-up）を説明し，次
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の subsectionで．シンプレクティック blow-up及び簡約空間を使った具体的に構成
について説明する．
複素多様体における blow-upを説明する．blow-upとは複素多様体と部分複素多

様体に対して定義できるものであるが，まずは点に対する blow-upについて詳し
く解説する．
まずCnでの一点 blow-upについて述べる．Cn×CPn−1に対する部分多様体 C̃n

を
C̃n = {(z1, · · · , zn; [w1, · · · , wn])|z = λw for some λ ∈ C}

とし，各成分への射影を

Φ : C̃n → Cn, pr : C̃n → CPn−1

とする．まず pr : C̃n → CPn−1はCPn−1上の複素直線束で，universal line bundle

である．

Proof. 簡単のためn = 2で考える．[w1, w2] ∈ CP1のfiberを考えてみる．(z1, z2) =
λ(w1, w2)であるので，(z1, z2)はC2内の原点をとおり方向が (w1, w2)の直線であ
る．よって，これはCP1上の universal line bundleになっている．
また，C̃nの局所座標としては，例えばwn ̸= 0のとき，

Cn ∋ (z1, · · · , zn−1, zn) 7→ (znz1, · · · , znzn−1, zn, [z1, · · · , zn−1, 1]) ∈ C̃n

Cn ∋ (z1/zn = w1/wn, · · · , zn−1/zn = wn−1/wn, zn)← (z1, · · · , zn, [w1, · · · , wn−1, wn]) ∈ C̃n

とすればよい．この張り合わせを考え，推移関数を計算すればuniversal line bundle

になっていることは確かめられる．また，Φは局所座標では，

Φ : (z1, · · · , zn−1, zn)→ (znz1, · · · , znzn−1, zn) ∈ Cn

となっているので，正則写像である．

このΦを詳しく見てみよう．まず，Φ−1(Cn \ {0})上でΦは全単射かつ双正則で
ある．さらにΣ = Φ−1(0) = CPn−1（例外因子 exceptional divisorという）であ
る．また，Cn上の U(n)の作用は，自然に C̃nへの作用へと liftし，Φは U(n)同
変である．

Proof. Φが全射は明らかである．つぎに Φ((z1; [w1])) = Φ((z2; [w2]))と仮定する
と，z1 = z2 ̸= 0であり，zi = λiwiの λi ̸= 0であるので，w1 = w2が成立する．
よって単射である．また，局所座標表示からCn \ {0}においてΦの微分はゼロで
ないことがわかるので双正則であることもわかる．また

Φ−1(0) = {(0, · · · , 0; [w1, · · · , wn])} = CPn−1
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となる．
また Cnの U(n)の作用をリフトさせるには，(z, [w]) → (Az, [Aw])とすればよ
い（z = λwからAz = λAwとなる）．このときΦが U(n)同変であることは明ら
かである．

以上の考察により，C̃nは，Cnの原点を通るすべての直線の全体と同一視でき，
C̃nはΣ = Φ−1(0)上の univrsal直線束Lとなることがわかった．特に，C̃n内のΣ

の normal束が universal line bundleとなっている．

C̃n

Φ−1(0) = CPn−1

Cn

この C̃n を Cn の原点における blow-upと呼ぶ．簡単に言えば，Cn の原点を
CP n−1に取り換えたものである．もう少し幾何学的に述べてみる．Cnの原点の
近傍であるD2n = {z ∈ C||z| ≤ ϵ|}を Cnから切り取る．その境界は S2n−1であ
る．一方，Hopf-fibration Cn ⊃ S2n−1 → S2n−1/S1 = CP n−1を考える．これは，
CP n−1 上の universal line budleの unit sphere bundleであり，universal budnle

内で zero-sectionであるCP n−1の近傍の境界と見なせる．そこで，この unit disk

bundleを Cn \ D2nに，境界 S2n−1に沿って張り合わせたものが，blow-up C̃nで
ある．

Remark 9.2.2. 複素幾何で知られているように c1(L) = −cである，ここで cは
H2(CPn−1,Z)の生成元．特に，n = 2のとき ⟨c1(L), [Σ]⟩ = −1である．

以上をモデルとして，一般の複素多様体上での一点 blow-upを定義しよう．M
を n次元複素多様体として，ある点 pの近傍 (W, p)を (U, 0) ⊂ (Cn, 0)と双正則と
なるようにして，(W, p)を取り除いてΦ−1(U)を貼り付ける．また，CnからCnの
0を保存する双正則写像があれば C̃n → C̃nという双正則写像へ liftするので，こ
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の操作は（十分小さい）近傍W の取り方よらず，well-definedである．つまり，で
きた多様体らは双正則となる．このようにして得られた複素多様体 M̃ をM の点
pにおける一点 blow-upという．π : M̃ → M を得るが，S = π−1(p)とすれば，
π : M̃ \ S →M \ {p}は双正則写像である．

Proof. well-definedを確かめてみる．p ∈Mの近傍における正則座標を z ∈ U ⊂ Cn

として，(z′1, · · · , z′n) = (f 1(z). · · · , fn(z))を別の正則座標とするして，U ′ = f(U)

とする．また，f i(0) = 0としても一般性を失わない．U の原点における blow-up

を Ũとして，新しい座標での blow-upを Ũ ′と書くことにする．f iをべき級数展開
すれば，１次以上の項しかないので，f i(z) =

∑
f ij(z)zjと書くことができる．こ

こで f ij(z)は f ij(0) =
∂f i

∂zj
(0)となる正則関数である．このような f ijの取り方はたく

さんある．さて，f の拡張を

f̃ : Ũ ∋ (z, [w]) 7→ (z′, [w′]) = (f(z), [
∑

f 1
j (z)wj, · · · ,

∑
fnj (z)wj]) ∈ Ũ ′

として定義する．z = λwであるので，z ̸= 0なら，λ ̸= 0であり，

[
∑

f 1
j (z)wj, · · · ,

∑
fnj (z)wj] = [f 1(z), · · · , fn(z)]

と f ij の取り方によらずにwell-definedである．また，z = 0の場合には，

[
∑

f 1
j (0)wj. · · · ,

∑
fnj (0)wj] = [

∑ ∂f 1

∂zj
(0)wj, · · · ,

∑ ∂fn

∂zj
(0)wj]

となるので，f ij の取り方によらずに well-definedである．つまり，上の f̃ は f か
ら uniqueに決まる正則関数である．さらに，次の図式を可換にしていることがわ
かる．

Ũ
f̃−−−→ Ũ ′

Φ

y yΦ′

U \ {0} f−−−→ U ′ \ {0}

また，可換であることと Φ : Ũ \ Φ−1(0) → U \ {0}が双正則であることから，
f̃ : Ũ \Φ−1(0)→ Ũ ′ \Φ′−1(0)は双正則である．あとはΦ−1(0)の近傍で双正則であ
ることを確かめればよい．次のように示せばよい，f̃ の構成と同様にして，f̃−1を
作れる．このように作った f̃−1が f̃ : Ũ \Φ−1(0)→ Ũ ′ \Φ′−1(0)に対し逆写像であ
ることは明らかである．また，z′ = 0のところ（Φ′−1(0)のところ）では，f̃−1は，

[
∑ ∂(f−1)1

∂zj
(0)w′

j, · · · ,
∑ ∂(f−1)n

∂zj
(0)w′

j]
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となるので， ∑ ∂fk

∂zj
(0)

∂(f−1)j

∂zi
(0)wi =

∑
δki wi = wk

により，f̃−1は，f̃ : Φ−1(0)→ Φ′−1(0)の逆写像になっていることがわかる．また，
局所座標を使えば f̃ , f̃−1は正則関数であることがわかる．以上から，f̃ は双正則
である．

さらに C̃nは CPnから一点を除いたものと向きも込みで微分同相である．よっ
て M̃はM#CPnと微分同相となる．CPnはCP nの向きを入れ替えたものであり，
複素多様体とは限らない．
二つの微分多様体M,M ′の連結和M#M ′を定義しておく．M,M ′を n次元微
分多様体とする．B ⊂ Rnを単位円盤とする．また，U ⊂ M，U ′ ⊂ M ′という開
集合で，h : B ∼= U，h′ : B ∼= U ′となるので hは向きを保存する微分同相，h′は
向きを逆にする微分同相とする．また，

ϕ : B \ 1
2
B̄ ∋ x 7→ x

2|x|2
∈ B \ 1

2
B̄

とすれば，これは向きを逆にする微分同相である．そこで，

M#M ′ := (M \ h(B̄/2)) ∪h′◦ϕ◦h−1 (M ′ \ h′(B̄/2))

とする．ここで，h′ ◦ ϕ ◦ h−1 : h(B) \ h(B̄/2) → h′(B) \ h′(B̄/2)という向きを保
つ微分同相により「糊しろ」の部分がうまく張り合うことになる．

このように新しい向きつきの微分多様体を得ることができる．また h, h′, U, U ′

の取りかたによらず，M#M ′の微分同相類は変化しない．これをMとM ′の連結
和という．また，向き付き多様体をM とすると，その向きを逆にした微分多様体
を M̄ とする．
さて，M̃ はM#CPnと微分同相となることを証明しよう．
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Proof. 連結和は局所的な性質なので，局所的に証明すればよい．そこで，M を単
位開円盤 U ⊂ Cnとして，blow-up Ũ を使って証明する．
まず U#CP nを構成しよう．上の連結の和の説明における hを h = idとする．

また，
h′ : U ∋ z = (z1, · · · , zn) 7→ [1, z1, · · · , zn] ∈ U ′ ⊂ CP n

とする．CP nは向きを逆にしたものであるので，h′ : U → U ′は向きを逆にする微
分同相である．このようにして，

U#CP n = (U \ Ū/2) ∪h′◦ϕ (CP n \ h′(Ū/2))

が得られる．ここで，ϕ : U \ 1
2
Ū ∋ x 7→ x

2|x|2 ∈ U \
1
2
Ū である．また，今の場合に

は，(U \ Ū/2)が糊しろの部分であるので，U#CP n = CP n \ h′(Ū/2))である．
さて，次に blow-up Ũ を考える．blow-upでの射影を以前のように，

Φ : Ũ = {(z, [w]) ∈ Ũ ||z| < 1} ∋ (z, [w]) 7→ z ∈ U

としておく．我々は，

F : U#CP n = CP n \ h′(Ū/2))→ Ũ

という向きを保つ微分同相で．糊しろの部分で

F = Φ−1 ◦ ϕ ◦ h′−1 : h′(U) \ h′(1
2
Ū) ∼= {(z, [w]) ∈ Ũ |

1

2
< |z| < 1}

となるものを構成すればよい．このようなものが構成できれば，一般の場合に M̃ =

M#CP nがわかる．この写像は具体的に，次のようにすればよい．

[w] = [w0, w
′] = [w0, w1, · · · , wn] ∈ CP n

に対して，

F : CPn \ h′(1
2
Ū) ∋ [w] 7→ (z, [w]) = (

w̄0

2

w1

|w′|2
, · · · , w̄

0

2

wn
|w′|2

, [w′]) ∈ Ũ

とすればよい．これが我々が求めるものであることを確かめよう．
まず，z = λw′の関係式も満たしており．F (c[w]) = F ([w])も満たしている．つ

まり，F はwell-definedな写像である．また，

CPn \ h′(1
2
Ū) = {[w0, w

′] = [1, w′/w0] ∈ CPn | |w′|/|w0| > 1/2}

h′(U) \ h′(1
2
Ū) = {[w0, w

′] = [1, w′/w0] ∈ CPn | 1/2 < |w′|/|w0| < 1}
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となるので，

|z|2 =
∑ |w0|2

4

|wi|2

|w′|4
=
|w0|2

4|w′|2
< 1

が成立する．よって，F (CPn \ h′(1
2
Ū)) = Ũ となることもわかる．さらに，

Φ−1◦ϕ◦h′−1([w0, w
′]) = Φ−1◦ϕ(w′/w0) =

w′

2w0

|w0|2

|w′|2
= Φ−1(

w̄0w
′

2|w′|2
) = (

w̄0w
′

2|w′|2
, [w′])

となるので，糊しろの部分で F = Φ−1 ◦ ϕ ◦ h′−1となることがわかる．また，

w̄0

2

w′

|w′|2

を見ると，w̄0のところで，向きが逆になり， w′

|w′|2 の部分でも向きが逆になる．こ
れらを合わせれば，F は向きを保つ写像であることがわかる．また，F−1を簡単
に構成できるので，以上を合わせれば向きを保つ微分同相であり，糊しろの部分
で F = Φ−1 ◦ ϕ ◦ h′−1となる．
次のように幾何的の述べることもできる．n = 2の場合にCP2 \ {[1, 0, 0]}から

C2 × CP2への写像を

F ([1, z2, z3]) = (
z̄0z2

|z2|2 + |z3|2
,

z̄0z3
|z2|2 + |z3|2

; [z2, z3]))

として定義する．これがCP2 \ {[1, 0, 0]}から C̃n ⊂ C2 ×CP2への微分同相写像を
与えていることはすぐにわかる．また，{[0, z2, z3] ∈ CP 2}が exceptional divisor

Φ−1(0)に対応しており，ここでは向きは保たれている．F が向きを保つ写像であ
るとすると，CP2内の CP1の normal束の第一チャーン類は cであり，一方 Σの
normal束の第一チャーン類は−c上である．これは矛盾するので，向きは逆になっ
ている．

Remark 9.2.3. C̃nはCP n−1上の line budleであったので，CP n−1と同じホモト
ピー型をもつ．そこで，Mayer-Vietoris議論により，M の１点 blow upした M̃ の
コホモロジーは

H∗(M̃) = H∗(M)⊕ H̃∗(CP n−1)

Remark 9.2.4. M を複素多様体としたとき，点 pの blow-upは微分多様体として
は，M̃はM#CPnであることから，微分多様体としての構造は点 pに依存しない．
しかし，複素多様体としての構造は異なる可能性がある．

Remark 9.2.5. 次は個人用の覚書：M を n次元複素多様体として，π : M̃ → M

を一点 blow-upとする．E = π−1(0)を exceptional divisorとする．このとき，

KM̃
∼= π∗KM ⊗ [E]n−1
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が成立．p ∈ N ⊂M を複素部分多様体とすれば，

Ñ = π−1(N \ {p})

は M̃の部分複素多様体で，Nの proper transformationという．Nが hypersurface

なら，Ñ はN の点 pでの blow-upに双正則．

以上で点の blow-upの説明を終える．逆に，CPn−1という部分多様体でnormal

束がLと同型なものがあれば（例外因子があれば），この blow-upと逆の操作を
行うことができる．これを blow-downという．ちなみにXと Y が双有理同値と
は blow-upと blow-downの操作を何回か行って双正則となるものである（本当は，
ちょっと違う．複素曲面の場合はこの定義でかまわない）．
blow-upの具体的な例を挙げておこう．

EXAMPLE 9.2.1. CP n−1上の universal line bundle Lと自明な line bundleの直
和 bundleを考え，fiberを射影化する．つまり P (L⊕ C)である．また，

β : P (L⊕ C) ∋ ([p], [λp : w]) 7→ [λp : w] ∈ CP n

右辺の [λp : w]はCn+1の直線である．また，[p] ∈ CP n−1に対して，この直線は
L[p] ⊕ C ⊂ Cn+1内にある．さて，P (L ⊕ C)は CP n−1 × CP n内の部分集合であ
るが，

([x1, · · · , xn], [y1, · · · , yn, yn+1]) ∈ CP n−1 × CP n

という座標を使うと，x1yi − xiy1 = 0という方程式で与えられる代数多様体であ
る．実際，

[p] = [x1, · · · , xn], [λp : w] = [y1, · · · , yn, yn+1]

より，
(λx1, · · · , λxn, w) = (ky1, · · · , kyn, kyn+1)

となるので，x1yi − y1xi = 0を得る．つまり，

P (L⊕ C) = {[x], [y] ∈ CP n−1 × CP n|x1yi − y1xi = 0}

また，P (L⊕ C)内の

E := {([p], [0, · · · , 0, 1]) ∈ P (L⊕ C)|[p] ∈ CP n−1} ∼= CP n−1

は，βにより，[0, · · · , 0, 1] ∈ CP nへ移される．一方で，その補集合上では微分同
相で移る．

S := {([p], [λp, w]) ∈ P (L⊕C)|[p] ∈ CP n−1, λ ∈ C∗, w ∈ C} ∼= CP n\{[0, · · · , 0, 1]}
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そこで，P (L⊕ C)はCP nの一点 blow-upである．
このCP 2の一点 blow-upは第一Hirzebruch曲面（m = 1のとき）と呼ばれるも
のである．一般のHirzebruch曲面は，

Wm = {([a, b], [x, y, z]) ∈ CP 1 × CP 2|amy − bmx = 0}

で定義され，上の例のようにすれば，P (O(m)⊕C)と同一視できる．O(m) = Lm

のこと．また，CP 1 ×CP 2 → CP 1をWmに制限すれば，CP 1上の P 1(C)束にな
ることがわかる．実際，b ̸= 0として，u = a/b，f(t) = 1

1+t−m とすれば，

ϕ : C× CP 1 ∋ (u, [v, w]) 7→ ([u, 1], [f(|u|)ūmv, f(|u|)v, w]) ∈ Wm

が束の自明化を与えるている．a ̸= 0でも同様にすれば，推移関数は

ψ−1 ◦ ϕ(u, [v, w]) = (u, [
ūm

|u|−m
v, w])

となる．このように，Hirzebruchk曲面は二つのD2×CP 1を境界であるS1×CP 1

のところで．

g : S1 × CP 1 ∋ (z, [v, w]) 7→ (z, [z̄k, v, w]) ∈ S1 × CP 1

により張り合わせたものとなっている．また，mが偶数のときは，S2×S2に微分
同相であり，mが奇数のときは，C̃P 2

に微分同相である．

Proof. 張り合わせ関数を考えると，

z 7→ ([v, w] 7→ [z̄mv, w])

は S1 → SO(3)となっている．これはmが偶数の場合には定数 loopに homotopic

であり，mが奇数ならm = 1の場合に homotopicであることがわかるので，mが
偶数なら，自明束であり，S2束は S2 × S2に微分同相．奇数なら C̃P 2

に微分同
相．

EXAMPLE 9.2.2. Q = C2/Z2とする．ここでZ2 = {1,−1}でスカラー倍で作用
させている．π : C2 → Qを射影として，q0 = π(0)とする．q0以外のところでは，
２重被覆を与えておりZ2は正則構造と可換なので，Q \ {q0}は複素多様体となり，
πは q0以外のところで２重被覆を与えている．さて，(t1, t2) ∈ C2に対して，

z0 = t1t2, z1 = t21, z2 = t22

とすれば，QはC3内の代数超曲面

C2 ∋ (t1, t2) 7→ (t1t2, t
2
1, t

2
2) ∈ H = {(z0, z1, z2) ∈ C3|z20 = z1z2} ⊂ C3
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は原点以外のところで２重被覆を与えており，(0, 0, 0) ∈ Hに対応するには (0, 0) ∈
C2に対応する．よって，HはQに同一視される．特に，Hにおける (0, 0, 0)が特
異点がある．
さて，C3を原点で blow-upすれば，

C̃3 = {(z, [w]) ∈ C3 × CP 2|z = λw}

を得る．また，

Φ−1(H \ {0}) = {(z, [w]) ∈ C̃3|z ̸= 0, w2
0 = w1w2}

であるが，この閉包Φ−1(H \ {0})は，

H̃ = {(z, [w]) ∈ C̃3|w2
0 = w1w2} ⊂ C̃3

となり，C̃3の局所座標を用いれば，複素部分多様体となることがわかる．また，

C = π−1(H ∩ {0}) = {(0, [w])|w2
0 = w1w2} = {[w] ∈ CP 2|w2

0 = w1w2}

であり，これはCP 1である．実際，CP 2の通常の coveringでU1∪U2に含まれるこ
とがわかるが，U1 ∩C上で，z2/z1 = (z0/z1)

2なので，正則座標として u1 = z0/z1
として．同様にU2 ∩C上で u2 = z0/z2（z1/z2 = (z0/z2)

2）とすれば，座標変換は
u2 = 1/u1となる．よって，CはCP 1と双正則である．これは．

CP 1 ∋ [1, z] 7→ [1, z, z2] ∈ CP 2

を拡張したものであり，CP 1はCP 2内の次数２の曲線である．
さて，Φ−1(H \ {0}) ∼= H \ {0}であるので，上で行った操作は，Hの特異点の

部分をCP 1に取り換えたことに対応する．このように，blow-upは特異点を除去
するためによく使われる操作である．

点における blow-upは理解できたので，部分多様体における blow-upを簡単に
解説しておく．考え方は同じである．U ⊂ Cnを原点の近傍として，

V = U ∩ {z ∈ Cn|zm+1 = · · · = zn = 0}

とする．このとき，

ŨV := {(z, [w] = [wm+1, · · · , wn]) ∈ U×CP n−m−1|ziwj = zjwi∀i, j = m+1, · · · , n}

とすると，Φ : ŨV → U は V を除いて双正則であり，例外因子として EV =

Φ−1(V ) ∼= V × CP n−m−1を持つ．この ŨV が V での blow-upである．
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Proof. ŨV を Φ−1(V )の部分と ŨV \ Φ−1(V )に分けて考える．まず，Φ−1(V ) ∼=
V × CP n−m−1である．写像としては，

Φ−1(V ) ∋ (z, [w]) 7→ (Φ(z), [w]) ∈ V × CP n−m−1

を考えればよい．実際，z ∈ Φ−1(V )とは，Φ(z) ∈ V なので zm+1 = · · · = zn = 0

となる．よって，(z, [w]) ∈ Φ−1(V )の [w]は任意のとれるので，全射である．ま
た，単射や微分同相も明らかであろう．一方で，(z, [w]) ∈ ŨV \ Φ−1(V )の場合に
は，zm+1, · · · , znのいずれかはゼロでないので，zが定まれば，[w]も定まる．こ
のことから，Φ : ŨV \Φ−1(V )→ U \ V が全単射となる．双正則であることも座標
をとって示せばよい．

また，pr : ŨV → EV = Φ−1(V ) = V × CP n−m−1は，CP n−m−1上の universal

line bundle Lの V × CP n−m−1への引き戻したものであることがわかる．ゼロ切
断であるEV の ϵ近傍の境界は，V × S2(n−m)−1となる

Proof. (z, [w]), (z′, [w′]) ∈ ŨV に対して，pr(z, [w]) = pr(z′, [w′])とする．つまり，
同じファイバー上にあるとする．このとき，(Φ(z), [w]) = (Φ(z′), [w′])なので，z1 =
z′1, · · · , zm = z′mとなり，[w] = [w′]と z, wの関係式から，[zm+1, · · · , zn] = [w] =

[w′] = [z′m, · · · , z′n]となる．つまり，(zm+1, · · · , zn)，(z′m, · · · , z′n)はCn−m内の [w]

方向の直線である．

さて，一方で，V のCn内での管状近傍（または normal束）は，

V ×W = {(z1, · · · , zm, zm+1, · · · , zn)|z ∈ U} → V

と書ける．その（fiber方向の）境界は V ×S2(n−m)−1であり，先ほどの境界と一致
する．そこで，Cn内で V の近傍を取り出して，境界に沿ってL→ V ×CP n−m−1

のゼロ切断の近傍を代わりにくっつけたものが，blow-up ŨV である．簡単に言え
ば，Cn内でm次元部分多様体 V を V × CP n−m−1を取り換えることに対応する．
一般の場合を考えてみる．Xをn次元複素多様体として，Y をm次元部分複素多
様体とする．h : X → U かつ h(Y ) = V となる局所座標をとることができるので，
ŨV を得る．これらを Y に沿って張り合わせていくとにより．Xの Y での blow-up

X̃Y という複素多様体を得ることができる．exceptilonal divisor E = π−1(Y )を考
えると π : E → Y は，Y のXにおける normal束を射影化したものになっている．

Remark 9.2.6. このとき，KX̃Y

∼= π∗KX ⊗ [E]n−m−1が成立．
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9.2.6 シンプレクティック blow-up

さて，以上のことをシンプレクティック多様体でも行うことが可能である．その
概略を述べたい（詳細は [Macduff-Salamon]）．C̃n上の blow-up シンプレクティッ
ク形式とは，U(n)不変なシンプレクティック形式 ωであり，ω−Φ∗ω0がコンパク
トサポートを持つものである．ここでΦ : C̃n → Cnであり，ω0はCnの標準的な
シンプレクティック形式である．また，二つの blow-upシンプレクティック形式が
同値とは，ある U(n)同変微分同相で移りあうこと．このとき，それらを Φ−1(0)

へ制限したとき等しいことが同値であるための必要十分条件である（by Guillemin

Sternberg）．さらに Ωϵ（ϵ > 0）を blow-upシンプレクティック形式で Φ−1(0)へ
制限したとき ϵωFSとなるもの全体の集合とする．そして，Cnの ϵ-blow-upとは，
(C̃n, ω)（ω ∈ Ωϵ）のことである．
具体的には次のようにすれば，ϵ-blow upが作れる．

j : C̃n → Cn × CP n−1

を埋め込みとする．ω0をCn上の標準的なシンプレクティック形式として，ωFSを
CP n−1上の Fubini-Study形式とする．このとき

ωϵ = j∗(ω0 + ϵωFS)

とする．: C̃nは複素部分多様体であるので，Cn×CP n−1上のケーラー形式を制限
すれば，そこでもケーラー形式となるのであった．よって，ωϵはシンプレクティッ
ク形式となる．また，例外因子Σ = Φ−1(0)上で，ϵωFSとなる．
Φ : C̃n \ Σ → Cn \ {0}は双正則写像であった．そこで，Φ∗ω0と ωϵが一致すれ

ばよいのであるが，それはうまくいかない．次のような補正をすれば，双正則性
は崩れるが，シンプレクティック同相になる．
Dϵ ⊂ Cnとして，

fϵ : Cn \Dϵ ∋ z 7→
√
|z|2 − ϵ
|z|

z ∈ Cn \ {0}

という微分同相を考える．また，Φ : C̃n \Σ→ Cn \ {0}によりCn \ {0} ∼= C̃n \Σ
とみなす．このとき，

f ∗
ϵ ωϵ = ω0

となる．つまり，(Cn \Dϵ, ω0)と (C̃n \ Σ, ωϵ)はシンプレクティック同相である．
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Proof. ω0 =
i
2
∂∂̄|z|2であり，ωFS = i

2
∂∂̄ log |w|2である．そこで，

j∗(ω0 + ϵωFS) =
i

2
∂∂̄(|z|2 + ϵ log |z|2) = i

2
∂(
∑

zidz̄i + ϵ
∑ zi
|z|2

dz̄i)

=
i

2
(
∑

dzi ∧ dz̄i + ϵ
∑ |z|2dzi − zi

∑
z̄kdzk

|z|4
∧ dz̄i)

=
i

2
(
∑
i

dzi ∧ dz̄i +
ϵ

|z|2
∑
i

dzi ∧ dz̄i −
ϵ

|z|4
(
∑
i

z̄kdzk) ∧ (
∑
i

zidz̄i)

となる．また f−1
ϵ (z) =

√
1 + ϵ

|z|2 zであるので，

df−1
ϵ (z)i = (1 + ϵ/|z|2)1/2dzi − (1 + ϵ/|z|2)−1/2 ϵzid|z|2

2|z|4

であるので，

f−1
ϵ (
∑

dzi ∧ dz̄i) =(1 + ϵ/|z|2)
∑

dzi ∧ dz̄i −
ϵ

2|z|4
∑

(z̄idzi − zidz̄i) ∧
∑

(z̄kdzk + zkdz̄k)

+ (1 + ϵ/|z|2) ϵ2

4|z|6
d|z|2 ∧ d|z|2

=(1 + ϵ/|z|2)
∑

dzi ∧ dz̄i −
ϵ

|z|4
∑

z̄idzi ∧
∑

zkdz̄k

以上のことを合わせれば，f ∗
ϵ ωϵ = ω0となる．

さて，(M,ω)をシンプレクティック多様体として，ある点 qでダルブー座標を
とりCnの原点の近傍と同一視する．このとき，近傍の外側でのシンプレクティッ
ク構造を変えずに，原点で ϵ-blow-upすることができる．つまり，原点の近傍を，
C̃nの zero切断CP n−1の近傍に置き換えるのである．このとき，ωϵ−Φ∗ω0がコン
パクトサポートを持つことから，原点近傍の外側のシンプレクティック構造は変わ
らないわけである．このようにして得られたシンプレクティック多様体を点 qでの
ϵ blow-upとよぶ．

Remark 9.2.7. (M,ω)のある点での ϵ blow-upを (M̃, ω̃)とする．また，例外因子
をE = Φ−1(0)とする．M̃ = (M \Dϵ)∪ D̃ϵと分割すれば，(M \Dϵ)∩ D̃ϵ

∼= S2n−1

である．そこで，Mayer-Veitoris sequnseを使うと．

0 7→ H2(M̃)→ H2(M \Dϵ)⊕H2(D̃ϵ)→ 0

が成立する．そこで，ω̃のそのコホモロジー類は．[ω̃] = [ω] + ϵ[ωFS]と書ける．
我々の ϵ-blow-upの構成法で，できたシンプレクティック多様体がwell-definedか？
つまり，構成の際のいろいろなものの取り方によらずシンプレクティック同相にな
るのか？という疑問がわくが，[ω̃]は構成の仕方によらないので，Moserのトリッ
クを使えば，well-definedとなる．
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さて，簡約空間を使って ϵ blow-upを構成しよう．以下で述べるのは Lermanに
よるシンプレクティック cuttingの特別な場合である [Lerman]．M をシンプレク
ティック多様体としてハミルトニアン S1作用があるとする．モーメント写像は µ1

とする．また (C, dx ∧ dy)を µ(z) = −|z|2として標準的な S1作用によりハミルト
ニアン S1空間と思う．さらに，µ1は点 qにおいて唯一つの非退化な最小値となる
とする．さらに µ1(q) = 0とする．また，ϵが十分小さいなら，S1は µ−1

1 (ϵ)に自由
に作用しているとする．このときM × Cに S1を作用させて，モーメント写像

µ(p, z) := µ1(p)−
1

2
|z|2

を考える．このとき ϵは regular値である．そして，

µ−1(ϵ) ={(p, z) ∈M × C|µ1(p)−
1

2
|z|2 = ϵ}

={(p, 0) ∈M × C | µ1(p) = ϵ} ∪ {(p, z) ∈M × C | µ1(p) > ϵ, |z| =
√

2(µ1(p)− ϵ)}

となる．前者は µ−1
1 (ϵ)であり，後者は

{(p, z) ∈M×C|µ1(p) > ϵ, |z| =
√

2(µ1(p)− ϵ)} ∋ (p, z) 7→ (p,
z

|z|
) ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞))×S1

により，µ−1
1 ((ϵ,∞))× S1に S1同変微分同相である．

Proof. (p, z/|z|) = (p′, z′/|z′|)とすれば，p = p′，arg z = arg z′，また，|z| =√
2(µ1(p)− ϵ) = |z′|となるので，z = z′となり，単射となる．(p, eiθ) ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞))×
S1に対して，(p,

√
2(µ1(p)− ϵ)eiθ)をとれば，全射が分かる．また，滑らかである

ことや S1同変であることも明らか．

このように，
µ−1(ϵ) = µ−1

1 (ϵ)/S1 ∪ {p ∈M |µ1(p) > ϵ}

となるので，シンプレクティック簡約Mϵ = µ−1(ϵ)/S1は開部分多様体 µ−1((ϵ,∞))

を含み，その補集合が µ−1
1 (ϵ)/S1となるものである．つまり，シンプレクティック

多様体M の qの周りを切って，シンプレクティック部分多様体である µ−1
1 (ϵ)/S1

を加えて閉じることになる．
上で，µ1に対していくつか仮定したが，それらの仮定により，同変Darboux座

標をとれば，(w1, · · · , wn) ∈ Cnという座標で，q = 0であり，S1が

(w1, · · · , wn) 7→ (t−1w1, · · · , t−1wn)

と作用し，ω0 =
i
2

∑
dwi ∧ dw̄iとしてよい．そして，モーメント写像は

µ1 =
1

2
(|w1|2 + · · ·+ |wn|2)
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である．このようにすれば，qは µ1に最小値で非退化臨界点である（また S1作
用の固定点）．そこで，µ−1

1 (ϵ)は S2n+1(ϵ) ⊂ Cnとみなせる．これを S1で割れば，
CP n−1であり，シンプレクティック形式は ϵωFSとなる（Excersice 10.1.7を参照．
ωFSはFubini-Study形式）．このように，簡約空間の一部であるµ−1

1 (ϵ)/S1上では
ϵωFSとなる．
次に，µ−1

1 ((ϵ,∞))の部分を考えてみよう．S1同変微分同相

{(p, z) ∈M×C|µ1(p) > ϵ, |z| =
√

2(µ1(p)− ϵ)} ∋ (p, z) 7→ (p,
z

|z|
) ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞))×S1

を思い出す．右辺が局所座標と考えて，

i : µ−1
1 ((ϵ,∞))×S1 ∋ (p, θ) 7→ (p, r, θ)→ (p,

√
2(µ1(p)− ϵ), θ) ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞))×C ⊂M×C

がS1同変埋め込みである．また，µ−1
1 ((ϵ,∞))×S1をS1で割った空間を考えると，

(µ−1
1 ((ϵ,∞))× S1)/S1 ∋ [p, eiθ] 7→ eiθp ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞))

により，well-definedかつ微分同相である．そこで射影は，

π : µ−1
1 ((ϵ,∞))× S1 ∋ (p, θ)→ eiθp ∈ µ−1

1 ((ϵ,∞)) = (µ−1
1 ((ϵ,∞))× S1)/S1

となる．M ×Cのシンプレクティック形式を ω + ω0として，商空間のシンプレク
ティック形式を ωredとする．このとき，i∗(ω + ω0) = π∗ωredが成立するのであっ
た．ω0 = rdr ∧ dθである．r =

√
2(µ1(p)− ϵ)であるので，

i∗(ω + ω0) = i∗(ω + rdr ∧ dθ) = ω + dµ1 ∧ dθ

また，µ1 =
1
2
(|w1|2 + · · · |wn|2)であったので，

dµ1 =
1

2

∑
(w̄idwi + widw̄i)

一方，ω = i
2

∑
dwi ∧ dw̄iであったので，

π∗ω =
i

2

∑
d(eiθwi) ∧ d(e−iθw̄i)

=
i

2

∑
(idθeiθwi + eiθdwi) ∧ (−idθe−iθw̄i + e−iθdw̄i)

=
i

2

∑
dwi ∧ dw̄i −

1

2

∑
dθ ∧ widw̄i +

1

2
w̄idwi ∧ dθ

= ω + dµ1 ∧ dθ
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このように，ωred = ωとなることがわかる．このように，シンプレクティック
簡約Mϵ = µ−1(ϵ)の開部分多様体 µ−1

1 ((ϵ,∞))上の簡約シンプレクティック形式は，
M 上のものと一致する．
以上から，簡約空間Mϵは ϵ-blow-upに一致．また，上の構成法は，Darboux

座標をとれば，任意のシンプレクティック多様体で局所的に行えることが理解で
きる．
また，Mがケーラー多様体ならば，M×Cもケーラー多様体である．propositon

9.1.3により，その簡約空間にもケーラー構造が入る．よって，M がケーラー多様
体なら blow-up M̃ もケーラー多様体である．ただし，局所的な構成の際に見た
ように，M \ Up → M̃ はシンプレクティック埋め込みであるがケーラー多様体と
しての isomteryは与えない．
(M,ω)にS1作用と可換なリー群Kがハミルトニアン作用しているとき，M×C

の第一成分へKを作用させることを考える．production群に対する reducitonがで
きるので，M̃ にKがハミルトニアン作用する．M にトーラス T kがハミルトニア
ン作用している場合を考える．次の chapterで証明するように，µ :M → t∗ = Rk

による像 µ(M)は凸多面体である．X ∈ tをとり，S1 = {exp tX|t ∈ R} ⊂ T k作
用を考える．T kは可換群であるので，T kの作用と S1の作用は可換である，この
S1作用を使って，ϵ blow-upを構成する．blow-upした多様体のモーメント写像に
よる像は，

µ(M) ∩ {ξ ∈ t∗|⟨ξ,X⟩ ≥ ϵ}

である．
上の簡約空間を使ったシンプレクティック blow-upの一般化が，Lermanによる

シンプレクティック cutting．(M,ω)がシンプレクティック多様体で，ハミルトニ
アン S1作用があるとして，S1が µ−1

1 (ϵ)に自由に作用しているとする．よって，ϵ
は regular値であることに注意．上と同様にして，M ×C上で µ = µ1− 1

2
|z|2を考

える．そして，

M̄µ1≥ϵ := µ(ϵ)/S1 = {(w, z) ∈M × C|µ1(w)−
1

2
|z|2 = ϵ}/S1

M̄µ1≤ϵ := µ(ϵ)/S1 = {(w, z) ∈M × C|µ1(w) +
1

2
|z|2 = ϵ}/S1

を考えることができる．Mµ1≥ϵとMµ1≤ϵに，どちらも µ1(ϵ)/S
1を貼り付けて閉じ

たものである．この埋め込まれたシンプレクティック部分多様体 µ1(ϵ)/S
1は余次

元が 2であり，normal bundleは反対方向を向いているので，Gompfによるシン
プレクティック gluingが行える．それで gluingすると元のM が再現されるので
ある．そこで，この操作を cuttingと呼ぶ．
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9.2.7 Orbifolds

EXAMPLE 9.2.3. G = Tnとする．ξ ∈ g∗に対して µ−1(ξ)は Gの作用で保存
される．ξが µの regular値であるとする（サードの定理から，µの singular値は
メジャーゼロであった．つまり ξ は genericな点．ただし，µ−1(ξ) = ∅の場合も
regularというので，以下の話は µ−1(ξ) ̸= ∅となる regular値の話）．µ−1(ξ)は余
次元が nの部分多様体である．さて ξが regularであるので，dµpが全射．よって
gp = 0（∀p ∈ µ−1(ξ)）．つまり µ−1(ξ)上の各点の stabilizerは有限群である．（自
由ということを仮定してないのでこのようなことが起こる）．そこで µ−1(ξ)/Gは
ある orbifoldになる．
Gpを pでの stabilizerとすると slice定理よりG ·pの近傍はG×Gp Vpのゼロ切断

の近傍とかける．ここでVp = Tpµ
−1(ξ)/Tp(G ·p)である．そこで，µ−1(ξ)/Gは局所

的にはS/Gpとなる．ここでSは Vp内の適当な円盤．よって局所的には µ−1(ξ)/G

はRk内の円盤をある有限群で割ったものとなる．つまり，orbifoldとなる．

EXAMPLE 9.2.4. S1の Cnへの作用 eiθ(z1, z2) = (eikθz1, e
iθz2)を考える（ただ

し k ≥ 2の整数）．さらにモーメント写像として

µ : C2 ∋ (z1, z2) 7→ −
1

2
(k|z1|2 + |z2|2) ∈ R

をとる．（これがモーメント写像となることは，前と同様に証明すればよい）．ξ < 0

は regularであり µ−1(ξ)は３次元 ellipsoidである．さらに stabilzerは，z2 ̸= 0の
ときは {1}であり，z2 = 0のときは Zkである．
よって µ−1(ξ)/S1は cone headとよばれる orbifoldになる．それは cone angleが

2π/k（type k）の特異性がある coneを一つ持つ．

EXAMPLE 9.2.5. S1の C2への作用として，eiθ(z1, z2) = (eikθz1, e
ilθz2)を考え

る（ここで k, lは互いに素）．このとき (z1, 0)の stabilizerはZk，(0, z2)の stabilzer

は Zl，z1 ̸= 0, z2 ̸= 0の stabilzerは {1}である．µ−1(ξ)/S1は football orbifoldと
いい．二つの cone singularityをもつ．一つは type kで，一つは type lである．
より一般に S1の Cnへの作用を考えると，いわゆる weighted projective space

を得る．
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この章では，まずモーメント写像のいくつかの例を与える．またリー群Gがシ
ンプレクティック作用しているときに，それがいつハミルトニアン作用になるか，
またハミルトン作用になるなら，それは一意的かについて議論する．実はリー群
が半単純ならシンプレクティック作用は必ずハミルトニアン作用になり，一意的で
ある．その次にトーラス作用の場合にモーメント写像による像が凸になることを
証明する（これまでの知識を精一杯つかって証明する）．さらに，トーラス作用の
特別な場合であるシンプレクティックトーリック多様体を定義する．

10.1 モーメント写像の例
EXERCISE 10.1.1. (M1, ω1, G, µ1)と (M2, ω2, G, µ2)がハミルトニアンG空間と
する．このとき µ :M1 ×M2 → g∗を

µ(p1, p2) = µ1(p1) + µ2(p2)

で与えると (M1 ×M2, p
∗
1ω1 + p∗2ω2)に対するモーメント写像である．（この例はす

ぐに証明できる）．

EXERCISE 10.1.2. Tn ⊂ Cnを考える．このトーラスをCnへ

(t1, · · · , tn) · (z1, · · · , zn) = (tk11 z1, · · · , tknn zn)

として作用させる．このときモーメント写像を

µ(z1, · · · , zn) = −
1

2
(k1|z1|2, · · · , kn|zn|2)+const vector (c1, · · · , cn) ∈ Rn = Lie(Tn)∗

とすれば，ハミルトン作用になる．（reductionしたら，一般に orbifoldが現れる）．

Proof. まず，Gの作用がシンプレクティックであることは i/2
∑
dzi∧dz̄i =

∑
tkii dzi∧

t̄kidz̄iであることからわかる．
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可換群なので，第二の条件はモーメント写像がTn不変となることであるが，こ
れはあきらかである．そこで dµX = ιX∗ωを確かめる．X = (θ1, · · · , θn) ∈ g = Rn

とすれば，
X∗ =

∑
ikiθizi∂/∂zi − ikiθiz̄i∂/∂z̄i

である（これは実ベクトルで X̄∗ = X∗である）．µX = ⟨µ,X⟩ = −1
2

∑
θiki|zi|2 +∑

ciθiであり，これを微分すると

dµX = −1

2

∑
θiki(z̄idzi + zidz̄i)

となる．一方で ω = i/2
∑
dzi ∧ dz̄iであるので．

ιX∗ω = −1/2
∑

kiθi(zidz̄i + zidz̄i)

となる．よってモーメント写像である．

EXERCISE 10.1.3. Gの余随伴表現G · ξを考える．これはシンプレクティック
多様体となり，Gの作用はシンプレクティック作用であった．さらに，モーメント
写像を g∗への埋め込みとする：

µ : G · ξ ∋ g · ξ 7→ g · ξ ∈ g∗

このとき，ハミルトニアン作用となる（これは既に証明した）．

EXERCISE 10.1.4. U(n)を (Cn, ω0)に自然に作用させる．このときモーメント
写像として

µ(z) =
i

2
zz∗

をとれば，ハミルトニアン G作用である．ここで u(n)と u(n)∗を内積 (A,B) =

tr (A∗B)で同一視している．

Proof. まず，( i
2
zz∗)∗ = − i

2
zz∗を満たすので，µの像は u(n)∗ = u(n)に入る．

さて，U(n)の元を実と虚部に分解する．g = h+ ik．gの作用はR2n上では(
h −k
k h

)

となる．これは (R2n, ω0)と見たときのシンプレクティック作用である．実際U(n) ⊂
Sp(2n,R)であった．
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X = V + iW ∈ u(n)とすれば，V = −V t, W = W tを満たす．そこで µX を求
めると

µX(z) = ⟨ i
2
zz∗, X⟩ = i

2
tr (zz∗X) =

i

2
z∗Xz

=
i

2
(xt − iyt)(V + iW )(x− iy) = −1

2
xtWx+ ytV x− 1

2
ytWy

である．そこでこれを微分すれば

dµX = −1

2
(dxtWx+ xtWdx) + dytV x+ ytV dx− 1

2
(dytWy + ytWdy)

= −xtWdx− xtV dy + ytV dx− ytWdy

となる．一方でX∗は

X∗ = V x−Wy + i(Wx+ V y) ∈ TxR2n = R2n = Cn

であるので ω =
∑
dxi ∧ dyiへ代入すると

ιX∗ω = dytV x− dytWy− dxtWx− dxtV y = −xtV dy− ytWdy− xtWdx+ ytV dx

となるので dµX = ιX∗ωを満たす．次に µX(gz) = µg
−1Xg(z)を確かめる．

µX(gz) =
i

2
(gz)∗Xgz =

i

2
z∗g∗Xgz = µg

−1Xg(z)

となる．以上から (Cn, ω0, U(n), µ)はハミルトニアンG作用である．

EXERCISE 10.1.5. U(k)のk×n行列 (Ck×n, ω0)への作用を考える．u(k)とu(k)∗

は内積により同一視しておく．この作用に関するモーメント写像を

µ(A) =
i

2
AA∗ +

1

2i
id ∈ u(k)∗ ∼= u(k)

とすればハミルトニアン U(k)作用である．

Proof. Ck×nはCk × · · · × Ckとみなす．このときCkへのハミルトニアンG作用
をすでにもとめた．そのときのモーメント写像は

µi(z) :=
i

2
zz∗ i = 1, · · · , n

であった．A = (z1, · · · , zn)としてあらわせばAA∗ =
∑
ziz

∗
i である．よって µ :=∑

µiはモーメント写像になる（この subsectionの最初の exciseから）．
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さらに µ−1(0)を考えると

µ−1(0) = {A ∈ Ck×n|AA∗ = id}

であり，U(k)は自由に作用する．実際，gA = Aとなら，g = gAA∗ = AA∗ = id

となる．µ−1(0)を U(k)の作用で簡約したものは，

µ−1(0)/U(k) = Gr(k, n)

である．特に，k = 1の場合には，S1の (Cn, ω0)の作用であり，

µ−1(0)/U(1) = Gr(1, n) = CP n−1

となる．

Proof. Cn内で k次元平面をとり，そのエルミート正規直交基底をとって並べれば
µ−1(0)の元Aを得る．さらにこのとり方は U(k)の分だけの曖昧さがある．

EXERCISE 10.1.6. U(n)を n × n複素行列のシンプレクティック空間 (Cn2
, ω0)

へ
A 7→ gAg−1

により作用させる．このときモーメント写像として，

µ(A) =
i

2
[A,A∗]

とすれば，ハミルトニアン U(n)作用である．

Proof. まず，

(
i

2
(AA∗ − A∗A))∗ = − i

2
(AA∗ − A∗A)

であるので，µ(A) ∈ u(n)∗ ∼= u(n)となる．
シンプレクティック形式は i/2tr dA∧ dA∗とかける．これが随伴作用で不変であ
ることは tr(dgAg−1∧d(gAg−1)∗) = trdA∧dA∗からわかる．次にX = −X∗ ∈ u(n)

とすると，

µX(A) = ⟨ i
2
[A,A∗], X⟩ = i

2
tr ([A,A∗]X)

である．これを微分すれば

dµX(A) =
i

2
tr ([dA,A∗]X) +

i

2
tr ([A, dA∗]X)
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となる．一方でX∗ = XA− AXであるので

ιX∗ω = i/2tr (XA− AX)dA∗ − i/2tr dA(A∗X∗ −X∗A∗)

= i/2tr [X,A]dA∗ + i/2tr dA[A∗, X]

= i/2tr [X,A]dA∗ + i/2tr dA[A∗, X]

= i/2trX[A, dA∗] + i/2tr [dA,A∗]X

よって µX(A) = ιX∗ωとなる．次に µX(gAg−1) = µgXg
−1
(A)を確かめる．

µX(A) = i/2tr([gAg−1, (gAg−1)∗]X) = i/2tr(g[A,A∗]g−1X) = i/2tr([A,A∗]g−1Xg)

となる．以上からモーメント写像であることがわかる．

また，
µ−1(0) = {A ∈ gl(n,C) | AA∗ = A∗A}

となるので，いわゆる正規行列の全体である．この空間にはGは自由に作用しな
い．例えば，A = idとすれば，gidg−1 = idは，任意の g ∈ U(n)も満たす．また，
正規行列であるための必要十分条件はユニタリ行列によって対角化できることで
あった．この事実を使えば，µ−1(0)/Gがわかる（多様体ではないけど）．

EXERCISE 10.1.7. (R2n+2, ω0)を (Cn+1, ω0)とみなして S1作用を考える．作用
は (zk) 7→ (eitzk)．このときモーメント写像として

µ : Cn+1 ∋ z 7→ µ(z) = −1

2
|z|2 + 1/2 ∈ R

とすれば，ハミルトニアン作用になる．さらに，µ−1(0)/S1 = CPnで，簡約シン
プレクティック形式は Fubini-Study形式になる．

Proof. µ−1(0)/S1 = CPnはすでに証明したが，もう一度書けば．

dµ = −1

2
d(
∑

r2i )

X∗ =
∑

∂/∂θi Xは 1 ∈ R = LieS1のこと

ιX∗ω = −
∑

ridri = −
1

2

∑
dr2i

であった．また µは S1不変なのでモーメント写像である．

µ−1(0) = {z ∈ Cn+1|
∑
|zi|2 =

∑
r2i = 1} = S2n+1

これを S1の作用で割ったらCPnである．
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さて，Fubini-Study形式は pr : Cn+1 \ {0} → CPnとすれば，

pr∗ωFS =
i

2
∂∂̄ log |z|2 = i

2
∂
∑ zi
|z|2

dz̄i =
i

2
(

∑
dzi ∧ dz̄i
|z|2

−
∑
z̄idzi ∧

∑
zjdz̄j

|z|4
)

であった．これをS2n+1へ制限すれば |z|2 = 1及び，
∑
zidz̄i = 0 =

∑
z̄idziが成立

するので i∗ i
2

∑
dzi∧ dz̄iとなる．これはもとのシンプレクティック形式ω0をS2n+1

へ制限したものに等しい．これより ωredは Fubini-Study形式である．

また，(Cn+1, ω0)に，S1を

(z1, · · · , zn+1) 7→ (t−1z1, · · · , t−1zn+1)

として作用させる．このとき，

µ : Cn+1 ∋ z 7→ µ(z) =
1

2
|z|2 ∈ R

とすれば，モーメント写像になることがわかる．また，q = 0がµの最小値であり，
非退化臨界点である．さて，ϵ ∈ Rをとって，µ−1(ϵ)を考える．µ−1(ϵ) = Sn+1(ϵ)と
半径 ϵの球面であり，S1は自由に作用している．この場合には，pr∗ωFSをSn+1(ϵ)

へ制限すれば，ϵ−1i∗ i
2

∑
dzi ∧ dz̄iである．よって，ωred = ϵωFSとなる．

このように，他のレベルでの reductionを考えると，シンプレクティック形式の
familyを得る．

EXERCISE 10.1.8. (Cn+1, ω0)上で S1 × U(n+ 1)の自然な作用を考える．これ
はシンプレクティック作用である．そこでモーメント写像を

ψ1 ⊕ ψ2 : Cn+1 ∋ z 7→ (−1

2
|z|2 + 1

2
,
i

2
zz∗) ∈ R⊕ u(n+ 1) = R∗ ⊕ u(n+ 1)∗

として定義する．ψ1はS1に対する，ψ2はU(n+1)に対するモーメント写像であっ
たので，ψ1⊕ψ2がモーメント写像であるための第一条件は満たされる．また，第
二条件については，ψ1がU(n+ 1)の作用で不変で，ψ2が S1の作用で不変でなけ
ればならないが，これは満たしている．よって，上のモーメント写像によって，ハ
ミルトニアンG空間になる．
そこで，ψ−1

1 (0) = S2n+1を考える．ψ−1
1 (0)/S1 = CPnを得る．U(n+1)とS1の作

用は可換なので，(CPn, ωred)上のU(n+1)の作用はシンプレクティック作用となる．
またS1はψ2を不変にするので，ψ2 : ψ

−1
1 (0)→ u(k)を落としてµ2 : CPn+1 → u(n)

というモーメント写像を得る．
以上から，(CPn, ωFS)上のU(n+1)の自然な作用はハミルトニアン作用であり，
モーメント写像は

CPn ∋ {[z]||z|2 = 1} 7→ i

2
zz∗ ∈ u(k)
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である．もし斉次座標でやる場合には

CPn ∋ [z] 7→ i

2|z|2
zz∗ ∈ u(k)

とすればよい．

EXERCISE 10.1.9. (CPn, ωFS)上の Tn+1の次の作用を考える．

(t1, · · · , tn+1)[z1, · · · , zn+1] = [tk11 z1, · · · , t
kn+1

n+1 zn+1]

これはシンプレクティック作用であることはすぐにわかる．先ほどと同様にS1×Tn+1

の (Cn+1, ω0)に対するハミルトン作用を考えれば．モーメント写像として，

µ([z]) = − 1

2|z|2
(k1|z1|2, · · · , kn|zn|2) + const vector

を考えればよい．

10.2 モーメント写像の存在と一意性

10.2.1 ベクトル場のリー環

(M,ω)をシンプレクティック多様体とする．また v ∈ X(M)に対して vがシン
プレクティックとは ιvωが閉．vがハミルトニアンとは ιvωが exactであった．
シンプレクティックベクトル場の全体Xsymp(M), ハミルトンベクトル場の全体

Xham(M)はリー環となる．また C∞(M)もポアソン積でリー環になる（{f, g} =
ω(Xf , Xg)）．またH1(M,R)及びRは自明なリー括弧でリー環となる．そこで次
の二つのリー環の完全系列を得る．

0→ Xham(M)
i−→ Xsymp(M)

v 7→[ιvω]−−−−→ H1(M,R)→ 0

0→ R i−→ C∞(M)
f→Xf−−−→ Xham(M)→ 0

特にH1(M,R) = 0ならXham(M) = Xsymp(M)である．また第二式は中心拡大で
あることに注意する．
Gを連結リー群とし，シンプレクティック作用を ψ : G→ Symp(M,ω)とする．

これから無限小作用を得る．

dψ : g ∋ X → X∗ ∈ Xsymp(M)

を得る．これはリー環の反準同形である．つまり [a, b]∗ = −[a∗, b∗]である．



10.2. モーメント写像の存在と一意性 223

Proof. これは左作用としているからで，主束の場合の基本ベクトル場の場合には
右作用なので準同形になることに注意する．よく知られてることだが証明してみ
る．まず，(Lg)∗a

∗ = (Ad(g)a)∗であることを証明する．((Lg)∗a
∗)x = (Lg)∗a

∗
g−1x

である．a∗g−1xは (exp ta) · g−1 · xに対する t = 0での微分である．この (Lg)∗によ
る像は g(exp ta) · g−1 · xの t = 0での微分である．よって (exp tAd(g)a) · xの t = 0

での微分となり (Ad(g)a)∗xとなる．
さてベクトル場のリー環の定義は,

[X,Y ]x = lim
t→0

Yx − (ϕt)∗Yϕ−t(x)

t

である．ここで Yx, (ϕt)∗Yϕ−t(x) ∈ TxMであるので極限をとることには意味がある．
一方でリー環の積は

[a, b] = lim
t→0

b− Ad(exp−ta)b
t

である．そこで

[a∗, b∗]x = lim
t→0

a∗x − (exp ta)∗b
∗
(exp−ta)x

t
= lim

t→0

a∗x − (Ad(exp ta)b)∗x
t

= −[a, b]∗x

となる．

さてリー群の作用がハミルトニアン作用とは，次の二条件を満たすもの．（た
だしGが連結と仮定する）．

1. dψ : g→ Xsymp(M)が dψ : g→ Xham(M)という環準同型に lift．

2. 上の場合に，C∞(M)への liftが存在するが（C∞(M)→ Xham(M)の全射性
から），そのような liftのうち，g→ C∞(M)がリー環の準同形となるもので
ある．

つまり µ∗ : g → C∞(M)というリー環の準同形で，次を可換にするものが存在す
ること

C∞(M)
f 7→Xf−−−−→ Xham(M)

i−−−→ Xsymp(M)

∃µ∗
x ∃

x xdψ
g g g

Proof. 余モーメント写像 µ∗ : g → C∞(M)が存在したとする．X ∈ gに対して，
µ∗(X)をハミルトニアンとすればX∗がハミルトンベクトル場であった．よって，
dψは liftして，

dψ : g ∋ X 7→ X∗ ∈ Xham(X) ⊂ Xsymp(M)
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を得る．さらに，
µ∗ : g→ C∞(M)

が dψの liftである．µ∗がリー環の準同形であることと，X{f,g} = −[Xf , Xg]から，

[X,Y ] 7→ µ∗([X,Y ]) = {µ∗(X), µ∗(Y )} 7→ −[X∗, Y ∗]

となるので，dψは環準同型である．逆に，条件を満たせば，ハミルトニアン作用
であることは同様にすればよい．

dψ : g→ Xham(M)という liftの準同形があるだけではハミルトン作用にはなら
ない．例えばH1(M,R) = 0なら必ず dψ : g → Xham(M)が存在するし，C∞(M)

への liftが可能であるが，これが準同形になるかを確かめる必要がある．それには，
リー環のコホモロジーを調べることになる．

10.2.2 リー環のコホモロジー

gをリー環とする．そして
Ck := Λkg∗

とする．このとき線形作用 δ : Ck → Ck+1を

δc(X0, · · · , Xk) =
∑
i<j

(−1)i+jc([Xi, Xj], X0, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk)

と定義する．このとき δ2 = 0であり，リー環のコホモロジー群を得る．つまり

Hk(g,R) :=
ker δ : Ck → Ck+1

im δ : Ck−1 → Ck

Remark 10.2.1. これは自明表現のリー環のコホモロジーである．(V, ρ)をg-module

とすれば，一般には ω : g× · · · × g→ V（交代）の元全体でCk(g, V )という複体
を考えて微分を

δc(X0, · · · , Xk) =
∑

(−1)jρ(Xj)c(X0, · · · , X̂j, · · · , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jc([Xi, Xj], X0, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk)

とすればコホモロジーが定まる．

さらに，



10.2. モーメント写像の存在と一意性 225

Theorem 10.2.1. gをコンパクトリー群Gのリー環とすると

Hk(g,R) = Hk
deRham(G)

である．

Proof. Λkg∗は左G不変k-formの全体ΩL(G)と同一視できる．ここでd : ΩL(G)→
ΩL(G)かつd2 = 0であり．HL(G)を考えることができる．さて，ι : Ω∗

L(G)→ Ω∗(G)

という写像を得るが，Gがコンパクトより微分形式を積分により平均すればG不
変微分形式にできる．つまり，ρ : Ω∗(G) → ΩL(G)を得る．さらに dと可換であ
る．また，ρ ◦ ι = idであるが，ι ◦ ρは恒等写像とはならないが，ホモトピー作用
素を構成することができ，コホモロジーでの同型を与え，HL(G) ∼= HdeRham(G)を
得る．さて，同型 χ : ΩL(G)→ Λkgを得たが，これは d, δと可換である（easy）．
よって，HL(G) ∼= H(g,R)が成立する．（実は，両側 G不変な形式全体 ΩI(G)と
H∗(G) ∼= H(g,R)は同型である）．

さて，H1(g,R)の意味を考えよう．C1 = g∗であり，g上線形汎関数全体である．
c ∈ g∗とすると，定義から δc(X0, X1) = −c([X0, X1])となる．そこで gの交換子
イデアル [g, g]とすれば，δc = 0とは c ∈ g∗が [g, g]上でゼロとなることである．
よって [g, g]の anihilatorを [g, g]0 ⊂ g∗とすれば

H1(g,R) = [g, g]0

となる．さて，Gがコンパクトと仮定すると，g上にAd不変内積 F が存在する．
つまり，

F (X, [Y, Z]) = F ([X,Y ], Z)

となる内積が存在する．そこで．X が [g, g]の F に対する直交補空間に入ること
とX ∈ Z(g)であることは同値である．実際，F (X, [g, g]) = 0は，F ([X, g], g) = 0

と同値なので，F が正定値から [X, g] = 0と同値であり，X ∈ Z(g)と同値．よっ
て，F : g∗ → gと同一視すれば，

F : g∗ ⊃ [g, g]0 ∼= Z(g) ⊂ g

となる．つまり，
H1(g) ∼= Hom(Z(g),R)

である．特に，コンパクトリー群Gに対して，g = [g, g]とZ(g) = 0は同値である．

Definition 10.2.1. コンパクトリー群Gが semisimpleとは g = [g, g]となるこ
とである．よって，コンパクトリー群について次は同値である．
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• g = [g, g]

• H1(g,R) = 0

• Z(g) = 0

Remark 10.2.2. コンパクト群のリー環はZ ⊕ [g, g]と分解できるのであった．こ
のことからも中心がゼロと同値であることがわかる．

EXAMPLE 10.2.1. U(n)は semisimpleではない．実際そのリー環を考えるとRid
という１次元部分空間があり．これは [g, g]ではあらわせない．もしあらわせたな
らトレースがゼロになるがRidはトレースはゼロでない．(semisimpleならリー
環のトレースがゼロ）．
SU(n), SO(n), Sp(n)というコンパクト古典群は semisimpleである．よってH1(G,R) =

0である（H1(M,Z) ̸= 0はありえる）．任意の可換群は semisimpleではない．な
ぜなら [g, g] = 0となってしまうからである．例えば S1は semisimpleではない．

次にH2(g,R)の意味を考える．c ∈ C2とすれば

δc(X0, X1, X2) = −c([X0, X1], X2) + c([X0, X2], X1)− c([X1, X2], X0)

である．また c = δbとは

c(X0, X1) = δb(X0, X1) = −b([X0, X1])

である．

Theorem 10.2.2. リー群Gがコンパクトかつ semisimpleであるとする．この
ときH2 = 0である．

（証明は「リー群論」[伊勢・竹内]をみよ）．

Remark 10.2.3. 代数的位相幾何で知らられているように，Gがコンパクト連結
リー群なら，

H∗(G : R) = ∧(x2p1+1, · · · , x2pr+1) x2pi+1 ∈ H2pi+1(G;R)

という同型が成立する（H∗(G)のHopf代数構造を使うことによる）．右辺は外積
代数であるので，x2p+1 ∧x2p+1 = 0であることに注意する．この事実からも，Gが
コンパクト semi-simpleならH2(G;R) = 0がわかる．
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10.2.3 モーメント写像の存在

Theorem 10.2.3. シンプレクティックG作用があるとする．このときH2(g,R) =
0，H1(g,R) = 0なら，その作用はハミルトニアンになる．

Corollary 10.2.4. Gが semisimpleなら，任意のシンプレクティックG作用は
ハミルトニアンである．

Proof. ψ : G → Symp(M,ω)をシンプレクティックG作用とする．H1 = 0から
g = [g, g]が成立する．X,Y ∈ Xsymp(M)に対して [X,Y ] ∈ Xham(M)であったの
で（定理 7.1.1），シンプレクティックベクトル場はハミルトンベクトル場となる．
つまり

dψ : g = [g, g]→ Xham(M)

という準同形写像を得る．さらにこの作用がハミルトニアンであるためには µ∗ :

g→ C∞(M)で次を可換にするものが存在する必要がある．

C∞(M)
f 7→Xf−−−−→ Xham(M) ⊂ Xsymp(M)

∃µ∗
x dψ

x
g g

そこで，gの基底Xiに対して，X∗
i はωを保存するからシンプレクティックベクト

ル場であり，上で述べたように，ハミルトンベクトル場になる．よって，ある関数 f

が存在して，X∗
i = Xfとなる．そこで，線形に拡張して τ : g ∋ X → τX ∈ C∞(M)

という線形写像を得ることができる（Xτ(X) = dψ(X)）．しかしこれはリー環の準
同形とは限らない．
[X,Y ] ∈ gを基底であらわせば写像の定義から τ [X,Y ]は [X,Y ]∗に対するハミルト
ン関数である．一方で，τX , τY という関数に対するポアソン括弧をとれば {τX , τY }
は−[X∗, Y ∗]に対するハミルトン関数である．[X,Y ]∗ = −[X∗, Y ∗]であるので，上
で作ったハミルトン関数の差は定数であり，

c(X,Y ) := τ [X,Y ] − {τX , τY }

とかける．よって c ∈ C2となる．さらにヤコビ律（[·, ·]及び {·, ·}に対する）から，
δc = 0であり，H2 = 0から

c(X,Y ) = −b([X,Y ])

とかける b ∈ g∗が存在する．そこで

µ∗ : g ∋ X 7→ τX + b(X) = µX ∈ C∞(M)
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とすれば，これはリー環の準同形になる（b(X)は定数である）．実際，

µ∗([X,Y ]) = τ [X,Y ] + b([X,Y ]) = {τX , τY } = {µX , µY }

となる．

Remark 10.2.4. semisimpleでない場合．例えばS1シンプレクティック作用がいつ
ハミルトニアンになるかは問題である．この問題に対する部分的解答は [Macduff-Salamon]

を参照せよ．

10.2.4 モーメント写像の一意性

Gをコンパクトリー群とする．

Theorem 10.2.5. H1(g,R) = 0とすると，ハミルトニアンG作用は存在すれば
一意である．

Proof. µ∗
1, µ

∗
2を二つの余モーメント写像とする．

C∞(M)
f 7→Xf−−−−→ Xham(M) ⊂ Xsymp(M)

µ∗1

xµ∗2 dψ

x
g

=−−−→ g

X ∈ gに対して，µX1 , µ
X
2 は両方ともX∗に対するハミルトン関数である．よって

µX1 − µX2 = c(X)は局所定数関数である．（M は連結として）c ∈ g∗が定まる．さ
らに µ∗

1, µ
∗
2はリー環の準同形であるので

c([X,Y ]) = µ∗
1([X,Y ])− µ∗

2([X,Y ]) = {µ∗
1(X).µ∗

1(Y )} − {µ∗
2(X).µ∗

2(Y )}
= ω(X∗, Y ∗)− ω(X∗, Y ∗) = 0

となる．よって，δc = 0である．H1 = {0}であるので，c = 0である．

Corollary 10.2.6. 一般に，µ :M → g∗というモーメント写像があるとする．こ
のとき c ∈ [g, g]0 ⊂ g∗を勝手にとれば µ+ cもモーメント写像である．またモーメ
ント写像は [g, g]0の部分を除いて一意である．特にGがコンパクトなら，Z(g)の
部分を除いて一意的．

上の証明をみればわかるように，liftはH1(g)で分類される．さらにそのリフト
が準同形になるための十分条件としてH2(g) = 0がある．（より詳しいことは，例
えば牛腸「connection付の hermitian line bundleをめぐって」[牛腸]をみよ）．
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Corollary 10.2.7. Gが semisimpleならシンプレクティック作用はハミルトニア
ン作用となり，モーメント写像は一意である．Gが可換群なら，シンプレクティッ
ク作用はハミルトニアンでないかもしれない．もしハミルトニアン作用があった
場合には，対応するモーメント写像は c ∈ g∗ = [g, g]0を除いて一意である．

EXAMPLE 10.2.2. (T2, dθ1 ∧ dθ2)上で S1作用を θ1の回転として定義する．こ
れはシンプレクティック作用であるがハミルトニアンではない．

Proof. この場合のハミルトニアンとは，X∗ = ∂/∂θ1がハミルトンベクトル場であ
ることである．

ιX∗ω = dθ2

となるが，dθ2が exactでなければならない．しかし θ2に対応する S1で積分すれ
ば
∫
S1 dθ2 = 1となり exactとすると矛盾する．

10.3 Tmの作用と凸性

10.3.1 凸性定理

以下ではG = Tmの場合のハミルトニアンG作用を考える．

Theorem 10.3.1 (Atiyah, Guillemin Sternberg). (M,ω)をコンパクト連結シンプ
レクティック多様体とする．ψ : Tm → Symp(M,ω)がモーメント写像µ :M → Rm

をもつハミルトン作用であるとする．このとき次が成立する．

1. µのレベル集合は連結である．

2. µの像は凸である．

3. 作用の固定点の集合は連結シンプレクティック部分多様体の有限個の和であ
り，その各集合Cj（j = 1, · · · , N）のモーメント写像の像である定数ベクト
ルを µ(Cj) = ηjとする．このとき像 µ(M)は {ηj}jの凸包（convex hull）で
ある．つまり

µ(M) = {
N∑
j=1

λjηj|
N∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0}

（これは，各頂点を線分で結んだ多角形の内部と境界をあわせたものである．
もちろん，その多角形の内部に，頂点が含まれていてもよい）．

このモーメント写像の像をmoment polytopeという．
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以下の証明はAtiyahによるもので，mについての帰納法で行う．

• Am：µのレベル集合は連結である．（任意のTmの作用に対して）．

• Bm：µの像は凸である（任意の Tmの作用に対して）．

証明の stepは次のように行う．

1. まずA1はモース理論を使う．後で見る．

2. Am−1 ⇒ Amに対しては，後でみる．

3. B1はR内での凸性なので，自明．

4. Am−1 ⇒ Bm．

Am−1 ⇒ Bm を証明する．まず単射な行列 A ∈ Zm×(m−1) を考える．ここで
A : Rm−1 → Rmであるが，A ∈ Zm×(m−1)より

A : Tm−1 ∋ (x1, x2, · · · , xm−1)→ (
m−1∑
j=1

a1jxj, · · · ,
m−1∑
j=1

amjxj) ∈ Tm

となる．そこで
ψA : Tm−1 ∋ θ 7→ ψAθ ∈ Symp(M,ω)

というシンプレクティック作用を得る．これはモーメント写像 µA = Atµ : M →
Rm−1をもつハミルトン Tm−1作用になる．

Proof. 可換群なのでまずTm−1不変であることを確かめる．つまり µA(ψAθ(x)) =

µA(x)であるが，これはもとの µがTm不変であるので明らかである．次に dµXA =

ιX∗ωを考える．X ∈ LieTm−1であるが，これが引き起こす基本ベクトル場はAX ∈
LieTmとして (AX)∗である．一方 µXA = ⟨µA, X⟩ = ⟨Atµ,X⟩ = ⟨µ,AX⟩であるの
で，もとの µがモーメント写像であることから µAがモーメント写像であることが
わかる．

さて，p0 ∈ µ−1
A (ξ)を勝手にとる．このとき

p ∈ µ−1
A (ξ) ⇐⇒ Atµ(p) = ξ = Atµ(p0)

となるので
µ−1
A (ξ) = {p ∈M |µ(p)− µ(p0) ∈ kerAt}

である．主張「Am−1」が成立しているので，µ−1
A (ξ)は連結であることがわかる（仮

定は勝手な Tm−1作用に対してレベル集合が連結であった）．よって µ−1
A (ξ)内の
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点 p0と p1は道 ptで µ−1
A 内で結べる．よって µ(pt)− µ(p0)は kerAt内の道になる．

しかしAが単射なので kerAtは一次元である．よって µ(pt)は µ(p0)と µ(p1)の線
分に像として一致する．よって µ(p0)と µ(p1)を結ぶ線分は µ(M)に入る．つまり

(1− t)µ(p0) + tµ(p1) ∈ µ(M) 0 ≤ t ≤ 1

である．
さて p0, p1 ∈M を勝手にとれば，十分近い p′0, p

′
1および単射なA ∈ Zm×(m−1)を

とって µ(p′1) − µ(p′0) ∈ kerAtとなるようにできる．（つまり µ(p′1) − µ(p′0)はある
ベクトルであるが，そのベクトル方向が kerAtとなるようにとればよい．また方
向は一般には無理数係数であるが有理数で近似する．そこで p′0 → p0, p

′
1 → p1に

すればよい）．よって µ(M)は凸である．またM がコンパクトより µ(M)は閉で
ある．
定理の３番目の主張を証明する．（もちろん，定理の１，２番目の主張は仮定す
る）．作用ψの固定点をCとする．後で証明するがCは連結なシンプレクティック
部分多様体の有限個の和である．C = C1∪C2∪· · ·∪CNとする．モーメント写像の
equivariant性からこれらの集合上で定数ベクトルである．つまりµ(Cj) = ηj ∈ Rm．
上で証明したことから {η1, · · · , ηN}の凸閉包は µ(M)に含まれる．そこでこの逆
を証明すればよい．ξ ∈ Rmとして，ξが {η1, · · · , ηN}の凸閉包に含まれないとす
る．X ∈ Rmとして，成分がQ上独立なもので，

⟨ξ,X⟩ > ⟨ηj, X⟩ ∀j

となるものをとる．これは，ξが {η1, · · · , ηN}の凸閉包に含まれないことから，こ
のようなものがとれる．実際，下図のように，ξが凸閉包の外にあるとする．ξに
近い境界の面に直交するようにXをとればよい．あとは，成分がQ上独立となる
ように，ちょっとずらせばよい．

⟨ηj − ξ,X⟩ < 0
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X

このとき {exp tX|t ∈ R}はTm内で稠密であるので，X∗のM 上でのゼロ点は，
Tmの作用に対する固定点である．
さて，µX = ⟨µ,X⟩を考えると dµX = ιX∗ωであることから，µX が最大となる

点（コンパクトより存在）は ιX∗ω = 0となる点であり，ωの非退化性から，X∗の
ゼロ点である．よって，先ほど述べたことから Tm作用の固定点である．そこで，
Cjのどこかで µX は最大値をとることになるので，仮定から

⟨ξ,X⟩ > sup
p∈M
⟨µ(p), X⟩

となり ξ /∈ µ(M)である．この対偶をとればµ(M)は {η1, · · · , ηN}の凸閉包に一致
することがわかる．

10.3.2 連結性の証明

ハミルトニアン Tmの作用 ψ : Tm → Symp(M,ω)を考える．ここで (M,ω)は
2n次元コンパクト連結シンプレクティック多様体とする．またモーメント写像を
µ :M → Rmとする（Rmは LieTmの標準的内積で双対空間と同一視している）．

Lemma 10.3.2. (M,ω)上にはTmの作用で不変（Jψθ(p)(ψθ∗Xp) = (ψθ∗)pJp(Xp)）
な compatible概複素構造がはいる．

Proof. まず，概複素構造は平均化することができないことに注意．J =
∫
Tm ψ

∗
θJ0dθ

を考えても，J ∈ Hom(TM, TM)ではあるが，J2 = idとはかぎらない．しかし
リーマン計量を一つ固定しておき，それを平均化することはできる g =

∫
Tm ψ

∗
θg0dθ

はリーマン計量であり，gψθ(p)(ψθ∗Xp, ψθ∗Yp) = gp(Xp, Yp)を満たす．また ωもTm

の作用で不変であった．そこで，この gと ωに対して複素構造 J を極分解により



10.3. Tmの作用と凸性 233

つくればよい．まず，ωp(u, v) = gp(Apu, v)となるAp : TpM → TpM（A∗ = −A）
を作る．この Aは pに対して滑らかとしてよい．そして，ωψθ(p)(ψθ∗up, ψθ∗vp) =

ωp(u, v) = gp(Apu, v) = gψθ(p)(ψθ∗Apup, ψθ∗vp) = gψθ(p)(Aψθ(p)ψθ∗up, ψθ∗vp)となる
ので (ψθ∗)pAp = Aψθ(p)(ψθ∗)pを満たす．そこで Jp = (

√
ApA∗

p)
−1Apとすれば，

Jψθ(p) =
(√

Aψθ(p)A
∗
ψθ(p)

)−1

Aψθ(p)

=
(√

(ψθ∗)pAp(ψθ∗)−1
p ((ψθ∗)−1

p )∗A∗
p(ψθ∗)

∗
p

)−1

(ψθ∗)pAp(ψθ∗)
−1
p

=((ψθ∗)
∗
p)

−1
(√

ApA∗
p

)−1

Ap(ψθ∗)
−1
p

=(ψθ∗)pJp(ψθ∗)
−1
p

となるので，Jψθ(p)(ψθ∗)p = (ψθ∗)pJpとなり，Tmの作用で不変である．

Lemma 10.3.3. G ⊂ Tmを勝手な部分群とする．このGの固定点，

Fix(G) = ∩θ∈GFix(ψθ)

はM のシンプレクティック部分多様体である．

Proof. p ∈ Fix(G)，θ ∈ Gに対して，ψθの微分を考える．このとき pは固定点な
ので

dψθ(p) : TpM → TpM

を与える．さらに上で構成した概複素構造 Jpと可換である．また上で構成したTm

不変な計量に関する測地線を考える．ψθは isometryであるので測地線を測地線に
うつす．そこで指数写像を expp : TpM →M を考えると，

expp(dψθ(p)v) = ψθ(expp v)

を満たす．そこで pの近傍での ψθの固定点は，TpM 内の dψθ(p)の固定点に（指
数写像により）対応する．以上から

TpFix(G) = ∩θ∈G ker(id− dψθ(p))

となる．さて dψθ(p)は Jpと可換なので，同時固有分解でき，固有値 1の固有空間
は Jpで不変である．つまり Fix(G)は概複素部分多様体である．よってシンプレ
クティック部分多様体である（prop 5.2.5）．

Remark 10.3.1. 上の二つの補題はトーラスでなくても，コンパクト群のシンプレ
クティック作用に対して成立．
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さて，ボットモース関数の復習をする．Mをコンパクトリーマン多様体としてf :

M → Rがボットモース関数とは，fの臨界点のの集合Cirt(f) = {p ∈M |df(p) =
0}がM の部分多様体であり，各 p ∈ Crit(f)に対して，TpCrit(f) = ker∇2f(p)

となることである．ここで∇2f(p) : TpM → TpMはヘシアンから決まる線形写像．

Remark 10.3.2. リーマン計量があるときヘシアン Hf : TpM × TpM → Rを
Hf (X,Y ) = XY f − (∇XY )f として定める（torsionゼロより対称である）．また，
∇2f は

g((∇2f)(X), Y ) = XY f − (∇XY )f

により定まるもの．他のリーマン計量によって定めた時には，ヘシアンは臨界点
において一致する．実際，dfp = 0となる点においては，Hf (X,Y ) = XY f とな
るからである．また，局所座標系でヘシアンを書けば，TpMの線形変換となるが，
他の座標系をとっても，線形変換は相似なものになる．よって，ヘシアンの固有
値，符号数，非退化性などは臨界点においてwell-definedである．
TpCrit(f) = ker∇2f(p)は退化している方向が臨界多様体の方向ということで

ある．それ以外の方向は正または負の固有値をもち，gradient flowが引ける．

f をボットモース関数とすると．Crit(f)は有限個の連結な多様体に分かれる．
それをCと書く．p ∈ Cとして TpM は分解する

TpM = TpC ⊕ E+
p ⊕ E−

p

ここで E±
p は∇2f(p)の正，負の固有空間である．また連結な臨界多様体 C の指

数を n−
C = dimE−

p として定義する（連結成分上一定である）．一方で余指数を
n+
C = dimE+

p として定義．
さて，話を元に戻す．

Lemma 10.3.4. (M,ω,Tm, µ)を考える．X ∈ Rmとして µX = ⟨µ,X⟩ : M → R
はボットモース関数であり，臨界多様体は偶数次元で，その指数も偶数である．さ
らに，

Crit(µX) = ∩θ∈TXFix(ψθ)

はシンプレクティック多様体となる．ここでTXはXが生成するTmの部分群の閉
包である．

Proof. トーラスは可換群なのでµはTm不変な関数である．つまりLX∗µ = ιX∗dµ =

0である．また dµX = ιX∗ωが成立した．

1. 　まず，(dµX)p = ιX∗
p
ωp = 0となるのはX∗

p = d
dt
(exp tX)p|t=0 = 0となる点

である．つまり exp tXに対する不動点である．よって

Crit(µX) = ∩θ∈TXFix(ψθ)
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が成立する．

2. X∗
p = 0となる点 pにおいて LX∗ : TpM → TpM を

[X∗, Y ]p = ∇X∗
p
Y −∇YpX

∗ = −∇YpX
∗

で定義することができる．ここで右辺をみれば Ypの拡張の仕方によらず決
まることがわかる．

3. また g, J を ω と可換な概複素構造，リーマン計量とする．このとき df =

g(JXf , ·)となる．実際，Y f = ω(Xf , Y ) = g(JXf , Y )となる．これはXf に
対するハミルトニアン flowが JXf に対する gradient flowに一致することを
述べている．

さて，ヘシアンは

g((∇2f)(Y ), Z) = Hf (Y, Z) = Y Zf −∇YZf = Y g(JXf , Z)− g(JXf ,∇YZ)

= g(∇Y JXf , Z) + g(JXf ,∇YZ)− g(JXf ,∇YZ)

= g(∇Y JXf , Z) = g((∇Y J)Xf , Z) + g(J(∇YXf ), Z)

となる．よって

g((∇2µX)(Y ), Z) = g((∇Y J)X
∗, Z) + g(J(∇YX

∗), Z)

となる．これを不動点 pで考えるとX∗
p = 0なので，

g((∇2µX)p(Yp), Zp) = −g((∇YpX
∗), JZ) = g([X∗, Y ]p, JZ)

となる．よってX∗が引き起こす [X∗, ·]p : TpM → TpM は，vp := −Jp(∇2µX)p :

TpM → TpM に一致する．
トーラス作用で不変な内積と概複素構造をいれておき，測地線座標を使って，

v ∈ TpM に対して expp(sv)を考える．1パラーメータ変換群 ψexp tXは計量を保存
するので，測地線を測地線に写すことから，

ψexp tX(expp(sv)) = expψexp tX(p)(s(ψexp tX)∗v)

となる．pが ψexp tX の固定点なので，

ψexp tX(expp(sv)) = expp(s(ψexp tX)∗v)

を得る．そこで，vを (dψexp tX)p = (ψexp tX)∗の固定点とすれば，

ψexp tX(expp(sv)) = expp(sv)
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となるので，v方向は ψexp tX に対して保存される．つまり，

LX∗v = 0

を得る．逆にLX∗v = 0なら，vが (dψexp tX)pの固定点である．以上から，ker(∇2µX)p =

ker(−Jp(∇2µX)p)は (dψexp tX)pの固定点に一致する．また，前補題と同様にして，
ψexp tX の点 pの近傍での固定点は (dψexp tX)pの固定点に対応する．よって，

ker∇2µX(p) = ∩θ∈TX ker(id− dψθ(p)) = TpFix(TX) = TpCrit(µ
X)

となるのでボットモース関数である．前補題からCrit(µX) = ∩θ∈TXFix(ψθ)はシ
ンプレクティック多様体である．また∇2µX(p)はJpと可換であるので，固有空間は
Jp不変であり，概複素構造がはいる．よって固有空間は偶数次元で，モース index

も偶数である．実際

g((∇2µX)p(JpYp), Zp) = −g((∇JpYpX
∗), JpZp) = −g(Jp∇YpX

∗, JpZp)

=g(∇YpX
∗, JpJpZp) = −g((∇2µX)p(Yp), JpZp) = g(Jp(∇2µX)p(Yp), Zp)

Remark 10.3.3. µXが指数，余指数が偶数のBott-Morse関数となることがわかっ
たが，さらに，µXがモース関数になったとしよう．つまり，指数，余指数が偶数
のモース関数である．このとき，これは完全モース関数である．つまりモース関
数によるCell分割を行ったとき，境界作用がすべてゼロになる．特に，k次のCell

の数が k次のBetti数に一致する．

さて，連結性（µのレベル集合は連結）の証明をしていく．証明はトーラスTm

のmに関する帰納法でおこなう．
まずm = 1の場合には，モーメント写像は 1 ∈ Rとして µ1はボットモース関数

である．コンパクト多様体上のボットモース関数が臨界多様体上の指数および余
指数が１でないとする．このときレベルセットは連結となることが知られている．
上で述べたように，指数余指数は偶数であるので，１ではない．よってレベルセッ
トは連結である（証明は後述）．
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連結

指数が１をもつので連結でない
m− 1まで仮定してmの場合に証明する．まずモーメント写像が既約であると
仮定してよい．ここで µ = (µ1, · · · , µm)が既約とは dµ1, · · · , dµmが一次独立であ
ることである．（

∑
aidµi = 0なら ai = 0ということである．dµ1(x), · · · , dµm(x)が

一次独立とは xが regular pointであること）．

Proof. µが既約でないとする．dµi = ιX∗
i
ω で ω : Ω1(M) → X(M)は同型写像

だったので µが既約でないなら {X∗
i }i は一次独立でないということである．そ

こで
∑
aiX

∗
i = 0となる a = (a1, · · · , am) ̸= 0がとれる．X =

∑
aiXi ∈ Rm

を考える．X∗ = 0であるので dµX = 0であり，µX は定数となる．簡単のため
X1, · · · , Xm−1, Xが一次独立であるとする（X∗

1 , · · · , X∗
m−1, X

∗は一次独立でない）．
このときX1, · · · , Xm−1の作用を考えるとハミルトニアンTm−1作用となる．実際，
µがTm−1の作用で不変で，dµi = ιX∗

i
ωを満たすからである．よって帰納法の仮定

からモーメント写像 (µ1, · · · , µm−1)のレベル集合は連結である．またµXが定数で
あることから，µ = (µ1, · · · , µm−1, µm)のレベル集合が連結となる．

そこでモーメント写像が既約と仮定する．上の考察からわかるように，任意の
X ∈ Rm に対して µX : M → Rは局所定数ではない．Crit(µX)は偶数次元の
proper部分多様体であった（µXは局所定数ではないので，臨界多様体の次元も落
ちる）．また

C := ∪X ̸=0Crit(µ
X) = ∪0̸=X∈ZmCrit(µX)

となる.

Proof. ∪X ̸=0Crit(µ
X) ⊃ ∪0̸=X∈ZmCritµX は明らかである．また，Crit(µX) =

∩θ∈TXFix(ψθ)であった．つまり，Crit(µX)は部分トーラス TX の固定点である．
X =

∑
aiXiとして，ai = pi/qiと有理数であるとすれば，(

∑
qi)X ∈ Znとなる

ので，∩θ∈TXFix(ψθ) ⊂ ∪Y ∈Zn ∩θ∈TY Fix(ψθ)となる．また，X =
∑
aiXiの第一
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成分が無理数とする．このとき，TXが大きくなるので，固定点集合は小さくなる
ことになる．よって，∩θ∈TXFix(ψθ) ⊂ ∪Y ∈Zn ∩θ∈TY Fix(ψθ)となる．以下同様に
して，任意のXに対して，∩θ∈TXFix(ψθ) ⊂ ∪Y ∈Zn ∩θ∈TY Fix(ψθ)となることがわ
かる．

よって C は proper部分多様体の可算和である．ベールのカテゴリー定理から
M \ CはM 内で稠密である．さて，x ∈ Cとは，あるX ∈ Lie(Tn)が存在して，
dµX(x) = 0である．よって，x /∈ Cとは，任意のX ∈ Lie(Tn)に対して，dµX ̸= 0

となる．つまり，x ∈M \ Cなら，
∑
aidµi(x) ̸= 0（∀a = (a1, · · · , an) ̸= 0）とな

る．これは，dµ1(x), · · · , dµm(x)が一次独立ということである．つまり，x ∈ µの
正則点である．特に，M \ C は開集合となる．そこで，µの regular値の集合が
µ(M)内で稠密であることがわかる．（実際，polytopeの内部となる）．

Proof. η = µ(x) ∈ µ(M)が regular値で近似できればよい．xを xj ∈ M \ Cで近
似する．このとき µ(M)は µ(xj)の近傍を含む（xj regular pointなので陰関数定
理による）．サードの定理から µの regular値 ηj ∈ Rmで µ(xj)に十分近いものが
存在し µ−1(ηj) ̸= ∅となる．この ηjで ηを近似することができるので regular値は
µ(M)内で稠密である．（これは singular値が µ(M)内の regular値で近似できるこ
とを言っている．サードの定理では singular値がRm内の regular値で近似できる
ことであった）．

同様の議論により，(η1, · · · , ηm−1)が (µ1, · · · , µm−1)の regular値となるような
ηは µ(M)内で稠密である．
さて，(η1, · · · , ηm−1)が (µ1, · · · , µm−1)の regular値となるときには µ−1(η)は連

結であるということを証明する．まず，regular値なので

Q = ∩m−1
j=1 µ

−1
j (ηj)

は次元が n− (m− 1)の多様体になる．また帰納法の仮定から連結である．関数

µm : Q→ R

を考えると，これは指数，余指数が偶数の臨界多様体をもつボットモース関数で
ある．

Proof. x ∈ Qとする．W = span{dµ1(x), · · · , dµm−1(x)} ⊂ T ∗
xM は regularから

m − 1次元であり，TxQはW⊥であり，次元は n − (m − 1)である．そこで，点
x ∈ Qが µm|Qの臨界点とは dµm(TxQ) = 0のことであるが dµm ∈ W であること
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を意味する．よって，点 x ∈ Qが µm|Qの臨界点であるための必要十分条件は実数
θ1, · · · , θm−1が存在して

m−1∑
j=1

θjdµj(x) + dµm(x) = 0

を満たすことである．そこで θ = (θ1, · · · , θm−1, 1)とすれば，xが µθ = ⟨µ, θ⟩ :
M → Rの臨界点であることを意味する．µθはボットモース関数であり，指数余
指数は偶数である．xを含む臨界多様体 C ⊂ M を考える．このとき CとQは横
断的に交わる．つまり

TxM = TxC + TxQ.

これを証明するにはW⊥+TxC = TxMの直交補空間をとってW∩T ∗
xC = {0}を証明

すればよい．
∑m−1

j=1 ξj(dµj)x ∈ W ∩T ∗
xCとして，

∑
ξj(dµj)x(X) = 0（∀X ∈ TxC）

がすべての ξ = (ξ1, · · · , ξm−1)に対して成立するためには，(dµj)xが TxC 上で一
次独立であることが必要十分である．そこで (dµj)xが TxC上で一次独立であるこ
とを証明しよう．まず C はシンプレクティック部分多様体であった．さらに可換
群でやっているので µθは µjはポアソン可換であるので，µjはCを保存する．つ
まりXj = Xµj はCに接する．また，仮定から (dµj)xがM 上で一次独立であった
ので，(Xj)xは TxM において一次独立である．よって，C上でも一次独立である．
またCはシンプレクティック部分多様体であるので ω|C : TxC → T ∗

xCは同型を与
える．よって (dµj)xは TxC上でも一次独立である．以上で TxM = TxC + TxQが
証明できた．
そこで TxM 内の TxCの計量に関する直交補空間 TxC

⊥は TxQ ∩ TxC⊥である．
これより，TxQ ∩ TxC⊥上で µθのヘシアンが非退化で，指数，余指数が偶数とな
る．つまりC ∩Qは µθ|Qに対する臨界多様体であり，指数，余指数は偶数である．
θ = (θ1, · · · , θm−1, 1)であったので，µθ = µm +

∑m−1
j=1 θjµj となる．また Q =

∩m−1
j=1 µ

−1
j (ηj)であることから，µm|Q = µθ|Q −

∑
ηjθj となる．

∑
ηjθj は定数をず

らしただけなので，µθが指数，余指数が偶数のボットモース関数であることから，
µm|Qは指数，余指数が偶数のボットモース関数となる．

そこで (η1, · · · , ηm−1)が (µ1, · · · , µm−1)の regular値なら，µm : Q → Rの逆
像 µ−1(η) = Q ∩ µ−1

m (ηm)はすべての ηmに対して連結である．(η1, · · · , ηm−1)が
(µ1, · · · , µm−1)の regular値となる点は µ(M)内で稠密であったので，そのような
点列で勝手な ηを近似する．このとき連続性から µ−1(η)は連結である（下の証明
をみよ）．以上で，連結性の証明が完成した．
上の証明で「ボットモース関数で指数，余指数が 1でないなら，レベル集合が
連結である」という事実を使った．これを証明しておく．
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Lemma 10.3.5. Mをコンパクト連結として f :M → Rをボットモース関数とす
る．さらに，指数，余指数が１でないとする．このときレベル集合は連結である．

Proof. まず記号の説明．Cを連結なある臨界多様体とする．このときボットモー
ス関数の仮定から

TpM = TpC ⊕ E+
p ⊕ E−

p

であった．ここで E±
p は∇2f の正，負の固有空間で n+(C) = dimE+を余指数．

n−(C) = dimE−を指数と呼ぶ．普通のモース理論と同様にして，f の gradient

flowの積分曲線を考えたとき t → ∞で C に入る点（積分曲線の初期点）の集
合を安定多様体W s(C)，t → −∞で C に入る点の集合をW u(C)とする．この
とき安定多様体W s(C)の次元は n+(C) + dimC = n − n−(C)である．同様に
dimW u(C) = n−(C) + dimCである．このときM の滑層M = ∪CW s(C)（非交
和）を得る．普通のモース理論なら，これはセル分割であるが，今の場合にW s(C)

は cellになるとは限らない．
例えば，次のような分解である．最初の図は Bott-Morse関数である．W s(C0)

は円環なので cellにはならないが，臨界多様体上の cell束になっている．そして，
W s(C0)にC1 × [0, 1]をくっつけることによりM が作れる．
二番目の図は普通のモース関数．

hは高さ関数
臨界多様体

臨界多様体C0

臨界多様体C1

W s(C0)

W s(C1)

+
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h

C0

C1

C2

C3 = W s(C3)

W s(C2)

W s(C1)

W s(C0)は 2次元 cell

さて，まず指数ゼロの連結臨界多様体が唯一つだけ存在すること（連結であるこ
と）を証明する．指数ゼロの臨界多様体C0の連結成分が２個とする．W s(C0)の
C0近傍をつなげるには，指数１の臨界多様体 C ′が必要である．つまり，C ′の指
数１なら，そのE−

p の方向が１次元であり，C
′ × [0, 1]を接着することになり．そ

の接着部分（C ′ × {0}とC ′ × {1}）は連結ではないので，２個連結成分をつなぐ
ことができる．（下図）．

C ′

C0

E−
p が一次元

しかし，指数が２以上なら接着部分は連結になり，２個の連結成分をつなぐこと
ができない（例えば，C ′×D2をC ′×S1を接着部分として貼り付けるが．C ′×S1

は連結である）．つまり，M 自体が連結でなくなってしまうので，これはあり得
ない．このように，指数ゼロの臨界多様体C0の連結成分が２個であるなら，Mが
連結から，指数が１の臨界多様体が存在しなくてはならない．これは仮定に反す
るので，指数ゼロの臨界多様体は連結である．
同様にして，余指数がゼロの臨界多様体も連結である．
さて，臨界値を c0 < c1 < · · · < cN としておく．C0 = f−1(c0)，CN = f−1(cN)

は連結であることは証明した．つぎに，c0 < c < c1となる f−1(c)が連結である
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ことを証明する．x0, x1 ∈ f−1(c)をC0内の点に flowで流す．流した２点は C0内
で道で結べる．C0に対して，n+(C0) = n− dimC0であるので２以上であるので，
この道を flowにそってC0から離すことができる．そして，flowで上へ持ち上げれ
ば，x0, x1を結ぶ道になる．よって f−1(c)は連結．

n+(C0) = 1だと駄目
n+(C0) ≥ 2なら問題ない

次にすべての正則値 cに対して f−1(c)が連結であることを証明する．これを帰
納法で行う．c < cj（j < N）なる正則点に関して f−1(c)は連結であるとする．そ
こで cj + ϵを考えて x0, x1 ∈ f−1(cj + ϵ)とする．これらをW s(C0)∩ f−1(cj + ϵ)の
点へ f−1(cj + ϵ)内で結ぶ（W s(C0)は最大 cellみたいなもので denseであるので，
これは可能）．それらを flowにより f−1(cj− ϵ)へ落として，その２点を x′0, x

′
1とす

る．帰納法の仮定からそれらは道で結べる．いま，その道は f−1(cj − ϵ)∩W s(C0)

内の道である．さて，不安定多様体からきまる滑層をいれるM = ∪W u(Cj)．作っ
た道は，レベル集合内にあるので，すべての不安定多様体と直交するように取る
ことが可能である．また，連結なW u(CN)（dimW u(CN) = n）以外の不安定多様
体は余次元は少なくとも２であることから．その道をW u(CN) ∩ f−1(cj − ϵ)に含
まれるようにできる．そこでこれを flowで持ち上げることができる．さらに，こ
の道を伸ばして x0, x1と結ぶことができる．よって f−1(cj + ϵ)は連結である．

W u(CN)

W u(Cj)

交わっていたらずらせばよい
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つぎに臨界値 cj に対して f−1(cj)が連結であることを証明する．0 < j < N と
してよい．ある正則値で c > cj となるもので (cj, c]がすべて正則値となるものを
とる．このとき

ψ : f−1(c)→ f−1(cj)

を次で定義する．ϕt : M → M を negative gradient flowとする．x ∈ f−1(c)に対
して f(ϕt(x)) > cj（for all t > 0）のとき（つまり x ∈ W s(Cj)のとき）ψ(x) :=
limt→∞ ϕt(x)とする．そうでない場合にはxに対してある t(x) > 0で f(ϕt(x)(x)) =

cjとなるものが取れる．そこでψ(x) := ϕt(x)(x)と定義する．このψは f がボット
モース関数なので全射である．さらに，ψは連続である（この連続性を証明する
には，y ∈ Cjに入るときが問題である．yに収束する点列 yjをとって（この yjは
CJ に入るとは限らない），そこから上向に flow lineを作る．このとき flow lineの
列の部分列をとれば，yからの flow lineへ収束させることができる．この事実を
使えばよい）．よって f−1(c)が連結より f−1(cj)は連結となる．

これは連結

f−1(c)が連結でないので，f−1(cj)は連結でない．

10.3.3 例

EXAMPLE 10.3.1. S1が二次元球面 (S2, dθ ∧ dh)に回転で作用している場合．
モーメント写像として高さ関数 µ = hをとる．このときハミルトン作用になるこ
とはすぐわかる．そしてmoment polytopeは [−1, 1]である．

次の２例は，Excercise 10.1.9を参照．

EXAMPLE 10.3.2. S1が (CP1, ωFS)に [z0, z1] → [z0, e
iθz1]で作用しているとす

る．このときモーメント写像として µ([z0, z1]) = −1/2 |z1|2
|z|2 をとればハミルトニ
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アン作用である．作用の固定点は [0, 1], [1, 0]であり，moment polytopeは閉区間
[−1/2, 0]である．

EXAMPLE 10.3.3. T2がCP2に次で作用しているとする．

[z0, z1, z2]→ [z0, e
iθ1z1, e

iθ2z2]

このときモーメント写像として

µ([z0, z1, z2]) = −
1

2
(
|z1|2

|z|2
,
|z2|2

|z|2
)

とすればハミルトニアン作用である．このとき固定点を調べると，[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]
である．そしてこの像は (0, 0), (−1/2, 0), (0,−1/2)であるのでこれらが囲む多面体
（三角形）が µ(M)である．
また，多面体 µ(M)の，頂点の逆像における stablizer T2であり（固定点），辺

の点の逆像上の stabilizerは S1であり，内部の点の逆像の stabilzerは {e}である．
つまり内部の点の逆像上では自由に作用している．

Remark 10.3.4. 凸性定理はコンパクト群Gの場合に拡張できる．Gの極大トー
ラスを T とし，positive Weyl chamber を t+とする．このとき µ(M)と t+の交わ
りは convex polytopeとなる．

Remark 10.3.5. 前に述べたように im dµp = g0pであるので，(im dµp)
0 = gpで

ある．またトーラス作用で µは保存されるのであった．よってmoment polytope

は逆像の点の stabilizerによって分解される（上の例を参照）．トーラスの１パラ
メータ部分群 S により固定される点全体をW ⊂ M とする．つまり，W の各点
の stabilizerが Sを含んでいるとする．このときの像 µ(W )は，polytopeの頂点と
頂点を結ぶ hyperplaneになる．これをwallとよぶ．このようにトーラス作用の
moment polytopeは，これらwallにより分割される．そして，wallたち以外
の点の集合がモーメント写像の正則値の集合である．wallは polytopeの淵にある
extreior wallと内部にある interior wallがある．（後で見るシンプレクティックトー
リック多様体の場合には exterior wallしかない）．また，より一般に，wallの逆像
は．ある 1パラーメタ部分群の固定点になるとは限らない．example 10.3.4を見よ．

10.3.4 トーラスの効果的作用

群Gが多様体M に効果的（effective）に作用してるとは，

∩p∈MGp = {e} Gp = {g ∈ G|gp = p}
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つまり．g ̸= eなら少なくても一点 p ∈ M を他の点に動かす．言い換えると ψ :

G → Diff(M)が単射．よって dψ : g → X(M)も単射である（dψが単射のとき
は概効果的という．これは kerψが離散部分群であるときである）．
Gがトーラス群Tmの場合には，効果的なら可換群なので主軌道の typeは (e)で
あった（example 8.2.11）．よって，次元mの軌道をもつことになる．また，主軌
道の全体は稠密であった．

Corollary 10.3.6. (M,ω)をコンパクトシンプレクティック連結多様体でTmがハ
ミルトニアン作用しているとする．さらにこの作用が効果的であるとする．この
とき少なくともm+ 1個の固定点（トーラス作用に関する固定点）をもつ．

Proof. Tmの作用が効果的なので，次元mの軌道をもち，その軌道上ではGp = {e}
である．特に g ∋ X → X∗

p ∈ TpM は単射である．{Xi}i を Rm の基底として，

(dµi)p = d⟨µ,Xi⟩p = ι(X∗
i )p
ωpとなり ωp : TpM

∼=−→ T ∗
pM なので，{(dµi)p}iは一次

独立である．つまり pでモーメント写像 µ : M → Rmは submersionである．(こ
れは，im dµp = g0pからもわかる）．よって µ(p)は µ(M)の境界ではなく内点であ
る．さらに µ(M)は非退化 convex polytopeである（非退化とは次元がm次元と
いうこと）．よってRm内の非退化 convex polytopeは少なくともm+ 1個の頂点
をもつ．それは固定点であった．

Theorem 10.3.7. (M,ω,Tm, µ)をハミルトニアン作用とする．Tmの作用が効果
的なら，dimM ≥ 2mである．

Proof. モーメント写像があったとき dµp : TpM → g∗という写像を得るが，この
とき次が成立していた．

ker dµp = (TpOp)ωp

そこで，可換群の作用の場合には µは軌道上では定数なので dµp(X
∗
i ) = 0である．

つまり，TpO ⊂ (TpO)ωが成り立つ．このようにハミルトニアンTm作用があった
とき，その軌道は必ず isotropic submanifoldである（効果的は必要ない）．ま
た，Gp = {e}とすれば，gp = 0であり dµpは全射となる．
さて，仮定から作用が効果的とすると次元mの軌道が存在する．これが isotropic

多様体なので，dimO = mとすれば，m ≤ dimM −mが成立するので，dimM ≥
2mを得る．

Remark 10.3.6. 上の証明から，次もわかる．(M,ω,G, µ)がハミルトニアンG空
間で，作用が効果的とする．このときGの軌道がすべて isotropicなら，Gは可換
群である．
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Proof. 仮定から，ker dµp = (TpOp)ωp ⊃ TpOp が成立する．X∗
p , Y

∗
p ∈ ker dµpとな

るので，
p 7→ ωp(X

∗
p , Y

∗
p )

は恒等的にゼロである．さらに，定理 7.1.1で見たように，

d(ω(X∗, Y ∗)) = ι[X∗,Y ∗]ω

となる．よって，ι[X∗,Y ∗]ω = 0であるので，[X∗, Y ∗] = −[X,Y ]∗ = 0を得る．さ
らに作用が効果的なので，[X,Y ] = 0となる．よってGは可換群である．

Definition 10.3.1. シンプレクティックトーリック多様体とは，コンパクト連結シ
ンプレクティック多様体 (M,ω)で効果的なハミルトニアントーラス作用で，dimT =

1/2 dimM となるものがあること．

Proposition 10.3.8. 2m次元シンプレクティック多様体上に効果的なハミルトン
Tmの作用があるとき，それはある可積分系を与える．

Proof. ハミルトン作用であるので，µ∗ : g ∋ Xi → µi = ⟨µ,Xi⟩ ∈ C∞(M)は準同
形である．この関数 {µi}mi=1を考えると，可換群なので {µi, µj} = 0を与える．つ
まりm個の保存量をもつ．{dµi = ιX∗

i
ω}iを考えると，これらが一次独立である

ことは前に述べた．また主軌道の全体は稠密なので，ほとんどすべての点で一次
独立である．

EXAMPLE 10.3.4. エルミート行列全体の空間への U(n)の随伴作用

ξ → AξA−1

を考える．Hλを固有値が λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rn（λ1 ≥ · · · ≥ λn）のエルミート
行列全体とする．これは，余随伴軌道とみなすことができた（歪エルミートとエ
ルミートをX → iXで同一視している）．そして，モーメント写像として，

Hλ ∋ X → X ∈ iu(n)∗ = iu(n)

を考えるとハミルトニアンU(n)空間である．さらに，Tn ⊂ U(n)として，t→ u(n)

の随伴写像は u(n)∗ → t∗となるが，これは対角成分を取るという操作である．そ
こで，

µ : Hλ ∋ ξ 7→ diag(ξ) ∈ Rn

をモーメント写像として (Hλ, ω,Tn, µ)はハミルトニアン Tn空間である．ここで
diag(ξ)は ξの対角成分をとる写像である．
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この作用の固定点を調べてみる．簡単のため n = 3で考えてみよう．ξ ∈ Hλに
対して，トーラス作用を考えると．t1 t2

t3


h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33


t−1

1

t−1
2

t−1
3

 =

 h11 t1t
−1
2 h12 t1t

−1
3 h13

t2t
−1
1 h21 h22 t2t

−1
3 h23

t3t
−1
1 h31 t3t

−1
2 h32 h33


であるので，任意の t = (t1, t2, t3) ∈ T3に対して固定される点は対角行列のみであ
る．そこで，Hλ内で対角行列となるものは，

S = {(λσ(1), λσ(2), λσ(3))|σ ∈ S3}

であるので，µ(Hλ)はSを頂点とするpolytopeとなる．つまり，固有値λ = (λ1, · · · , λn)
をもつエルミート行列の対角成分は Sを頂点とする polytope内にある．（これは
Schurの定理とよばれる古典的な定理である）
また，h11 + h22 + h33 = tr h = λ1 + λ2 + λ3はHλ上で定数であるので，µ(Hλ)

は R3内の超平面上に乗っている．特に，系 10.3.6の証明をみればわかるように，
dµは全射ではないので，T3の作用は効果的作用でない．実際，(t, t, t) ∈ T1 ⊂ T3

は，Hλの各点を保存する．効果的作用にするには，T2 = SU(2) ∩ T3を考えれば
よい．その場合には，t2 = R2を平面 x+ y+ z = λ1+λ2+λ3とみなすことになる．

1. λ = (1, 0, 0)とすれば，Hλ = CP2であるが，モーメント写像による像は，R3

内で，(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)が乗っている平面である．

2. λ = (1, 0,−1)とすれば，Hλはflag多様体（複素 1
2
n(n−1) = 3次元）であり，

その像は，(−1, 1, 0), (−1, 0, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1), (0, 1,−1), (0,−1, 1)と
いう頂点が張る R3内の六角形となる．部分群として (t1, 1, 1) ⊂ T3を考え
る．この，部分群の固定点集合は0 0 0

0 h22 h23
0 h32 h33


1 0 0

0 h22 h23
0 h32 h33


−1 0 0

0 h22 h23
0 h32 h33


となる．この像は，例えば一番目の行列なら，その像は (0, h22, h33)かつ 0+

h22 + h33 = 0を満たす．さらに，エルミート行列であることと，固有値が
(1, 0,−1)であることを考えれば，h22h33 − h23h32 = h22h33 − |h23|2 = −1を
満たす．つまり，

h22h33 + 1 = |h23|2 ≥ 0

を満たす．以上から，像は，

{(0, y, z) ∈ R3|y + z = 0, yz + 1 ≥ 0}
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となるので，(0, 1,−1)と (0,−1, 1)を結ぶ線分である．これが interior wallの
一つである．他の固定点集合も同様であり，その像は，頂点を結ぶ（interior）
wallになっている．２，３番目の行列の像は exteior wallとなることがわか
る（下の太線が，部分群 (t1, 1, 1)の固定点）

x

また， 1 ∗ ∗
∗ 0 ∗
∗ ∗ −1


の像は，頂点 (1, 0,−1)の逆像に入るが固定点ではないことに注意する．

この例は Schurの定理という古典的定理のシンプレクティック幾何による解釈で
ある．次のToeplitz-Hausdorffの定理も古典的定理であるが，シンプレクティック
幾何で解釈可能である（詳しくは [Audin]）

Proposition 10.3.9. A ∈Mn(C)として，λ = (λ1, · · · , λn)として，

fA : Hλ ∋ X 7→ tr (AX) ∈ C

はC内で凸集合である

10.3.5 局所凸性定理

EXAMPLE 10.3.5. (Cn, ω0)へトーラスTmが線形に作用しているとする．つま
り，表現である．トーラスは可換なので同時固有値分解して，

Cn =
n⊕
k=1

Vλ(k) , λ(k) = (λ
(k)
1 , · · · , λ(k)m ) ∈ Zm
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と一次元固有空間へ分解する．ここで Vλ(k)へは，

(t1, · · · , tm) · v = t
λ
(k)
1

1 · · · tλ
(k)
m
m v ∀v ∈ Vλ(k)

で作用している．

1. 作用が効果的であることは，m ≤ nであり，λ(1), · · · , λ(n)はZmを生成する
ことと同値．

Proof. 効果的とはTm → GL(Cn)が単射となることであった．これは，g ̸= e

の作用が自明なら g = eを意味する．そこで，各 λ(k)に対して，

m∑
j=1

λ
(k)
j sj ∈ Z, 0 ≤ sj < 1 (∗)

と仮定したとき，sj = 0（ここで tj = e2πsj（0 ≤ sj < 1））となることが効
果的になるための条件である．つまり．λ

(1)
1 , · · · λ

(1)
m

· · · · · · · · ·
λ
(n)
1 · · · λ

(n)
m


s1

...

sm

 ∈ Zn

ならば，s1 = · · · = sm = 0となるための条件を考えればよい．

上の (∗)は，
m∑
j=1

(
∑
k

αkλ
(k)
j )sj ∈ Z, 0 ≤ sj < 1, ∀αk ∈ Z

と同値である．そこで，もし，λ(1), · · · , λ(n)がZmを生成するなら，適当に
αkをとれば，

∑
αkλ

(k) = (1, 0, · · · , 0)とすることができ，s1 = 0が分かる．
他も同様で，(s1, · · · , sm) = (0, · · · , 0)が成立する．

逆を証明する．λ(1), · · · , λ(n)は Zmが Zmの真の部分可群を生成するとか仮
定して矛盾を導く．基底を取り換えれば，そのような群は

q1Z⊕ · · · ⊕ qnZ

であり，少なくともqn ̸= 1としてよい．このとき．(s1, · · · , sn) = (0, · · · , 1/qn)
の作用を考えると idであり．効果的であることに矛盾する．

2. 作用がシンプレクティックとすれば，各固有空間はシンプレクティック部分
空間となる．
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Proof. ω0 = i
2

∑
dz ∧ dz̄である．Cnには自然な複素構造 J =

√
−1を考え

て，g0(v, w) = ω0(v, Jw)とすれば，これはユークリッド内積である．また
g0(Jv, Jw) = ω0(Jv, JJw) = ω0(v, Jw) = g0(v, w)であるので，これはエル
ミート内積である．さて，トーラスの作用は複素線形作用であるので Jと可
換であり，ω0を保存するので，エルミート内積を保存する変換である．言
い換えると，U(n) = SO(2n) ∩ GL(n,C)であり，ユニタリ変換であり，こ
の内積に関して，各固有空間は直交していることを証明することは容易であ
る．そして，エルミート内積を各固有空間へ制限しても，エルミート内積で
ある．また J(Vλ) = Vλも明らかである．よって，ω0を制限しても非退化で
ある．

3. H1(Cn,R) = 0であるので，シンプレクティック作用はハミルトニアン作用
になる．また，可換群の場合には，モーメント写像は定数ベクトルの足し算
を除いて唯一つであった．上の作用を考えればわかるように，モーメント写
像は µ1(v)

...

µm(v)

 =

−
1
2

∑
λ
(k)
1 ∥v(k)∥2
...

−1
2

∑
λ
(k)
m ∥v(k)∥2

+

 c1
...

cm


となる．ここで，v = v(1) + · · ·+ v(n)はweight分解である．

そこで，シンプレクティック変換を施して（今の場合にはケーラー構造も保
存するユニタリ変換でよい），(Cn, ω0)への線形ハミルトニアンTm作用は，
作用が

(t1, · · · , tm) · (z1, · · · , zn) = (t
λ
(1)
1

1 · · · tλ
(1)
m
m z1, · · · , t

λ
(n)
1

1 · · · tλ
(n)
m
m zn)

= (tλ
(1)

z1, · · · , tλ
(n)

zn)

で，モーメント写像がµ1(v)
...

µm(v)

 =

−
1
2
{λ(1)1 (x21 + y21) + · · ·+ λ

(n)
1 (x2n + y2n)}+ c1

...

−1
2
{λ(1)m (x21 + y21) + · · ·+ λ

(n)
m (x2n + y2n)}+ cm



=− 1

2
(x21 + y21)

λ
(1)
1
...

λ
(1)
m

− · · · − 1

2
(x2n + y2n)

λ
(n)
1
...

λ
(n)
m

+

 c1
...

cm


であるとしてよい．特に，このモーメント写像の像は

µ(Cn) = {
n∑
i=1

si(−λ(i))|si ≥ 0}+ c ⊂ Rm
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という凸領域になる．

4. TmがCnへ線形効果的ハミルトニアン作用であるとすれば，モーメント写像
は submersionになる．つまり dµ : Cn → Rmは全射である．（今まで述べた
ことから明らかであろう）．

さて，ハミルトニアンG空間 (M,ω,G, µ)を考える．xをGの固定点とする．M
にG不変計量をいれておき，expx : V = TxM →M を指数写像とする．これはG

と可換であり，V = TxM へGは線形に作用する．このとき，0 ∈ V の十分小さい
G同変近傍Uから x ∈MのG同変近傍へ expは微分同相でうつす．さて，V 上で
ω1を線形シンプレクティック形式とする（つまりωx）．また，ω0 := exp∗ ωという
（線形とは限らない）シンプレクティック形式を考える．このときG同変Darboux

の定理から，U0 ⊂ V を十分小さくとれば，G同変微分同相 ϕ : (U0, 0)→ (V, 0)で
ϕ∗ω1 = ω0となるものが存在する．µ0 = µ ◦ expは ω0に対するモーメント写像と
なる．また，ω1及びGの TxM への線形作用に付随したモーメント写像を µ1とす
る．このとき，µ1 ◦ ϕ : U0 → g∗と µ0 : U0 → g∗は定数（ベクトル）の差しかない．
（同じハミルトニアン作用があった場合，二つのモーメント写像の差は [g, g]0 ⊂ g∗

であった）．このように，固定点の近傍では線形ハミルトニアン作用とみなせる．
特に，

Proposition 10.3.10. U1 = ϕ(U0)とする．このとき µ : U0 → g∗と µ1 : U1 → g∗

の像は平行移動の除いて一致する．

さらに，Gがトーラスの場合には，先ほどの例と合わせて，つぎの局所凸性定
理が成立する．

Theorem 10.3.11 (局所凸性定理). ハミルトニアンTm空間 (M,ω,Tm, µ)を考え
る．このとき，固定点 xの十分小さい近傍 U と p = µ(x)の十分小さい近傍 U ′が
存在して，

ϕ(U) = U ′ ∩ ({
n∑
i=1

si(−λ(i))|si ≥ 0}+ p)

が成立する．ここで，λ(i)は TxM での線形 isotropy表現に対する固有値（weight）
である．

別の言い方をすれば次のようになる．

Proposition 10.3.12. ハミルトニアン Tm空間 (M,ω,Tm, µ)を考えて，x ∈ M
を固定点とする．このとき，x の局所座標 (U, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) と，weight

λ(1), · · · , λ(n) ∈ Zmが存在して，

ω|U =
∑

dxk ∧ dyk
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かつ

µ|U = µ(x)− 1

2

n∑
k=1

(x2k + yk)
2λ(k) ∈ t∗ = Rm

となる．つまり，あるダルブー座標をとれば，局所的には，モーメント写像は線
形モーメント写像と思える．

10.3.6 Delzant polytopes

シンプレクティックトーリック多様体の場合を考えてみる．つまり，コンパクト
連結シンプレクティック多様体 (M,ω)で効果的なハミルトニアントーラス作用で，
dimT = 1/2 dimM = mとなるとする．Corollay 10.3.6より，少なくともm + 1

の固定点が存在する．その固定点の一つを qとする．上の命題から，

µ|U = µ(x)− 1

2

n∑
k=1

(x2k + yk)
2λ(k) ∈ t∗ = Rm

としてよい．さらに，効果的作用であるので，λ(1), · · · , λ(n)はZmを生成すること
になるが n = mなので λ(1), · · · , λ(m)はZmの基底となっている．よって，上の関
数表示を見ればわかるように，Gの作用に関して，固定点は孤立点であることが
わかる．つまり，m+ 1個以上の孤立固定点がある．そして，µ(M)という凸多面
体は，固定点の像を結ぶんだ凸多面体であった．その凸多面体の頂点（孤立固定
点の像）からは，n個の辺が出ていて，それらは µ(x)+ tui（ui ∈ Zn）の形をして
おり，u1, · · · , unは Znの基底となるのである．このように，シンプレクティック
トーリック多様体のモーメント写像による像は，特別なDelzant Polytopeと呼
ばれるものになっているのである．実は，逆にDelzant polytopeからシンプレク
ティックトーリック多様体が決まるのである．これについては section sec:12-2で
議論する．
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この章ではシンプレクティック幾何のゲージ理論への応用についてふれる．す
なわちAtitah-Bott理論である．リーマン面上の接続全体にはシンプレクティック
構造がはいり，ゲージ群作用はシンプレクティック作用であり，モーメント写像と
して曲率をえれべばハミルトニアン作用となる．さらに，シンプレクティック簡
約は平坦接続のモジュライ空間（有限次元 orbifold）になる．Atiyah-Bottの論文
[Atiyah-Bott(Yang-Mills)]の導入部分である．また，[Audin]などにも詳しいこと
が載っている．

11.1 接続

11.1.1 主束上の接続

Gをリー群，Bを多様体とする．

Definition 11.1.1. P がB上の主G束とは

1. Gが P に左から自由に作用している（この本では左作用).

2. Bを作用に関する軌道空間 P/Gとして，π : P → Bを射影とする．このと
き局所自明性（Gの作用も含めて）が成立する．

EXAMPLE 11.1.1. P = S3 ⊂ C2として

(z1, z2) 7→ (eiθz1, e
iθz2)

と作用させる．商空間を考えると S3/S1 = S2となり，P = S3, G = S1, B = S2

となる主束が得られる．つまりHopf fibration．

Gの主束への作用の無限小作用を考えると

g ∋ X → X∗ ∈ X(P )
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と基本ベクトル場を得る．gの基底をX1, · · · , Xkとして，対応するベクトル場を
X∗

1 , · · · , X∗
k とすれば，これらは各点 pにおいて一次独立であり，これらから生成

される垂直束を V ⊂ TP とする．またこの束は ker dπである．

Definition 11.1.2. P 上の接続とは，

TP = V ⊕H

と splittingを与えるものである．ここでHはG不変な TP の部分束である．こ
れを水平束とよぶ．

11.1.2 接続と曲率

接続の定義を書き換えよう．

Definition 11.1.3. P 上の接続形式とは，P 上の g値 1-form

A =
k∑
i=1

Ai ⊗Xi ∈ Ω1(P )⊗ g

で次をみたすもの

1. AはG不変である．ここで作用はΩ1(P )上では P 上のG作用から，gには
随伴作用で作用させる．式で書けば，

g · A =
∑

(g−1)∗Ai ⊗ Adg(Xi) =
∑

Ai ⊗Xi

g∗の作用は右作用なので g−1としている．

2. Aは垂直的である．つまりA(X∗) = X (∀X ∈ g）．

Proof. このように定めれば，

H = kerA = {v ∈ TP |ιvA = 0}

により水平束が定まる．逆に，Hが定まれば上をみたす 1-formで水平ベクトルに
対してゼロとなるものがただ一つ定まる

P に接続が与えられれば，次の分解を得る．

T ∗P = V ∗ ⊕H∗, ∧2T ∗P = (∧2V ∗)⊕ (V ∗ ∧H∗)⊕ (∧2H∗), · · ·
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よって

Ω(P ) = Ω1
v(P )⊕ Ω1

h(P ), Ω2(P ) = Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ), · · ·

となる．そこで接続A ∈ Ω1
v ⊗ gがあれば，その微分を考えると

dA ∈ Ω2(P )⊗ g = (Ω2
v(P )⊕ Ω2

mix(P )⊕ Ω2
h(P ))⊗ g

となる．そこでdA = dAv+dAmix+dAhと三つに分解できる．このときdAv(X
∗, Y ∗) =

[X,Y ], dAmix = 0がわかる．

Proof. (dA)(V,W ) = V A(W ) −WA(V ) − A([V,W ])であった．また [X∗, Y ∗] =

−[X,Y ]∗となることとあわせればdAv(X
∗, Y ∗) = [X,Y ]がわかる．dAmix(X∗,W ) =

X∗A(W ) −WA(X∗) − A([X∗,W ]) = −A([X∗,W ])（X ∈ g,W ∈ H）となるが，
HはG不変であるので LX∗W ∈ Hである．よって，dAmix = 0となる．

Definition 11.1.4. 接続の曲率とは dAの水平方向成分である．つまり

FA = (dA)h ∈ Ω2
h(P )⊗ g

である．また上で述べたこととあわせれば

FA = dA− 1

2
[A ∧ A]

ともかける．また曲率がゼロとは FA = 0のこと．

Remark 11.1.1. 作用が右の場合には [X∗, Y ∗] = [X,Y ]∗であり．dAv(X∗, Y ∗) =

−[X,Y ]となり，FA = dA+ 1
2
[A ∧ A]となる．

曲率がゼロ（平坦）とは，その定義から水平分布が可積分であるということで
ある．そこでBの単連結近傍をとれば，その上に，積分多様体がつくれる．よっ
て適当なゲージ変換を行えば，単連結近傍上で束を P = U ×Gと自明化でき，接
続が自明接続となる．以上から FA = 0なら U 上で g∗Aがモーレルカルタン形式
の引き戻しとできる．

11.2 接続空間上のシンプレクティック幾何

11.2.1 シンプレクティック形式

P をB上主G束とする．Aを接続形式とする．a ∈ Ω1
h⊗ gがG不変であるとす

るとA+ aも接続になる．（もとのAはA ∈ Ω1
v ⊗ gでG不変なもの）．よって接続

全体の空間Aは次の線形空間をモデルとするアフィン空間である

a = (Ω1
h ⊗ g)G
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（これは gP := P ×Ad gとすれば Ω1(gP )のことである．gにG不変内積をいれれ
ば，このベクトル束上には自然に内積がはいる）．
Bをコンパクト向きつき２次元リーマン多様体として，P をB上の主G束とす

る．またGはコンパクトまたは半単純とする．このときAtiyah-BottはAが無限
次元のシンプレクティック多様体であることを証明した．
gのG不変内積を固定しておく．Aの各点の接ベクトルは aに入るとしてよい．

X1, · · · , Xkを gの基底とし，a, b ∈ a = (Ω1
h ⊗ g)Gを

a =
∑

ai ⊗Xi, b =
∑

bi ⊗Xi

とかく．このとき

ω : a× a ∋ (a, b) 7→
∫
B

∑
i,j

ai ∧ bj⟨Xi, Xj⟩ ∈ R

として，A上のシンプレクティック形式が定義できる．(A, ω)はシンプレクティッ
ク多様体である．

Proof. 上の定義で，基点Aにはよらないことがわかる．特に，ωは定数であり閉
形式である．また明らかに交代形式である．そこで非退化性についてみればよい．
ω(a, b) = 0（∀b ∈ a）とすると，a, b ∈ Ω1(gP )とみなす．例えば局所自明性から，
bをある近傍U 上で b = b1⊗X1でU の外でゼロとすると ω(a, b) =

∫
U
a1 ∧ b1であ

り b1は U 上微分形式として任意に動くので a1は U 上でゼロとなる．このような
操作を繰り返せばBコンパクトから a = 0がわかる．

11.2.2 ゲージ群の作用

P を B上主G束とする．Gの作用と可換な微分同相 f : P → P は自然に fb :

B → Bという微分同相へおちる．

Definition 11.2.1. f : P → P 微分同相でGの作用と可換とし fb = id : B → B

となるものをゲージ変換とよぶ．またそれらはゲージ群という群 Gをなす．これ
はGP = P ×Ad Gとしたときの Γ(M,GP )のことである．

別の言い方をしてみる．f : P → P をゲージ変換とすると関数 νf : P → Gで
f(p) = νf (p) ·pとなるものが存在する．これは νf (gp) = gνf (p)g

−1を満たす．実際，
g ·νf (p)p = g ·f(p) = f(gp) = νf (gp)gpであるので．（このことからΓ(M,GP )に入る
こともわかる．Gが可換群なら，この条件は νf (gp) = νf (p)となるのでC∞(M,G)

がゲージ変換である）．また，

νgf (p)p = (g ◦ f)(p) = g(νf (p)p) = νg(νf (p)p)νf (p)p = νf (p)νg(p)p
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となるので，
νgf (p) = νf (p)νg(p)

となる．

Remark 11.2.1. 右作用で行う場合には，f(p) = pνf (p)として，

pνf (p)g = f(p)g = f(pg) = pgνf (pg)⇒ νf (pg) = g−1νf (p)g

であり，

pνgf (p) = (g ◦ f)(p) = g(pνf (p)) = pνf (p)νg(pνf (p)) = pνg(p)νf (p)

となるので，νgf (p) = νg(p)νf (p)となる．

さて，f ∈ Gとすると，これはP の微分同相でG不変，fb = idであるので接続
TP = V ⊕Hを別の接続 TP = V ⊕Hf へと移すので，A上に作用する．実際，A
という P 上 g値 1-formを引き戻せば f ∗Aという新しい接続を得る．実際，

Proposition 11.2.1. 接続Aを f でゲージ変換したとき，次が成立．

(f ∗A)p = Ad(νf (p))Ap + (dνf )pν
−1
f (p)

となる（ν−1
f (p)は νf (p) ∈ Gの逆元）．ここで，(dν)pν

−1(p)の意味は，

TpP ∋ X
dνf−−→ (dνf )p(X) ∈ Tf(p)G

ν−1
f (p)
−−−−→ g

また，曲率は次のように変換される：

Ff∗A = f ∗FA = Ad(µf )FA

Proof. まずは，ちゃんと作用となっていることを確かめてみる．

(gf)∗A =Ad(νgf )A+ d(νgf )ν
−1
gf = Ad(νfνg)A+ d(νfνg)ν

−1
g ν−1

f

=Ad(νf )Ad(νg)A+ dνfν
−1
f + νf (dνgν

−1
g )ν−1

f

=f ∗(Ad(νg)A+ dνgν
−1
g ) = f ∗g∗A

となっている．さて，γ(t)を点 γ(0) = p，γ′(0) = Xpとなる接ベクトルとする．

f∗Xp =
d

dt
f(γ(t))|t=0 =

d

dt
νf (γ(t))γ(t)|t=0

=
d

dt
νf (γ(t))νf (p)

−1f(p)|t=0 +
d

dt
νf (p)γ(t)|t=0
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となる．第一項目は， d
dt
νf (γ(t))νf (p)

−1|t=0 ∈ gであり，

(dνf )ν
−1
f (p) : TpP ∋ X 7→ Y = (dνf )p(Xp)νf (p)

−1 ∈ g

という写像を考えて，それを f(p)で考えている．つまり，Y ∗
f(p)のことである（基

本ベクトル場の定義は d
dt
(exp tY )p|t=0であるが，G内の曲線 exp tY は c′(0) = Y

となる曲線なら何でもよいので， d
dt
c(t)p|t=0 = Y ∗

p である）．そこで，

Af(p)(
d

dt
νf (γ(t))νf (p)

−1f(p)|t=0) = (dνf )p(Xp)νf (p)
−1

また，第二項目はG不変性から，

Af(p)(
d

dt
νf (p)γ(t)|t=0) = Af(p)((νf )∗Xp) = Ad(νf (p))A(Xp)

となる．以上から，
f ∗A = Ad(νf )Ap + (dνf )pν

−1
f (p)

次に，曲率を考える．νf も f で書くことにする．このとき，

d(fAf−1 + dff−1)− (fAf−1 + dff−1) ∧ (fAf−1 + dff−1)

=(df)Af−1 + fdAf−1 − fAf−1dff−1

− fA ∧ Af−1 − dfAf−1 − fAf−1dff−1 − dff−1 ∧ dff−1

=f(FA)f
−1

Remark 11.2.2. これは，通常のものと作用が逆であることに注意する．右作用で
行う場合には

f ∗A = Ad(f−1)A+ f−1df, f ∗FA = Ff∗A = f−1FAf

という変換則になる．実際，

f∗Xp =
d

dt
f(γ(t))|t=0 =

d

dt
γ(t)νf (γ(t))|t=0

=
d

dt
f(p)νf (p)

−1νf (γ(t))|t=0 +
d

dt
γ(t)νf (p)|t=0

となることからわかる．

Lemma 11.2.2. Aへのゲージ群の作用はシンプレクティック作用である．
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Proof. ゲージ変換 f : P → P に対応する関数 νf : P → Gも f : P → Gと書くこ
とにする．引き戻しで定義したので，作用を左作用にするには，Aへのゲージ群
の作用は

(f,A) 7→ f · A = (f−1)∗A = Ad(f−1)A+ df−1f = Ad(f−1)A− f−1df

と作用する．A+ taはAを通り接ベクトルが aの直線である．これをゲージ群で
移して微分すれば，(df)A : TAA → Tf ·AAがもとまる．

d

dt
(f−1)∗(A+ ta) =

d

dt
(f−1Af + tf−1af − f−1df) = f−1af

となる．
dfA : TAA ∋ a 7→ f−1af ∈ Tf ·AA

である．シンプレクティック形式 ωの定義における g上のG不変内積（随伴作用
で不変）を入れているので，上のゲージ変換の作用で ωは不変である．

さらに曲率をモーメント写像としてハミルトン作用になる（後述）．

µ : A ∋ A 7→ FA ∈ (Ω2
h(P )⊗ g)G

がある．特に，µ−1(0)は平坦接続の全体であり，µ−1(0)/Gは平坦接続のゲージ同
値類全体となる．つまり平坦接続のモジュライ空間である．さらに，これは有限
次元のシンプレクティック orbifoldとなる．
次の subsectionでG = S1の場合に確かめていく．一般の場合もほぼ同様である

（後述，詳しくは [深谷]の本など）．主束が自明束の場合には平坦接続のモジュラ
イ空間はHom(π1(B), G)/Gと同一視できる（ここでGの作用は共役作用からみち
びかれるもの）．とくに，有限次元である．ただしGの作用が不動点をもてば特
異点がでる．次元は (2g− 2) dimGである（例えば指数定理を使えばわかる）．こ
こで gはリーマン面の genusである．

Proposition 11.2.3. 平坦接続のゲージ同値類と Hom(π1(B), G)/Gは同一視で
きる．

Proof. 平坦接続を考えたとき γ, γ′ : [a, b] → Bを点 p, qを結ぶ曲線とする．この
ときこれらがホモトピックなら二つの定める平行移動は一致する．つまり p上の
ファイバーから q上のファイバーへの平行移動による同型写像が一致する．実際，
γ′−1 ◦ γを考えるとループになる．ホモトピックなので γ, γ′を含む単連結なところ
で，平坦接続を自明接続にできる．そこでホロノミーを考えると，これは id ∈ G
である．よって平行移動が一致する．
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さて，底空間B上のある点 pを固定し，その点のファイバー上の点を基点として，
ホロノミー群を考える．上での述べたことから準同形 π1(B)→ Gを得る．ゲージ
群同値なものを考えると，それは p上のファイバー上の基点を変えることである
が，これは共役な群になるのであった．
逆に τ : π1(B)→ Gがあるとする．このときBの被覆空間 B̃を考えると，これ

はπ1(B)を構造群とする主束とみなせる．ここには唯一つの接続が入る．実際TxB̃

を水平方向する接続である．もちろん曲率はゼロ．さてP = B̃×τ Gであり，ここ
に誘導接続をいれれば，曲率はゼロでホロノミー群がもとの準同形 τ を導く．

EXAMPLE 11.2.1. 直線束の場合を考える．つまりG = U(1)の場合．このとき
平坦接続のゲージ同値類は

Hom(π1(M), U(1))/U(1) = Hom(π1(M), U(1)) = H1(M,U(1)) = H1(M,R)/H1(M,Z)

となり，トーラスになる．

11.3 リーマン面上の主U(1)束

11.3.1 ハミルトニアン作用

コンパクトリーマン面B上の S1束 P を考える．vを g = Rの 1に対応する P

上基本ベクトル場とする．S1が可換なので，P 上の接続形式は，P 上のR値微分
形式で

LvA = 0, A(v) = 1

となるものである．特別な接続A0を固定すれば，他の接続はA0 + aの形である．
ここで a ∈ (Ω1

h(P ))
U(1) = Ω1(B)である．そこでシンプレクティック形式は

ω : a× a ∋ (a, b) 7→
∫
B

a ∧ b ∈ R.

またゲージ変換群は G =Map(B, S1)であり P への作用は

ψ : G ∋ h 7→ ψh ∈ Diff(P ), ψh(p) = h(π(p)) · p

である（つまり各ファイバーで点ごとに掛け算する）．またゲージ群のリー環は

LieG =Map(B,R) = C∞(B)

であり，その双対空間は
(LieG)∗ = Ω2(B)
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である．ここで pairingは

C∞(B)× Ω2(B) ∋ (h, β) 7→
∫
B

hβ

となる（これは非退化であるで互いに双対空間である）．さらにゲージ群のAへ
の作用は

G ∋ h(x) = eiθ(x) 7→ (A 7→ A− π∗dθ) ∈ Diff(A).

（h ·A = Ad(h−1)A− h−1dhで作用させるので，−h−1dh = −e−iθdeiθ = −idθとな
る．あとは u(1) ∼= Rを使うと，上のようになる）よって，ゲージ群のAへの無限
小作用は

dψ : LieG ∋ X 7→ X∗ = −dX ∈ X(A)

である．ここでX ∈ LieGはB上のR値関数であったので，それをX(x)とすれ
ば eitX(x) ∈ Gであり，先ほどみた作用を tについて微分すれば−dXとなる．ここ
で dはB上の微分であり，dX ∈ Ω1(B) = a = TAAである．
このシンプレクティック作用がハミルトニアン作用であり，モーメント写像が

µ : A ∋ A 7→ FA ∈ Ω2(B) = (LieG)∗

であることを確かめよう．

Proof. まず，シンプレクティック多様体Aへのゲージ群の作用がシンプレクティッ
ク作用であることはすでに証明した．今回の場合には

(dh)A : TAA ∋ a 7→ a ∈ Th·AA

であることに注意．
さて，曲率 FAは，S1が可換なので FA = dA ∈ (Ω2

h(P ))
G = Ω2(B)である．ま

たゲージ群 Gは S1が可換なので可換群となるので，モーメント写像の２番目の条
件はµがG不変であることをみればよい．GのAへの作用はA 7→ A−π∗dθであっ
た．この微分をとると FA = FA−π∗dθであるので，G不変である．
そこで dµX = ιX∗ω（X ∈ LieG = C∞(B)）を確かめればよい．まず µX は

µ : A → Ω2(B) = LieG∗とX ∈ LieG = C∞(B)の pairingであるので

µX : A ∋ A 7→
∫
B

X · dA ∈ R

となる．これを微分して dµX を作る際には，A = A + taとして微分すればよい
ので，

dµX : a = Ω1(B) ∋ a 7→
∫
B

X · da ∈ R
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となる．
一方で，X∗ = −dXであったので，ストークスの定理を使って

ω(X∗, a) =

∫
B

X∗ ∧ a = −
∫
B

dX ∧ a =

∫
B

Xda

となる．よって µがモーメント写像であることが証明できた．

11.3.2 Picard多様体

上のリーマン面上の主 U(1)束の平坦接続の空間は，代数幾何での Jacobi多様
体である．
まず Picard多様体について説明しよう．M を複素多様体とする．M 上の正則

直線束の同型類を考える．そこで，

0→ Z j−→ OM
exp(2πi·)−−−−−→ O∗

M → 0

という層の完全系列から

H0(M,O∗
M)→ H1(M,Z) j−→ H1(M,OM)→ H1(M,O∗

M)→ H2(M,Z)

を得る．このとき正則直線束の同型類は H1(M,O∗
M)であり，これを Picard群

Pic(M)という．またH2(M,Z)への写像は第一チャーン類をとる c1(L)である．さ
て，Picard多様体とは

Pic0(M) = {L ∈ Pic(M)|c1(L) = 0}

である．完全系列から

Pic(M)/P ic0(M)→ H2(M,Z)

という単射と
Pic0(M) = H1(M,OM)/j(H1(M,Z))

を得る．

Lemma 11.3.1. M がコンパクトなら jは単射であり，

Pic0(M) = H1(M,OM)/H1(M,Z)

となる．
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Proof. 連結準同形 δ : H0(M,O∗
M) → H1(M,Z)がゼロになることを証明すれば

よい．H0(M,O∗
M) = C∗である．H0(M,OM) = C → H0(M,O∗

M)は全射なので．
δ = 0である．

さらにM がコンパクトケーラー多様体の場合を考える．このとき

H1(M,OM) ∼= H0,1(M,C) = H0,1 = H̄1,0

ここでH1,0は調和 (1, 0)形式であるがこれは正則1-fromである．さらにj(H1(M,Z)) ⊂
H1(M,OM) ∼= H0,1は ϕ̄ ∈ H0,1に対して，∫

γ

ϕ+ ϕ̄ ∈ Z ∀ 1-dim cycle λ

となるもの全体である．また同型 r : H0,1 ∋ ϕ̄ 7→ ϕ + ϕ̄ ∈ H1(M,R) = H1を考え
れば，r(j(H1(M,Z)))はH1(M,R)の格子群であり，b1 = b1(M)個の一次独立な
ベクトルで生成される．以上から

Proposition 11.3.2. Mがコンパクトケーラー多様体ならPicard多様体Pic0(M)

は複素 b1/2次元のトーラスである．

Pic0(M) = H1(M,OM)/H1(M,Z) = H0,1/π0,1(H1(M,Z)).

さらに
Pic(M) ∋ L 7→ c1(L) ∈ H1,1(M,Z)

に対して，同型
Pic(M)/P ic0(M) ∼= H1,1(M,Z)

を得る（rankH1,1(M,Z)を Picard数という）．

Proof. Mがコンパクトケーラー多様体としてLを複素直線束とすればエルミート
構造をとれば，c1(L) ∈ H1,1(M,Z)である．逆を証明する．c ∈ H1,1(M,Z)とす
る．完全系列

H1(M,O∗
M)→ H2(M,Z) j−→ H2(M,OM)

を考えると H2(M,OM) ∼= H0,2(M,C) ∼= H0,2 である．j は j : H2(M,Z) →
H2(M,C) = H2 → H0,2 である．よって j(c) = 0であるので H1(M,O∗

M)の元
をとってこれる．

リーマン面の場合のPicard多様体 Pic0(M)を Jacobi多様体とよぶ．このとき

0→ Pic0(M) = T2g → Pic(M)→ H2(M,Z) = Z→ 0
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となる．つまりリーマン面上の正則直線束はそのチャーン類（この場合は次数と
もいう）と正則構造のモジュライ Pic0(M)できまることになる．リーマン面の場
合にはホモロジーで作ったAlbanese多様体（今の場合にはH1,0/π1,0(H1(M,Z))で
ある）と同型になる. 対応は非退化写像

H1(M,C)×H1(M,C) ∋ (ω, ϕ) 7→
∫
M

(ω ∧ ϕ) ∈ C

によりH1とH1を同一視することによる．
以上で Jacobi多様体の説明を終えるが，Jacobi多様体に対しては Abelの定理

や Jacobiの逆問題などの様々の理論がある．

11.3.3 正則ベクトル束と接続

接続により直線束の正則構造を記述したい．そこで複素多様体上の複素ベクト
ル束の正則構造に対しての一般論を与える．（主束のGの作用は通常のように右作
用で考えることにする）．
E →M を複素ベクトル束とする（正則構造は入れていない）．

L : Ω0,0(E)→ Ω0,1(E)

がコーシーリーマン作用素とは一階微分作用素であり，

L(fu) = ∂̄f ⊗ u+ fLu, ∀f ∈ C∞(M), u ∈ Ω0,0(E)

を満たすものである．この全体をCR(E)とする．
またE上のエルミート計量 hを固定して hを保つ接続全体をAhと書く．これは

∂̄A = π0,1 ◦ ∇A : Ω0,0(E)→ Ω0,1(E)

によりコーシーリーマン作用素を定義する．よって

Ah ∋ A 7→ ∂̄A ∈ CR(E)

という写像を得る．これは全単射である．

Proof. 単射性を証明する．∂̄A = ∂̄Bとすると，

δ = B − A



11.3. リーマン面上の主 U(1)束 265

はEの歪エルミート endomorphismで π0,1(δ) = δ0,1 = 0となるものである．π0,1

の定義から

δ0,1(X) =
1

2
(δ(X) + iδ(JX)) ∀X ∈ X(M)

となる．ここで δ(X)は歪エルミートである．よって iδ(JX)はエルミートである．
そこで，δ0,1 = 0であるので，δ(X) = 0となる．
次に，全射を証明する．あるエルミート接続A0を固定して対応するCR作用素
を L0とする．このとき L ∈ CR(E)に対してCR作用素の定義から

β = L− L0 ∈ Ω0,1(End(E))

となる．そこでEの歪エルミート endomorphism δで，δ0,1 = βとなるものをとれ
ばA0 + δに対するCR作用素が Lになる．そこで

δ(X) = β(X)− β(X)∗

とすればよい．δは歪エルミートであり，δ0,1 = βとなる．

また，接続と同様にして Lに対して

L : Ωp,a(E) ∋ α⊗ u 7→ ∂̄α⊗ u+ (−1)p+qα ∧ Lu ∈ Ωp,q+1(E),

α ∈ Ωp,q(M), u ∈ Ω0,0(E)

と拡張しておく．

Definition 11.3.1. 複素ベクトル束 E が正則ベクトル束とは適当な局所自明化
Ψα : E|Uα → Crをとると，推移関数 gβα = ΨβΨ

−1
α : Uαβ → GL(r,C)正則関数と

なるものである．またこれは，Eが複素多様体で π : E →M が正則であるという
ことと同値である．

さらに，正則構造がΨ = (Ψα, gβα = ΨβΨ
−1
α )とΦ = (Φα, hβα = ΦβΦ

−1
α )が同型

とは，正則関数 Tα : Uα → GL(r,C)で hβα = TβgβαT
−1
α となることである．さら

に，ゲージ同値なものも同型と定義する．E上の正則構造全体をHOL(E)と書く．

EXAMPLE 11.3.1. 正則直線束の同型類はH1(M,O∗)の元として定まるのであっ
た．これはゼロでない正則関数の族 {gβα}で cocycle条件 δ(g) = 0を満たすもので
ある．これを与える正則局所自明化 {Ψα}αがあったとする．つまり gβα = ΨβΨ

−1
α

である．C∞のゲージ変換をとってくる．これは f :M → C∗という滑らかな関数
である．fα = f |Uα として，自明化を Φα = f−1

α Ψαと変化させる．fαは正則関数
ではないが，推移関数を考えると hβα = ΦβΦ

−1
α = fΨβΨ

−1
α f−1 = gβαとなるので，

同じ cocycleを与える．
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EXAMPLE 11.3.2. ベクトル束のゲージ変換 f : E → Eを考えると，E|Uα上の
左辺の自明化をΨα，右辺の自明化をΦαとし，hβα = Ψβ ◦Ψ−1

α ，gβα = Φβ ◦Φ−1
α と

する．この自明化に対して，{fα}αでゲージ変換が与えられとする．つまり，fα =

Φα ◦ f ◦Ψ−1
α である．このとき，

fβ = Φβ ◦ f ◦Ψ−1
β = gβαΦα ◦ f ◦Ψα ◦ h−1

βα = gβαfαh
−1
βα

となっている．右辺のEに正則ベクトル束の構造があり，gβαが正則関数であると
する．しかし，hβαは正則でないかもしれない．しかし，自明化を fαΨαと変化さ
せれば，

fβΨβ ◦Ψ−1
α fβ = fβhβαf

−1
α = gβαfαh

−1
βαhβαf

−1
α = gβα

となるので，正則ベクトル束の構造が入ることになる．つまり f : E → Eをベク
トル束の同型写像としたときEに入った正則構造をゲージ変換で引き戻したもの
も同じ正則構造とみなすわけである．言い換えるととHOL(E)とはC∞ベクトル
束の同型類 [E]にどのくらい正則ベクトル束構造が入るかのモジュライのこと．

一つの正則構造Ψをとってくる．このときUα上で正則フレームをとって，u =∑
fiu

α
i として

∂̄αu =
∑

(∂̄fi)⊗ uαi
とすれば，Uαβ 上でも gβαが正則であることから ∂̄β = ∂̄αとなるので，コーシー
リーマン作用素 ∂̄Ψが定まる．さらに，これは ∂̄Ψ ◦ ∂̄Ψ = 0を満たすことが簡単な
計算でわかる．

Definition 11.3.2. CR作用素LがL2 = 0を満たすとき可積分とよび，その全体
をCRi(E)と書く．正則構造があれば自然に可積分なCR作用素を得る．

同値な正則構造Ψ,Φがあった場合には，これらをうつす変換Tα : Uα → GL(r,C)
は正則関数であったことから ∂̄Ψ = ∂̄Φを得る．つまり同値な正則構造は同じ CR

作用素を定義する．
またゲージ変換で移した場合を考える．Tα : Uα → GL(r,C)で Tβ = gβαTαg

−1
βα

を満たすものであった．このとき，局所自明化はΦα = T−1
α Ψαと変化する．ゲー

ジ変換したときの共変微分の関係式は∇g∗Ag∗s = g∗(∇As)であった．これと同様
にして，

∂̄T ·Φ = T ∂̄ΦT
−1

と変化する．よって，CRi(E)にゲージ群Γ(M,P ×AdG)を上のように共役で作用
させれば，

HOL(E)→ CRi(E)/G

というwell-definedな写像を得る．実はこれは全単射である．
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Proposition 11.3.3.

HOL(E) ∋ Ψ 7→ ∂̄Ψ ∈ CRi(E)/G

は全単射である．

Proof. よく知られているようにL2 = 0となるCR作用素があったなら，EにL = ∂̄Ψ
となる正則ベクトル束の構造Ψが唯一つ入る（ゲージ同値は込めないで）．そこ
で両方ともゲージ同値で割ればよい．よって全単射である．

さて，Ahをエルミート接続の全体としていた．そして

Ah ∋ A 7→ ∂̄A ∈ CR(E)

であった．CRi(E)の逆像はエルミート接続で，その曲率が (1, 1)となるものであ
る．その全体をA1,1

h とする．

Proof. A ∈ A1,1
h とする．このとき 0 = F 0,2

A = ∂̄2Aとなるので，CRi(E)に入る．逆
に，CRi(E)に入るエルミート接続Aがあれば，FAは歪エルミートであり，F

0,2
A =

∂̄2A = 0であることから F 2,0
A = −(F 0,2

A )∗ = 0となり (1, 1)部分しかない．

A1,1
h にゲージ変換を作用させる．しかし，われわれのゲージ群はユニタリゲー

ジ群とは限っていないことに注意する．そこで次のようにすればよい．上の同一視
でL = ∂̄Aとして TLT−1がゲージ変換であった．β = TLT−1−L ∈ Ω0,1(End(E))

とみなして，δ(X) = β(X) − β(X)∗として，T · A = A + δとすればよい．この
とき

∂̄T ·A = T ∂̄AT
−1

が成立する．

Proof. ∇TA −∇A = δであるので，π0,1をかければ，∂̄T ·A − ∂̄A = β = TLT−1 −L
であるので，∂̄T ·A = T ∂̄AT

−1となる．

そこで，

Proposition 11.3.4. 次の同一視が成立する．

HOL(E) ∼= A1,1
h (E)/G.

また，可積分なCR作用素 ∂̄はE上の正則構造Ψとエルミート接続Aで ∂̄A = ∂̄ =

∂̄Ψとなるものをゲージ変換を除いてただ一つ導く．
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EXAMPLE 11.3.3. A1,1
h 上のゲージ変換を直線束の場合に調べてみよう．f ∈

C∞(M,C∗)とする

f∂̄Af
−1 = ∂̄A −

∂̄f

f

となるので，

f · A = A− ∂̄f

f
+
∂f̄

f̄

がゲージ変換の作用である（これを見てもわかるように，通常のゲージ変換とは
異なる），

さてリーマン面上の直線束に対してみていく．簡単のため自明束とする（c1(L) =
0）．L → Bをリーマン面B上の自明直線束とする．勝手な計量 hを固定してお
く．L上のエルミート接続Aをとると，リーマン面上では (0, 2), (2, 0)はないので，
A ∈ A1,1

h に入り，勝手なエルミート接続Aに対して ∂̄ = ∂̄Aとなる複素構造が必
ず入る．つまりAh = A1,1

h である．このゲージ同値類を調べる．

f · A = A− ∂̄f

f
+
∂f̄

f̄

であった．この曲率を計算すると

Ff ·A = FA − ∂∂̄ log |f |2

になる．さて，一方で，自明束なので [FA] = 0であり，FAは実 (1, 1)形式なので，
global ddc-lemmaより（lemma 6.2.4），ある関数が存在して，FA = ∂∂̄ϕとなる
関数が存在する．そこで．f = eϕ/2とすれば，Ff ·A = 0とできる．よってAの同
値類として平坦接続をとることが可能である（普通の意味でのゲージ同値ではな
いことに注意）．そこで平坦接続Aに対してその (0, 1)部分をとって ∂̄Aとすれば，
正則構造が入る．もちろん平坦接続に（普通の意味で）ゲージ同値なものは同じ
正則構造をあたえる．自明束でない場合には Lに対して，勝手な正則構造を一つ
固定して，自明束L0とテンソル積すればよい．以上の考察から正則構造のモジュ
ライ Pic0(M)と平坦接続接続のモジュライが対応することがわかった．

Theorem 11.3.5. Bをリーマン面として Jacobi多様体 Jac(B)には次の三つの書
き方がある．

1. Jac(B) = Hom(π1(B), U(1))/U(1) = Hom(π1(B), U(1)) = H1(B,U(1)) =

H1(B,R)/H1(B,Z) = U(1)2g．

2. Jac(B) = µ−1(0)/G
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3. Jac(B) = Pic0(M) = H0,1/π0,1(H1(B,Z))（これは Bの複素構造を用いて
いる）．

Remark 11.3.1. 上が複素直線束の場合である．リーマン面上の higher rankのベ
クトル束の場合には，semistable 正則ベクトル束（+α）のmoduliに対して同様
な結果が成立する（Narasimhan-Seshadriの定理）．

Remark 11.3.2. H1(B)の基底 σ1, · · · , σ2gで σ2j−1σ2j = 1で他の intersectionがゼ
ロとなるものをとる．これをシンプレクティック基底という．この基底でU(1)2gと
同一視すれば，U(1)2g上の標準的シンプレクティック構造が以前与えた µ−1(0)/G
のシンプレクティック構造と一致する．

11.4 主G束の場合

11.4.1 ハミルトニアン作用

リーマン面上Bの主G束P を考える（主束のGの作用は通常のように右作用で
考えることにする）接続の空間をAとして，接空間を a = (Ω1

h⊗g)G = Ω1(P×Adg)

とする．このとき，A上のシンプレクティック形式は

ω(a, b) =

∫
⟨a ∧ b⟩

であった．またゲージ変換群は G を P 上 G値関数で equivariantなものである
（f(pg) = gf(p)g−1）．さらにゲージ群の作用は

f · A 7→ Ad(f)A+ fdf−1 = fAf−1 − dff−1

である．さらにゲージ群のリー環はP 上 g値関数で equivariantなものである（ま
たは Γ(B,P ×Ad g)）．その双対空間はΩ2(B,P ×Ad g) = (Ω2

h ⊗ g)Gであり，曲率
がいる空間である．ここで pairingは

Γ(B,P ×Ad g)× Ω2(B,P ×Ad g) ∋ (X,F ) 7→
∫
B

⟨X ∧ F ⟩ ∈ R

である（⟨X ∧ F ⟩ = −trX ∧ F）．
次に基本ベクトル場を求める．X(p) : P → gとして，exp tX(p) : P → Gをゲー
ジ変換とすると，

X∗
A =

d

dt
{(exp tX)A(exp−tX)−(d exp tX)(exp−tX)} = XA−AX−dX = −DAX
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である．
さて，

µ : A ∋ A 7→ FA = dA+
1

2
[A ∧ A] ∈ (Ω2

h ⊗ g)G

はゲージ群の作用に対するモーメント写像となる．つまりゲージ群の作用はハミ
ルトニアン作用である．

Proof. まず Ff ·A = fFAf
−1に注意する．µX(A) = ⟨µ(A), X⟩は

µX(A) =

∫
⟨X ∧ FA⟩

として定義される．そこで，ゲージ群の作用を考えると

µX(f · A) =
∫
⟨X ∧ Ff ·A⟩ =

∫
⟨X ∧ fFAf−1⟩ =

∫
⟨f−1Xf ∧ FA⟩ = µAdf−1X(A)

これでモーメント写像の２番目の条件がわかった．次に dµX = ιX∗ωを証明する．
まず

ιX∗
A
ωA(a) = ωA(X

∗
A, a) = −

∫
⟨DAX ∧ a⟩

である．一方で，(dµX)A(a)を求めるにはA+ taをµXへ代入して微分すればよい．

FA+ta = dA+ tda+
1

2
[(A+ ta) ∧ (A+ ta)]

= FA + tda+
t

2
[A ∧ a] + t

2
[a ∧ A] + t2

2
[a ∧ a]

= FA + tda+ t[A ∧ a] + t2

2
[a ∧ a]

これを微分して t = 0とすると

d

dt
FA+ta|t=0 = a+ A ∧ a+ a ∧ A = DAa

そこでストークスの定理を使って

d

dt
(

∫
⟨X ∧ FA+ta⟩)|t=0 =

∫
⟨X ∧DAa⟩ = −

∫
⟨DAX ∧ a⟩

以上でモーメント写像であることが証明できた．

また次もすぐにわかる
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Theorem 11.4.1. µ−1(0)/G = Hom(π1(B), G)/Gは（有限次元）シンプレクティッ
ク多様体（特異点はあるかもしれない）であり，シンプレクティック構造は次のよ
うになる．

T[A](µ
−1(0)/G) = kerDA : Ω1(gP )→ Ω2(gP )

im DA : Ω0(gP )→ Ω1(gP )

であり，

ω([V ], [W ]) =

∫
⟨V ∧W ⟩

（ 1
8π2 をつけるのがふつう）．

（上の命題で注意すべきは，シンプレクティック構造はリーマン面の複素構造ま
たはリーマン計量を使っていない．また，上の同型から指数定理を使って，次元
がわかる）．

Proof. Tpµ
−1(0) = ker dµpであったので，

(dµX)(a) =

∫
⟨X ∧DAa⟩

であったので，
ker dµ = kerDA : Ω1(gP )→ Ω2(gP )

となる．また，ゲージ群軌道の接空間は，

{X∗
A = −DAX |X : P → g} = im DA : Ω0(gP )→ Ω1(gP )

となる．ωがwell-definedであることはストークスの定理を使えば理解できる．

次の定理は，複素ゲージ変換を使って証明される（[深谷]をみよ）

Theorem 11.4.2. リーマン面B上の複素構造を一つ固定する．このときµ−1(0)/G
は（特異点がなければ）ケーラー多様体になる．

Outline of proof. リーマン計量をとればリーマン面なら複素構造がはいる．この
ときホッジ作用素が定まる．そこで a = Ω1(gP )上にホッジ作用により概複素構造
が入る．Aはアフィン空間なので，このようにきめた概複素構造は複素構造にな
る．また

ω(a, Ja) =

∫
⟨a ∧ Ja⟩

∫
⟨a ∧ ∗a⟩ ≥ 0

であるので，非退化対称形式となりケーラー計量になる．このようにしてAはケー
ラー多様体になる．（リーマン面のリーマン計量からホッジ作用素は定義してるが，
上の場合には共形不変である．よってリーマン面の複素構造から定まるといって
いよい）．このケーラー構造を µ−1(0)/Gに落とせばよいのであるが，詳しくは深
谷賢治の本 [深谷]を参照．
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11.4.2 Chern-Simons

上で述べたシンプレクティック多様体はチャーン・サイモンズ理論と関連がある．
それについて述べる（かなりいいかげんに．粗筋のみ．間違った事を述べてる可
能性ありなので注意）．
M を向きつき３次元多様体として，主 SU(2)束を考える．これは必ず自明束に

なることが知られている．P 上の接続全体をAM とする．自明接続を基点にとれ
ば，Ω1(M, g)と同一視できる．自明束なのでゲージ変換はC∞(M,G)である．
さて，A ∈ AM に対して，

CS(A) =
1

8π2

∫
M

tr (A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧ A)

としてこれをChern-Simons汎関数という．

Proposition 11.4.3. CS : AM → Rの臨界点は平坦接続である．

Proof. A+ taとして微分して t = 0とする．

CS(A+ ta) = CS(A) +
t

4π2

∫
tr (FA ∧ a) +O(t2)

であるので臨界点は FA = 0となる平坦接続である．

次に，B : Ω1(M, g)× Ω2(M, g)→ Rを

B(α, β) =

∫
M

tr (α ∧ β)

とする．これは非退化であり（証明は前と同様），互いに双対空間となる．そこで
Ω1(M, g)が接空間であったのでΩ2(M, g)は 1-fromの空間である．特に FAはAM
上の 1-fromtとみなせる．さらに，先ほどの命題から

dCS(A) =
1

4π2
FA

がわかる．つまり FAはAM 上の完全形式である．

Remark 11.4.1. 上の命題はこの後使わない．Chern-Simons分配関数 Zk(M) =∫
AM/G exp 2π

√
−1kCS(A)DAを k → ∞とした漸近展開において，臨界点である

平坦接続の寄与が大きくなる．この事実を用いてChern-Simons摂動理論により３
次元多様体の位相不変量を構成できる．
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Remark 11.4.2. Chern-Simons は，４次元自己双対接続と関係がある．Chern-

Simons汎関数に対してgradientベクトル場（リーマン計量を (a, b) =
∫
M
(a(x), b(x))volM

でいれると，gradACS = − ∗ FA）の積分曲線Atで臨界点（平坦接続）に収束す
るものとM ×R上の反自己双対接続でL2有界なものが対応する．普通はM がホ
モロジー３次元球面の場合を考える（他の３次元多様体についてはいろいろと工
夫をする）．モース指数（上のような積分曲線のモジュライの次元）は反自己双
対接続のモジュライの次元として指数定理から計算できる．（求めたいのはAM/G
のフレアーホモロジーであるので）ゲージ変換を考慮すると，a, bを臨界点とし
て，その相対指数 µ(a, b)は，µ(g∗a, g′∗b)に一致するのは g, g′が同じ連結成分に入
る時であり，異なる連結成分に入る場合には，µ(a, b)は再び指数定理から８の倍
数だけずれることなる（π0(G) = Z）．よってフレアーホモロジーは mod 8で複
体を考えればよい．このようにして，AM/Gのフレアーホモロジーが定まる．こ
のホモロジー群を，M × Rを境界つき 4次元多様体の cylinder endと思って相対
ドナルドソン多項式に適用するのである（つまり，ある意味での位相的場の理論
を与える）．このようにして，AM/G上のChern-Simons汎関数に対するフレアー
ホモロジーと相対ドナルドソン多項式に関連がつく．またホモロジー球面に対す
るChern-Simonsのフレアーホモロジー群のオイラー数とキャッソン不変量C(M)

の絶対値の２倍が等しいことをTaubesがしめした．

さて，ゲージ変換でのCS(A)の変化を考察する．

Proposition 11.4.4. ゲージ変換は

A 7→ g∗A = g−1Ag + g−1dg

となるが，このとき

CS(g∗A) = CS(A) +
1

8π2

∫
∂M

tr (A ∧ dgg−1)−
∫
M

g∗σ

ここで σは SU(2)の体積要素である．つまりM-C形式を θ = g−1dgとすれば

σ =
1

24π2
tr (θ ∧ θ ∧ θ)

である．
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Proof.

CS(g∗A)

=
1

8π2

∫
M

tr {g−1Ag + g−1dg) ∧ d(g−1Ag + g−1dg) +
2

3
(g−1Ag + g−1dg)3}

=
1

8π2

∫
tr {AdA+ dgg−1dA− 3A(dgg−1)2 − 2A2dgg−1 − (g−1dg)3

+
2

3
(A3 + 3A2dgg−1 + 3A(dgg−1)2 + (g−1dg)3}

=CS(A)−
∫
M

g∗σ +
1

8π2

∫
tr {dgg−1dA− A(dgg−1)2}

=CS(A)−
∫
M

g∗σ +
1

8π2

∫
tr d(A ∧ dgg−1)

=CS(A) +
1

8π2

∫
∂M

tr (A ∧ dgg−1)−
∫
M

g∗σ

特に，∂M = ∅のときには

CS(g∗A) = CS(A)−
∫
M

g∗σ

が成立する．また
∫
M
g∗σは g :M → SU(2)の写像度であり，整数である．よって

exp(2πiCS(A))を考えると，

CS : AM/G 7→ R/Z

となることに注意する．Wittenの主張は，

Zk(M) =

∫
AM/G

exp(2π
√
−1kCS(A))DA

がM の位相不変量になることである．
∂M ̸= ∅のとき ∂M = Bとする．Q = P |Bとする．B上の主 SU(2)束は自明で

ありQ = B × SU(2)である．この接続の全体をABとする．これはΩ1(B, g)と同
一視でき，前に述べたようにシンプレクティック形式が

ω(a, b) = − 1

8π2

∫
B

tr a ∧ b

で定まる．ここで a, b ∈ TAAB = Ω1(B, g) である．また．ゲージ群は GB =

Map(B, SU(2))である．
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∂M = Bの場合にはZk(M)をAB上の関数（直線束の section）とみなす．それ
は次のようにする．a ∈ ABを固定してA ∈ AM でA|B = aとなるもの全体で積分
する．

Zk(M)(a) =

∫
A|B=a

exp(2π
√
−1kCS(A))DA

こうすれば，Zk(M) : AB → Cが定まる．さらに，M = M1 ∪B M2 として，
∂M1 = B = −∂M2として，

Zk(M) =

∫
AB

Zk(M1)(a)Zk(M1)(a)Da

となる．これが実は位相的場の理論の公理を（粗い意味で）みたすことになる．そ
こでAtiyahによる位相的場の理論の公理を思い出す．

1. コンパクト，境界なし，向きつき d次元多様体Bに対して，有限次元複素ベ
クトル空間ZBが対応．

2. コンパクト，向きつき d+1次元多様体Mで ∂M = Bに対して，Z(M) ∈ ZB
が定まる．

3. Z−B = Z∗
B

4. B1 ∪ B2で共通部分がない場合には，ZB1∪B2 = ZB1 ⊗ ZB2（よって ∂M =

(−B1) ∪B2なら，Z(M) ∈ Hom(ZB1 , ZB2)である）．

5. ∂M1 = (−B1)∪B2, ∂M2 = (−B2)∪B3に対してZ(M1∪M2) = Z(M1)Z(M2) ∈
Hom(ZB1 , ZB3)が成立．

6. Z∅ = C

7. Iを単位区間とすれば，Z(B× I)はZBの線形変換として恒等写像を与える．

そこで問題は，まずZBを作ることとなる．そこでAB上の直線束の切断の空間
を考える（もちろんこれでは大きすぎる）．

Proposition 11.4.5. aをB上の接続とし，hをゲージ変換とする．さらに hの
M への拡張を gとかく．このとき

c(a, h) = exp(2π
√
−1(

∫
B

tr h−1ah ∧ h−1dh)−
∫
M

g∗σ))

とすれば，hの拡張の仕方によらない．さらに，B = ∂M とする．AをM 上の接
続，gをM 上のゲージ変換とする．A|B = aとすると，

exp(2π
√
−1CS(g∗A)) = c(a, g|B) exp(2π

√
−1CS(A)).
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Proof. まず，hの拡張の仕方によらないことをしめす．gをB = ∂M への拡張す
る．さらに他の拡張 g′をB = ∂M ′への拡張とする．M ′の向きを逆にしてBにお
いてM とM ′を張り合わせると閉じた３次元多様体を得る．さらに gと g′を張り
合わせる．このとき

∫
M
g∗σ −

∫
M ′ g

′∗σはM ∪M ′から SU(2)への写像度なので整
数である．よって expに乗せれば exp(2π

√
−1
∫
M
g∗σ) = exp(2π

√
−1
∫
M ′ g

′∗σ)と
なる．よって拡張の仕方によらない．
もう一つの主張は先ほどの命題から明らか．

さて，AB上の複素直線束 LBを構成する．自明な複素直線束 LBを考え，その
上の接続でその曲率がシンプレクティック形式であるものを作る．接続は，AB上
の 1-fromであり，TaAB = Ω1(B, g)であるのでその双対空間はΩ1(B, g)であるの
で，それを a ∈ Ω1(B, g) = T ∗

aABとする．つまり，

Ba(V ) = − 1

8π2

∫
B

tr (a ∧ V )

として，AB×C上の接続を定める．このとき dB = ωであることはすぐにわかる．
自明束AB × C上に (a, z) 7→ (g∗a, c(a, g)z)でゲージ群を作用させる．これは接続
Bを保つ作用である．
先ほどの命題から

Zk(M)(g∗a) = c(a, g)kZk(M)(a)

となることがわかるので，Zk(M)がいる空間はAB 上直線束 L⊗k
B の sectionの空

間で GB不変なものであることがわかる．つまりAB ×ck CでありAB/GB上の直
線束の sectionであることがわかる．また，上で作った接続がゲージ群不変であっ
たので，この直線束にも接続が入る．（B の向きを変えると c(a, g)−k になるので
(L∗

B)
⊗kに入ることがわかり，pairingを作れる）．さらに，µ−1(0)/GB ⊂ AB/GB上

の直線束の sectionの空間を考えて，これがケーラー多様体であったのでケーラー
polaizationを行う（つまり正則な sectionの空間を考える．この polarizationの際
に先ほどの接続を用いる）．この有限次元ヒルベルト空間のことを共形ブロックと
いう．これが Zk(M)のいる空間であり，位相的場の理論での ZBという線形空間
である．閉じた３次元多様体の位相不変量Zk(M)は，共形ブロックを使って組み
合わせ論的に構成することになる（Zk(M)は経路積分であるので定義できないし，
計算できないので，位相的場の理論をみたすものを数学的につくって位相不変量
を構成するのである）．共形ブロックはWZW模型からも構成できることに注意
する．
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前 chapterで，トーラスのハミルトニアン作用の場合には，その像は凸多角形で
あることを見てみた．ここではその特別な場合である，シンプレクティックトー
リック多様体のモーメント写像による像を見てみる．これは，Delzant polytopeと
いわれる特別な polytopeであり，すべてのシンプレクティックトーリック多様体
と Delzant polytopeは一対一に対応する．この章では，その Delzant構成法を議
論する．

12.1 symplectic toric manifoldの分類

12.1.1 Delzant polytopes

2n次元シンプレクティックトーリック多様体とはコンパクト連結シンプレクティッ
ク多様体 (M2n, ω)で Tnの効果的ハミルトニアン作用があるものである．ここで
モーメント写像を µ :M → Rnとする．

Definition 12.1.1. Delzant polytope ∆ ∈ Rn とは次をみたす凸 polytopeで
ある．

1. simple．各頂点からは n個の辺が出る．

2. rational．頂点 pから出る各辺に対して，ui ∈ Zn（i = 1, · · · , n）があって，
p+ tui（t ≥ 0）の形をしている．

3. smooth．各頂点に対して，上の u1, · · · , unはZnの基底としてとることがで
きる．

以下がDelazant polytopeの例である．
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辺の長さは整数とは限らない．左上の台形の例で言えば，各点 pに対して辺は
p+ tui（ui ∈ Zn）の形をしている．つまり，頂点から出る辺の方向ベクトルは，格
子 Zn上にあり，Znの基底となる．また適当に大きさを変えてもDelzantになる．
下の図の三角形は smoothnessが破られるのでDelzant polytopeではない．下の

右図では simpleという条件が満たされていない．

Remark 12.1.1. Newton polytopeとは非特異n価のpolytopeのことであるが．こ
の場合には頂点も格子上にある必要がある．しかりDelzant polytopeはそのこと
は仮定しない．

Delzant Polytopeを代数的に記述する．polytopeの facet（面）とは n − 1次
元の面のことである．∆を n次元のDelzant polytopeとして，面の数を dとする．
v ∈ Znが primitiveとは任意の u ∈ Zn, k ∈ Z, |k| > 1に対して，v = kuと記述
されないことである．例えば，(1, 1), (4, 3), (1, 0)は primitiveであるが (2, 2), (4, 6)

は primitiveでない．
v1, · · · , vd ∈ Znを面から外向きに面に垂直にでる primitiveベクトルとする．頂

点 pを通る面は u1, · · · , ûi, · · · , unが張る面であるので，垂直なベクトルは，各成
分が整数であるようにできる，さらに最大公約数で割ってあげれば primitiveベク
トルが各面に対してただ一つ存在する．そこで，∆に対して，λ1, · · · , λd ∈ Rに対
して，

∆ = {x ∈ Rn|⟨x, vi⟩ ≤ λi, i = 1, · · · , d} for λi ∈ R

と書ける．つまり，面が d個のときprimitiveベクトルが d個とれ，超平面 ⟨x, vi⟩ =
λiの viとは逆側の領域の共通部分が∆である．
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EXAMPLE 12.1.1.

∆ = {x ∈ R2|x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 0}
= {x ∈ R2|⟨x, (−1, 0)⟩ ≤ 0, ⟨x, (0,−1)⟩ ≤ 0, ⟨x, (1, 1)⟩ ≤ 1}

(0, 1)

(0, 0) (1, 0)

12.1.2 Delzantの定理

Theorem 12.1.1 (Delzant). シンプレクティックトーリック多様体は Delzant

polytopeで分類される．つまり次の一対一対応がある．

symplectic toric manifolds ∋ (M,ω.Tn, µ)←→ µ(M) ∈ Delzant polytope

subsection 10.3.6で見たように，凸性定理及び局所凸性定理を用いて，シンプレ
クティックトーリック多様体のモーメント写像による像がDelzant polytopeである
ことを知っている．以下では，この定理の全射性を証明していく．つまり与えら
れた∆に対して，シンプレクティックトーリック多様体を構成するのである．

Remark 12.1.2. シンプレクティックトーリック多様体 (Mi, ωi,Ti, µi)（i = 1, 2）が
同値とは，ある同型 λ : T1 → T2と λ同変なシンプレクティック同相 ϕ :M1 →M2

があって，µ1 = µ2 ◦ ϕとなることをいう．上の同型は，この同値類を除いてとい
う意味である．
このノートでは，単射性，つまり二つのシンプレクティックトーリック多様体
が，同じDelzant polytopeを与えるとき，それらが同値であるかという問題につ
いては触れない．例えば，[Audin]を参照（微分同相となることまでし書いてない
ので，詳しくはDelzantの論文など）
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12.1.3 Delzant の構成法

∆をn次元のDeltzant polytopeでd個の面を持つとする．vi ∈ Zn（i = 1, · · · , d）
を面に垂直な外向きで素（primitive）なベクトルとする．このとき

∆ = {x ∈ Rn|⟨x, vi⟩ ≤ λi, i = 1, · · · , d} for some λi ∈ R

となる．eiをRdの標準的なベクトルとして，

π : Rd ∋ ei 7→ vi ∈ Rn

を線形に拡張して π : Rd → Rnを考える．このとき，これは Zdから Znへの全射
を与える．

Proof. ある頂点 pに対する辺のベクトル u1, · · · , un ∈ Rnは Znの基底であった．
そこで，Z線形同型写像 A : Zn → Znで移せば，標準的な基底となる．つまり，
u1, · · · , unを標準的な基底としても一般性を失わない．このとき，u1, · · · , unをマイ
ナス倍したベクトルが，pを通るn個の面に対するnormal vectorであり，primitive

なものとなる．よって，Znの基底になる．

よって，πは次のトーラス間の全射写像を導く．

π : Td = Rd/Zd → Rn/Zn = Tn

さて，N := kerπ（d−n次元トーラス）, n = Lie(N), とする．このときトーラス
の完全系列

0→ N
i−→ Td π−→ Tn → 0

があり，さらに次のリー環の完全系列を得る．

0→ n
i−→ Rd π−→ Rn → 0

さらにその双対の完全系列を得る

0→ (Rn)∗
π∗
−→ (Rd)∗

i∗−→ n∗ → 0.

さて，Cdをシンプレクティック形式ω0 =
i
2

∑
dzk ∧ dz̄kをもつシンプレクティッ

ク多様体として，次のハミルトニアン Td作用を考える．

(e2πit1 , · · · , e2πitd)(z1, · · · , zd) = (e2πit1z1, · · · , e2πitdzd)

ここでモーメント写像は

ϕ(z1, · · · , zd) = −π(|z1|2, · · · , |zd|2) + (λ1, · · · , λd)
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というものをとる（右辺の定数の部分はモーメント写像としては何でもよかった
が，今回は polytopeでの λiを使う．また πは数字のパイ）．このとき部分群N へ
の制限した作用に対するモーメント写像はなんであろうか？
次の補題は一般論．

Lemma 12.1.2. Gをコンパクトリー群としてH をGに対する閉部分群とする．
このとき埋め込み i : h→ gは射影 i∗ : g∗ → h∗を導く．さて (M,ω,G, ϕ)がハミル
トニアンG作用とする．このときG作用のHへの制限は

µ := i∗ ◦ ϕ :M → h∗

とすればモーメント写像になる．

Proof. X ∈ hとして，⟨i∗ ◦ ϕ,X⟩ = ⟨ϕ, i(X)⟩となるので，dµX = dϕi(X) = ιi(X)∗ω

を満たす．また µ ◦ ψh = Ad∗
h ◦ µを確かめる．

µ(ψhx) = i∗(ϕ(ψhx)) = i∗(Ad∗
h(ϕ(x))) = Ad∗

hµ(x).

ここで

⟨i∗(Ad∗
h(ϕ(x))), X⟩ = ⟨Ad∗

h(ϕ(x)), i(X)⟩
=⟨ϕ(x),Adh−1i(X)⟩ = ⟨ϕ(x), i(Adh−1(X))⟩ = ⟨Ad∗

hµ(x), X⟩

を用いた．よってモーメント写像である．

さて，上の補題から，部分トーラスN は Cdへハミルトニアン作用する．モー
メント写像は

i∗ ◦ ϕ : Cd → n∗

である．このゼロレベル集合 Z = (i∗ ◦ ϕ)−1(0)を考える．このとき Zはコンパク
トでありN はZに自由に作用している．

Proof. 次の sectionで証明する．

N がZ = µ−1(0)に自由に作用しているなら，dµpは p ∈ µ−1(0)に対して全射で
あり，よって 0は regular valueである．そして，µ−1(0)は余次元が dimN = d−n
の部分多様体である．つまりZはコンパクトで次元が

dimR Z = 2d− (d− n) = d+ n

のCdの部分多様体である．さらにその軌道空間M∆ = Z/N はコンパクト多様体
であり，次元は

dimM∆ = d+ n− (d− n) = 2n
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である．また p : Z →M∆は主N 束である．

Z
j−−−→ Cd

p

y
M∆

この図式においてMarsden-Weinstein-Moser定理から，2n次元M∆上のシンプレ
クティック形式 ω∆で

p∗ω∆ = j∗ω0

を満たすものが存在する．また，トーラス作用の場合のレベル集合は連結であったの
で，Zは連結であり，M∆も連結である．実はこれが求めるもの（Delzant polytope

に対応したシンプレクティックトーリック多様体）である（後述）．

EXAMPLE 12.1.2. ∆ = [0, a] ⊂ R∗とする．（１次元で面が二つである．面は今
の場合は頂点である）．vを標準的な基底とする．normal primitv vectorは v1 =

−v, v2 = vである．また∆は{
⟨x, v1⟩ ≤ 0, v1 = −v
⟨x, v2⟩ ≤ a, v2 = v

となる．また射影は

R2 π−→ R
e1 7→ −v
e2 7→ v

となる．この kernelは e1+ e2が張る空間である．つまりトーラスで考えるとT2 =

S1 × S1に diagonalに入るものが部分トーラスN である．リー群，リー環の完全
系列は

0→ N
i−→ T2 π−→ S1 → 0

0→ n
x→(x,x)−−−−→ R2 (x1,x2)→−x1+x2−−−−−−−−−−→ R1 → 0

0→ R∗ x→(−x,x)−−−−−→ (R2)∗
(x1,x2)→x1+x2−−−−−−−−−→ n∗ → 0

さて，N のC2への作用は

e2iπt(z1, z2) = (e2iπtz1, e
2iπtz2)
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である．またモーメント写像は

i∗ ◦ ϕ(z1, z2) = i∗(−π(|z1|2, |z2|2) + (a1, a2)) = −π(|z1|2 + |z2|2) + a

となる．そこでゼロレベル集合は

(i∗ ◦ ϕ)−1(0) = {(z1, z2) ∈ C2||z1|2 + |z2|2 =
a

π
}

であり，reduced空間は射影空間となる．

(i∗ ◦ ϕ)−1(0)/S1 = CP1

．

12.2 Delzant construction

12.2.1 Zero level

Theorem 12.2.1. ゼロレベルセットZ = (i∗ ◦ϕ)−1(0)はコンパクトであり，Nは
Zに自由に作用する．

以下でこの定理を証明する．まずZの定義を思い出そう．

∆ = {x ∈ Rn|⟨x, vi⟩ ≤ λi, i = 1, · · · , d} for some λi ∈ R

となる．eiをRdの標準的なベクトルとして，

π : Rd ∋ ei 7→ vi ∈ Rn

0→ N
i−→ Td π−→ Tn → 0

0→ n
i−→ Rd π−→ Rn → 0

0→ (Rn)∗
π∗
−→ (Rd)∗

i∗−→ n∗ → 0

さらに，(Cd, ω0)上に Tdが作用していて，モーメント写像を

ϕ(z1, · · · , zd) = −π(|z1|2, · · · , |zd|2) + (λ1, · · · , λd)

とする．また．

i∗ ◦ ϕ : Cd → (Rd)∗ → n∗, Z = (i∗ ◦ ϕ)−1(0)

である．
まず∆′ ⊂ (Rd)∗を∆ ⊂ (Rn)∗の π∗による像とする．（π∗は単射なので，(Rd)∗の

n次元超平面上に∆を移した∆′が乗っている）．このとき ϕ(Z) = ∆′を証明する．
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Lemma 12.2.2. y ∈ (Rd)∗とする．このとき y ∈ ∆′ ⊂ (Rd)∗であるための必要十
分条件は y ∈ ϕ(Z) ⊂ (Rd)∗である．

Proof. y ∈ ϕ(Z) ⊂ (Rd)∗とは，y ∈ ϕ(Cd)かつ i∗y = 0である．よって

1. ⟨y, ei⟩ ≤ λi i = 1, · · · d．（これは ϕの定義から yi = −π|zi|2 + λi なので
yi − λi ≤ −π|zi|2 ≤ 0）．

2. y = π∗(x)（for ∃x ∈ (Rn)∗）．（これは完全系列から．さらに π∗は単射なので
xは唯一つである）．

そこで，

⟨π∗(x), ei⟩ ≤ λi, ∀i ⇐⇒ ⟨x, π(ei)⟩ ≤ λi, ∀i ⇐⇒ ⟨x, vi⟩ ≤ λi, ∀i ⇐⇒ x ∈ ∆

よって y ∈ ϕ(Z) ⇐⇒ y ∈ π∗(∆) = ∆′となる．

よって，全射写像 ϕ : Z → ∆′ ⊂ (Rd)∗を得る．ϕは proper写像であり∆′はコ
ンパクトなので，Zがコンパクトである．
次に，N がZに自由に作用していることを確かめる．
Zに対する滑層（strastification）を定義する．以下の三つは同値な定義である．

• ∆′ = π∗(∆)上で strastificationを次で定義する：i番目の層を∆′の i次元面
の和の閉包として定義．

この strastificationを ϕにより Z へ引き戻すことにより，Z = ϕ−1(∆′)へ
strastificationを入れる．

• ∆′の n− r次元の面を F とする．この F は次の r個の式かつ y ∈ ∆′で定義
される．

⟨y, ei⟩ = λi, i = i1, · · · , ir

また．I = (i1, · · · , ir)（1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ d）に対して FI と書く．こ
れが上で述べた，∆′に対する strastificationである．

Zへの strastificationを考えてみる．z = (z1, · · · , zd) ∈ Z ⊂ Cdに対して

z ∈ ϕ−1(FI) ⇐⇒ ϕ(z) ∈ FI
⇐⇒ ⟨ϕ(z), ei⟩ = λi, ∀i ∈ I
⇐⇒ −π|zi|2 + λi = λi, ∀i ∈ I
⇐⇒ zi = 0, ∀i ∈ I

このようにしてZに strastificationが入る．
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• Td は Cd 上に作用してモーメント写像 ϕを保存した．よって，Td は Z =

ϕ−1(∆′) ⊂ Cdへ作用する．そこで Tdの作用による軌道 typeで Zに滑層を
入れる：z ∈ Z, ϕ(z) ∈ FI とすると zの stabilizerは

TdI = {(e2πit1 , · · · , e2πitd)|e2πits = 1∀s /∈ I}

Proof. z = (z1, · · · , zd) ∈ Cdに対する stabilizerは

(e2πit1z1, · · · , e2πitdzd) = (z1, · · · , zd)

であるので e2πits = 1（whenever zs ̸= 0）である．よって第二の滑層の入れ
方でみたように，z ∈ ϕ−1(FI) ⇐⇒ zi = 0∀i ∈ Iとなることからわかる．

以上三つの strastificationが同じものであることは明らかであろう．
さて，NがZに自由に作用していることを見てみよう．z ∈ ZのTdの stabilizer

がもっとも大きい場合を考えよう．それは TdI の#I がもっとも多い場合であり，
dimFI = n− r（#I = r）であったので r = nのときである．つまり FI = {y}は
∆′の頂点であり，yは

⟨y, ei⟩ = λi i ∈ I = {i1, · · · , in}

を満たす．

Lemma 12.2.3. z ∈ Z を y = ϕ(z)が ∆′ の頂点となるものとする．TdI を z の
stabilizerとする．このとき π : Td → Tnは TdI を Tnに全単射でうつす．

Proof. 添え字を並べ替えて I = (1, · · · , n)としてよいので，

TdI = {(e2πit1 , · · · , e2πitn , 1, · · · , 1)|ti ∈ R}

とする．よって y ∈ FI は y ∈ ∆′かつ

⟨y, ei⟩ = λi, i = 1, · · · , n

を満たす．π∗は単射であったので∆の頂点は∆′の頂点に移る．よって yの π∗に
よる逆像は，∆のある頂点 xである．この頂点を与える式は

⟨y, ei⟩ = ⟨π∗(x), ei⟩ = ⟨x, π(ei)⟩ = ⟨x, vi⟩ = λi i = 1, · · · , n

であるが，xがDelzant polytopeの頂点であることから (v1, · · · , vn)は Znの基底
となる．つまり，(π(e1), · · · , π(en)) = (v1, · · · , vn)は Zn の基底となる．よって
π : Td = Rd/Zd → Rn/Zn = Tnを TdI へ制限したとき全単射である．
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この補題から「Tdの Z への作用に対して，点 zにおける stabilizerでもっとも
次元が大きくなるもの」と「N = kerπ」の交わりは単位元 {e}である．言い換え
ると，完全系列

0→ N
i−→ Td π−→ Tn → 0

は splitする．N の Zへの作用を考えたとき，点 zの stablizerは，Tdの作用に関
する stablizerの部分群であるので，上で述べたことは，点 zでのN の stablizerは
{e}であることを意味する．つまり，NはZ上に自由に作用する．上では stabilizer

がもっとも大きい場合を証明したが他の場合も同様である（実際，他の J に対し
て，J ⊂ Iとなるとき，TdJ ⊂ TdIに入るので，TdJ ∩N ⊂ TdI ∩N = {e}がわかる）．

12.2.2 Delzant 構成の結果

Delzantの構成で，(M∆ = Z/N, ω∆)というコンパクトシンプレクティック 2n次
元多様体を構成した．これが実はシンプレクティックトーリック多様体になる．

Proposition 12.2.4. (M∆ = Z/N, ω∆)はハミルトニアンTn空間でありモーメン
ト写像 µは µ(M∆) = ∆を満たす．

Proof. z ∈ Z ⊂ Cdとする．滑層を入れておいて，z ∈ ϕ−1(FI)とする．Td作用に
対する stabilizerは TdI である，N ⊂ Tdの作用が自由であったので，

TdI ∩N = {e}

である．もっとも stabilizerが大きい場合は，FI が∆′の頂点になるときで TdI は
Tdの n次元部分群となる．このとき π|Td

I
: TdI → Tnは全単射であったので逆像

π−1 : Tn → TdI を得る．そこで

0→ N → Td → Tn → 0

は分解する．つまり Td = N × Tnとなる．ただし，#I = nなる I によって，分
解の仕方は異なることに注意（下図）．しかし，出来上がったシンプレクティック
トーリック多様体は同値なものであり，モーメント写像の像は∆となる（後で見
る例をみればわかる）．
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n

tI

tI′

そこで直積群の (Cd, ω0)へのハミルトニアン作用とみなして，モーメント写像

ϕ : Cd → (Rd)∗ = n∗ ⊕ (Rn)∗

を考える（section 9.2.3の直積群に対するモーメント写像を思い出そう）．

pr1 = i∗ : (Rd)∗ → n∗, pr2 : (Rd)∗ → (Rn)∗

として，
ϕ = (ϕ1, ϕ2) = (pr1 ◦ ϕ, pr2 ◦ ϕ)

とする．ϕは Td 不変であったので，ϕ1 は Tn ⊂ Td の作用で不変であり，ϕ2 は
N ⊂ Tdの作用で不変である．
j : Z = ϕ−1

1 (0) = (i∗ ◦ ϕ)−1(0) → Cdを埋め込みとする．また p : Z → M∆ :=

Z/N とする．N は自由に作用したので，Z/N は多様体であり，シンプレクティッ
ク構造 ω∆で，Z上で p∗ω∆ = j∗ωとなるものが存在する．ϕ1は Tnの作用で不変
であったので，Z 上に Tnは作用して，この作用はN の作用と可換であることか
ら，TnはM∆へ作用する．またTnの作用は，ωを保存するので，Tnは (M∆, ω∆)
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へシンプレクティック同相で作用する．

Z
j−→ Cd ϕ−→ (Rd)∗ ∼= n∗ ⊕ (Rn)∗

i∗−→ (n)∗

p ↓
M∆ = Z/N

Z
j−→ Cd ϕ−→ (Rd)∗ ∼= n∗ ⊕ (Rn)∗

pr2−−→ (Rn)∗

p ↓
M∆ = Z/N

またN は ϕ2を保存するので，ϕ2 ◦ j : Z → (Rn)∗も保存する．特に，N 軌道上
で定数であるので，

µ :M∆ → (Rn)∗

という写像でµ◦p = ϕ2◦jを満たす．つまり，p : Z → Z/N =M∆という主N束で
考えるとZ → (Rn)∗という関数でN -equivariantなもの．よってZ×N (Rn)∗ →M∆

というベクトル束の切断を与えるが，N 可換なので自明束であり，M∆ → (Rn)∗

という関数を与える．
この µの像は ϕ2 ◦ jの像に一致する（p : Z →M∆）．よって ϕ(Z) = ∆′であり，

（splitから）pr2 ◦ π∗ = idなので

im µ = ϕ2 ◦ j(Z) = pr2 ◦ ϕ(Z) = pr2(∆
′) = pr2 ◦ π∗(∆) = ∆

となる．よって (M∆, ω∆, µ,Tn)はシンプレクティックトーリック多様体であり，そ
のモーメント写像の像は∆となる．

EXAMPLE 12.2.1. わかりずらいので具体例でみてみる．

∆ = {x ∈ R2|x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 0}
= {x ∈ R2|⟨x, (−1, 0)⟩ ≤ 0, ⟨x, (0,−1)⟩ ≤ 0, ⟨x, (1, 1)⟩ ≤ 1}

の場合を考える．v1 = (−1, 0), v2 = (0,−1), v3 = (1, 1)としておく．このときの π

は

π : R3 ∋ ei → vi ∈ R2, π =

(
−1 0 1

0 −1 1

)
となる．そこで，

0→ N
i−→ T3 π−→ T2 → 0, 0→ n

i−→ R3 π−→ R2 → 0,
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は,

π : T3 ∋ [x1, x2, x3] 7→ [−x1 + x3,−x2 + x3] ∈ T2,

i : N ∋ [t] 7→ [t, t, t] ∈ T3

π : R3 ∋ (x1, x2, x3) 7→ (−x1 + x3,−x2 + x3) ∈ R2,

i : n ∼= R1 ∋ t 7→ (t, t, t) ∈ R3

で与えれる．そして，

π∗ : (R2)∗ → (R3)∗, π∗ =

−1 0

0 −1
1 1


であるので，

0→ (R2)∗ → (R3)∗ → n→ 0.

は，

(R2)∗ ∋ (x1, x2) 7→ (−x1,−x2, x1 + x2) ∈ (R3)∗,

(R3)∗ ∋ (x1, x2, x3) 7→ x1 + x2 + x3 ∈ n∗

この写像により，∆ ⊂ (R2)∗の頂点は，

(0, 0)→ (0, 0, 0), (1, 0)→ (−1, 0, 1), (0, 1)→ (0,−1, 1)

へとうつる．これらが張る三角形が∆′ ⊂ (R3)∗であり，∆′が乗っている平面が
π∗((R2)∗)である．

(0, 1)

(0, 0)
(1, 0)

(R3)∗

π∗((R2)∗)

(R2)∗
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さて，T3がC3にハミルトニアン作用しているが，モーメント写像は，

ϕ(z1, z2, z3) = −π(|z1|2, |z2|2, |z3|2) + (0, 0, 1) ∈ (R3)∗

である．これを i∗と合成すれば，i∗ ◦ ϕ : C3 → n∗は

i∗ ◦ ϕ(z1, z2, z3) = −π(|z1|2 + |z2|2 + |z3|2) + 1

であるので，

Z = (i∗ ◦ ϕ)−1(0) = {(z1, z2, z3) ∈ C3||z1|2 + |z2|2 + |z3|2 =
1

π
}

となる．この空間にはN ∼= S1が作用する．それには，i : N → T3と合成すれば
よいので，

Z ∋ (z1, z2, z3) 7→ (tz1, tz2, tz3)

となる．そして，Z/N ∼= CP 2となる．
ϕ(Z)を求めよう．(x, y, z) = −π(|z1|2, |z2|2, |z3|2) + (0, 0, 1)とすれば π(|z1|2 +
|z2|2 + |z3|2) = 1より，x + y + z = 0を満たす．さらに，x = −π|z1|2 ≤ 0, y =

−π|z2|2 ≤ 0, z = −π|z2|2 + 1 ≤ 1となるので，上で与えた∆′の図に一致する．
∆′の頂点 y = (−1, 0, 1)を考える．yは

⟨y, e2⟩ = 0, ⟨y, e3⟩ = 1, y ∈ ∆′

を満たす．つまり F23 = {(−1, 0, 1)}である．また，対応する∆の点は (1, 0)であ
り，π(e2) = v2 = (0,−1), π(e3) = v3 = (1, 1)は Z2の基底になっている．
一方，ϕ(z) = yとなる z ∈ Zの全体は，

ϕ−1(−1, 0, 1) = {(z1, z2, z3) ∈ C3||z1|2 =
1

π
, z2 = 0, z3 = 0} ∼= S1

である．この z = (1, 0, 0) ∈ ϕ−1(−1, 0, 1)の T3作用に関する satbilizerは，

T2
23 = {[x1, x2, x3] ∈ T3|x1 = 1} ∼= T2

となる．特に，

T2
23 ∋ [1, x2, x3] 7→ [−1 + x3,−x2 + x3] = [x3,−x2 + x3] ∈ T2

は全単射である．そこで，

T2 ∋ [y1, y2] 7→ [1, y1 − y2, y1] ∈ T2
23 ⊂ T3



12.2. Delzant construction 291

が完全系列
0→ N → T3 → T2 → 0

の splitを与える．よって，

0→ n→ R3 → R2 → 0

の splitを与える写像は

R2 ∋ (y1, y2) 7→ (0, y1 − y2, y1) ∈ R3

である．そして，その双対を考えると，

(R3)∗ ∋ (x1, x2, x3) 7→ (x2 + x3,−x2) ∈ (R2)∗

となる．
さて，Z/N がハミルトニアン T2

23空間となることを見てみよう．T2
23は Zへ作

用する．
Z ∋ (z1, z2, z3) 7→ (z1, t2z2, t3z3) ∈ Z

である．これはN の作用と可換であるので（可換群なので当たり前），Z/N へも
作用する．実際，

CP 2 = Z/N ∋ [z1, z2, z3] 7→ [z1, t2z2, t3z3] ∈ Z/N

とすればよく，これはシンプレクティック作用である．さらに，モーメント写像は，

µ : [z1, z2, z3] 7→ −π(|z2|2 + |z3|2,−|z2|2) + (1, 0) ∈ (R2)∗

となる．この像は

Z = (i∗ ◦ ϕ)−1(0) = {(z1, z2, z3) ∈ C3||z1|2 + |z2|2 + |z3|2 =
1

π
}

からの像を考えればよいので，p = π|z1|2, q = π|z2|2, r = π|z3|2とすれば，

p+ q + r = 1, 0 ≤ p, q, r ≤ 1

を満たす．そこで，モーメント写像の像は，

x = −q − r + 1, y = q

を代入すれば，
p = x q = y, r = −x− y + 1
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であるので，
0 ≤ x, y ≤ 1. 0 ≤ −x− y + 1 ≤ 1,

を満たす．これは，まさしく∆に一致する．
また，この例からわかるように，他のT3

Iを取った場合には，CP 2への作用の仕
方やモーメント写像は異なるが，モーメント写像の像は，やっぱり∆となること
がわかる．言い換えると，同値類を除けば，上の構成で作られた (M∆, ω∆)は唯一
つである．

Remark 12.2.1. Delzant構成から，トーラス作用はCnのケーラー構造を保存し
ている．よって，シンプレクティックトーリック多様体には，Cdのケーラー構造
から導かれる自然なケーラー構造がはいることがわかる．

Remark 12.2.2. シンプレクティックトーリック orbifoldとは，コンパクト連結シ
ンプレクティック orbifoldであり，効果的なトーラスのハミルトニアン作用があ
り，dimT = 1

2
dimMとなるものである．この分類はLerman and Tolmanによる．

Delzant polytopeを一般化したものが対応してくる．そこでは，polytopeの各面
に正整数をラベル付したものであり．また，条件の一つであった smoothnessは必
要としないものである．

12.2.3 Delzant 構成のアイデア

任意の n次元 polytope ∆で d個の面を持つものに対してRdは次の意味で uni-

vseralである．「∆の π∗による Rdへの埋め込み∆′は平行移動すれば．Rd
−（すべ

ての座標が 0以下）とあるアフィン平面Aとの交わりとして得られる」．
Delzant polytope ∆を

∆ = {x ∈ Rn|⟨x, vi⟩ ≤ λi, i = 1, · · · , d}

とする．また

π : Rd ∋ ei 7→ vi ∈ Rn (surj), π∗ : (Rn)∗ → (Rd)∗ (inj)

を得る．さらに
π∗ − λ : (Rn)∗ → (Rd)∗

をアフィン写像とする．この像をAとすれば，これは n次元アフィン空間である．
このとき (π∗ − λ)(∆) = Rd

− ∩ Aとなる．
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Proof. x ∈ Rnとすると (π∗ − λ)(x) ∈ Aであり，

(π∗ − λ)(x) ∈ Rd
− ⇐⇒ ⟨π∗(x)− λ, ei⟩ ≤ 0 ∀i
⇐⇒ ⟨x, π(ei)⟩ − λi ≤ 0 ∀i
⇐⇒ ⟨x, vi⟩ ≤ λi ∀i
⇐⇒ x ∈ ∆

となるので．

(R3)∗

π∗((R2)∗)

そこで，∆ ∼= Rd
− ∩Aとなる．TdのCdへのハミルトン作用を考えたとき，標準

的なモーメント写像を考える

ϕs : Cd ∋ (z1, · · · , zd) 7→ −π(|z1|2, · · · , |zd|2) ∈ (Rd)∗

である．この像はRd
−となる．(ϕsの sは standardのこと）．

このとき次の事実が成立する．

• ϕ−1
s (A) ⊂ Cdはコンパクト部分多様体である．実際，z ∈ ϕ−1

s (A)とすれば，
ϕs(z) ∈ A ∩ Rd

−であるので，

ϕs(z) = −π(|z1|2, · · · , |zd|2) ∈ (π∗ − λ)(∆) = ∆′ − λ = ϕ(Z)− λ = ϕs(Z)

となる．よって，z ∈ Zを意味する．つまり ϕ−1
s (A) = Zであるので，これ

はコンパクトである．i : ϕ−1
s (A) 7→ Cdを埋め込みとすれば i∗ω0は閉 2-form
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であるが一般に退化する．そして，その核は積分分布を与える．その葉層構
造をnull foliationという．（Theorem 10.3.7で見たように，ハミルトニアン
トーラス作用の場合には，軌道は必ず isotropic submanifoldになる．null方
向がN の軌道方向．つまり積分部分多様体がN の軌道である．そしてN は
ϕ−1
s (A)に自由に作用するので foliationとなっている）．

• i∗ω0の null folaitionは主ファイバー束となる．つまり

ϕ−1
s (A) ←−−−

j
Nyp

M∆ = ϕ−1
s (A)/N

そこでM∆上で i∗ω0を落とせば ω∆というシンプレクティック形式を得る．

• Td = N × Tnの ϕ−1
s (A)への作用を考えると（これは効果的ではない），こ

の作用は，モーメント写像で ϕs(ϕ
−1
s (A)) = Rd

− ∩ A ∼= ∆となるものをもつ．
（ここでのモーメント写像は退化２次形式にたいするもの）．そこで，N で
割って，Tnの作用として，µ :M∆ → (Rd)∗ → (Rn)∗というモーメント写像
を得る（ここで，(Rd)∗ → (Rn)∗は Tn → Tdから導かれるものである）．

ϕ−1
s (A)

j−−−→ Cd ψs−−−→ (Rd)∗

p

y ypr2
M∆ = ϕ−1

s (A)/N
µ−−−→ (Rn)∗

Theorem 12.2.5. x ∈ Rd
− ∩ A ∼= ∆に対して，µ−1(x)は single Tn軌道である．

Proof. TdのCdの作用でモーメント写像 ϕs : Cd → Rdを考えた．y ∈ ϕs(Cd)に対
して ϕ−1

s (y)は Td軌道であることを証明する．

ϕ−1
s (y) = {(z1, · · · , zd)| − π|zi|2 = yi}

である．ここには明らかにTdが作用する．適当な iに対して yi = 0なら部分トー
ラスとなるが，どちらにしろ推移的に作用している．よって（single）軌道である．
また，

y ∈ ∆′ = π∗(∆) ⇐⇒ ϕ−1(y) ⊂ Z = ϕ−1
s (A)

である．（これはすでに，この sectionの最初に証明した）．そこでy = π∗(x)（x ∈ ∆）
とすれば，µの定義からµ−1(x) = ϕ−1

s (y)/Nである．Td = N×Tnであるのでµ−1(x)

は Tnの軌道である．
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この定理からわかることは，シンプレクティックトーリック多様体 (M∆, ω,Tn, µ)
に対して µの像∆は軌道空間であることである．つまりM∆/Tn ∼= ∆となる．も
ちろん∆は多様体にはならないが，∆は cornerを持つ多様体である．面F のすべ
ての点 p上で Tp∆はRn内の F に接する部分空間である．
このことから，(M∆, ω,Tn, µ)を次のように視覚化できる．Tn ×∆を考える．p
をその内部にあるとする（つまり∆の端にはこない）．pでの接空間Rn × (Rn)∗

上で，ωpを{
ωp(v, ξ) = −ωp(ξ, v) = ξ(v), v ∈ Rn, ξ ∈ (Rn)∗

ωp(v, v
′) = 0 = ωp(ξ, ξ

′) v, v′ ∈ Rn, ξ, ξ′ ∈ (Rn)∗

とすると，これはシンプレクティック形式である（T ∗Rnの標準的シンプレクティッ
ク形式）．ωは Tn ×∆の内部で，シンプレクティック形式を定める．cornerでは
(Rn)∗内で消える方向があるので，ωは退化する．よって，Rnの対応する方向を
消去する必要がある．そこで ωp(v, ξ) = ξ(v)としていたが，面に直交する方向に
対する補空間で生成されるトーラス部分群（これが stabizilerに対応）で Tnを割
るのである．また Tnの Tn ×∆へのハミルトニアン作用は Tn部分にのみ作用さ
る．そして，モーメント写像を∆方向へ射影する．これでシンプレクティックトー
リック多様体が構成できる．（ちょっと説明がわかりずらいけど，下の例をみれば，
意味がわかる）

EXAMPLE 12.2.2. S1が二次元球面 (S2, dθ ∧ dh)に回転で作用している場合．
モーメント写像として高さ関数 µ = hをとる．moment polytopeは [−1, 1]である．

つぶれたところ S1/S1

S1 × [0, 1]

また，(S2, adθ ∧ dh)というシンプレクティック多様体を考えたときはモーメン
ト写像は 2hであり，polytopeは [−a, a]である．これは (S2, dθ∧dh)とはシンプレ
クティック多様体としては異なる．もしシンプレクティック同相が合ったとすると
ϕ : S2 → S2微分同相で ϕ∗ω = aωであるが，a

∫
S2 ω =

∫
S2 ϕ

∗ω =
∫
ϕ(S2)

ω =
∫
S2 ω

となって矛盾する．
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EXAMPLE 12.2.3. 直角二等辺三角形（right-angled isosceles triangle）∆を考
えて，T2 ×∆からCP2を構成できる．
T2がCP2のハミルトニアン作用としてして，

[z0, z1, z2]→ [z0, e
iθ1z1, e

iθ2z2]

を考えて（明らかに推移的），このときモーメント写像として

µ([z0, z1, z2]) = −
1

2
(
|z1|2

|z|2
,
|z2|2

|z|2
)

とすればハミルトニアン作用である．このとき固定点を調べると，[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]
である．そしてこの像は (0, 0), (−1/2, 0), (0,−1/2)であるのでこれらが囲む直角２
等辺三角形が∆である．

EXAMPLE 12.2.4. CP3に T3を

(eiθ1 , eiθ2 , eiθ3)[z0, z1, z2, z3] = [z0, e
iθ1z1, e

iθ2z2, e
iθ3z3]

と作用させる．この stabilizerを計算する．モーメント写像は

µ([z0, z1, z2, z3]) = −
1

2
(
|z1|2

|z|2
,
|z2|2

|z|2
,
|z3|2

|z|2
)

である．Delzant polytopeの頂点に対応するところは不動点であったので，

[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1]

の４点である．この像は

(0, 0, 0), (−1/2, 0, 0), (0,−1/2, 0), (0, 0.− 1/2)

である．辺に対応するところは

[a, 1, 0, 0], [a, 0, 1, 0], [a, 0, 0, 1], [0, a, 1, 0], [0, a, 0, 1], [0, 0, a, 1]

である．例えば，[a, 1, 0, 0]の像は

−1/2( 1

|a|2 + 1
, 0, 0)

であり，(0, 0, 0)と (−1/2, 0, 0)を結ぶ辺である．そこで，

1. stabilizerが T3となる点は，４点で頂点に対応する．
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2. stabilizerが S2 ⊂ T3となるものは，６個ある辺に対応する．

3. stabilizerが S1になるものが面に対応．

4. stabilizerが {e}になるもの（主軌道である）が内部に対応する．

EXAMPLE 12.2.5. kを自然数として，Hirzebruch曲面

Wk = {([a, b], [x, y, z]) ∈ CP 1 × CP 2|aky − bkx = 0}

を考える．CP 1 ×CP 2にケーラー形式をいれると，Wkは複素部分多様体なので，
ケーラーになる．よって，シンプレクティック多様体である．さて，トーラス T 2

のCP 1 × CP 2への作用

(eiθ1 , eiθ2)([a, b], [x, y, z]) = ([eiθ1a, b], [eikθ1 , y, eiθ2z])

として定義する．このとき，モーメント写像は

µ([a, b], [x, y, z]) = −1

2
(
|a|2

|a|2 + |b|2
+ k

|x|2

|x|2 + |y|2 + |z|2
,

|z|2

|x|2 + |y|2 + |z|2

となる．この作用をWkへ制限することができるが，その時のモーメント写像の像
は，次のようになる．
1

1
k + 1

12.3 応用

12.3.1 symplectic toric manifoldとMorse理論

シンプレクティックトーリック多様体 (M,ω,Tn, µ)を考える．X ∈ t∗ = Rnで
成分がQ上独立であるものをとってくる．このとき，次が成立する（２，３番は
Delzant polytopeの条件からわかる）．

1. Xが生成する 1次元部分群 TX が Tn内で稠密．

2. Xは∆ = µ(M)の facetsと平行でない．
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3. ∆の頂点らをX方向へ射影すると，異なる点に射影される．

さて，µX = ⟨µ,X⟩ :M → Rとすれば，これは∆のX方向への射影である．

M

また，µX は Bott-Morse関数であり，µX の臨界多様体はX が生成する部分群
の固定点集合と一致するのであった．今の場合には，X の成分がQ上独立 Tnの
固定点であり，臨界点になる．つまり，µXはモース関数である．このことは次の
ようにしても証明できる．まず，µX の Tn作用の固定点は臨界点である（lemma

10.3.4）．さらに，固定点の近傍 U の同変ダルブー座標を使って，モーメント写
像は

µX |U = ⟨µ,X⟩|U = µX(p)− 1

2

∑
⟨λ(k), X⟩(x2k + yk)

2

となる（命題 10.3.12をみよ）．Xの各成分がQ上独立であるので，⟨λ(k), X⟩ ̸= 0と
なるので，臨界点は非退化である．また，指数は偶数であることがわかる．lemma

10.3.4から従うが，上の局所表示からも，指数は−⟨λ(k), X⟩ < 0となるラベル kの
数の２倍に一致することがわかる．よって，モース関数である．特に，完全モー
ス関数である．
さらに，上の表示をみればわかるように，−λ(k)は µ(p)からである edge ukに一

致する．つまり，pの指数は，ベクトルXの方向に関して，点 µ(p)から上向内に
伸びる edgeの数を二倍したものに等しい（言い換えるとXとの edgeの内積が正
となる）．そして，指数が偶数しかないので，完全モース関数であるので，M の
Betti数は polytopeから読み取ることができるのである．

Remark 12.3.1. 上向きでも，下向きでも，どちらかを採用すればよい．実際，X
を−Xにすればよいからである（またはポアンカレ双対から）

Theorem 12.3.1. Xを成分がQ上独立とする．シンプレクティックトーリック多
様体 (M,ω,Tn, µ)の次元 2kのホモロジー群は，k個の edgeがX の射影に関して
上向きになるような頂点の数に一致する．また，奇数次のホモロジー群はすべて
ゼロである．また，オイラー数は∆の頂点の数に一致する．
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Remark 12.3.2. 実はコホモロジー環の情報も polytopeから引き出せるのである
が，詳しいことは [Audin]や [Guillemin-Sternberg(equiv)]を見よ．オイラー数が
頂点の数に一致することは，後で述べる局所化定理で別証明を与える．

12.3.2 シンプレクティックトーリック多様体のblow-up

Gをコンパクトリー群として，(M,ω)がハミルトニアンG空間として，qをG

作用の固定点とする．このとき，同変ダルブー定理から qの周りのダルブー座標
(z1, · · · , zn)がとれて，G同変なものが存在する．さらに qが固定点であることか
ら，これはGのCn ∼= TqM の線形作用としてよいのであった．Gがコンパクトで
あるので，Gの作用から導かれる像はH ⊂ GL(TqM)はU(n)の部分群の作用とし
てよい．そこで，CnにH ⊂ U(n)が線形に作用しているときの原点での blow-up

を考えてみる．Hの作用は線形であるので，

C̃n ∋ (z, [w]) 7→ (gz, [gw]) ∈ C̃n

と liftできる．またシンプレクティック形式として j∗(ω0 + ϵωFS)がとれる．ここ
で j : C̃n → Cn × CP n−1である．そこで，

µ(z, [w]) := µ1(z) + ϵµFS(w)

とすれば，モーメント写像となることがわかる．ここで，µFSを定義しておく．H ⊂
U(n)として，CP nのハミルトニアン U(n)作用のモーメント写像 µFS : CP n →
u(n)∗を考える．具体的には i

2
zz∗

|z|2 であった．そして，u(n)∗ → h∗を使って，ハミ
ルトニアンG作用とみなし，モーメント写像を同じ記号 µFSと書く．

Proof. G同変性は明らかである．また，dµX = dµX1 + ϵdµXFS = ιXj
∗(ω0 + ϵωFS)

となる．

また，ϵ-blow-upを作る際の，fϵ(z) =
√

|z|2−ϵ
|z| zもU(n)同変写像である．そこで，

Cnの線形Gハミルトニアン作用は，自然に C̃nの線形Gハミルトニアン作用へと
拡張させる．
以上から，(M,ω)がハミルトニアンG空間の固定点 qでの一点blow-upを考え
たとき，(M̃, ω̃)のハミルトニアンG作用へと自然に拡張される．
さて，シンプレクティックトーリックの場合を考えよう．∆を n次元のDelzant

polytopeとして，対応するシンプレクティックトーリック多様体を (M∆, ω∆, T
n, µ∆)

とする．この固定点 q（polytopeの頂点に対応）で，blow-upしたときに，上で述
べたようにblow-upした多様体∆ϵもハミルトニアンT n作用があり，もとの作用が
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効果的なので，blow-upした多様体にも効果的な作用である．よって，blow-upし
たものもシンプレクティックトーリック多様体になる．そのときDelzant polytope

がどうなるかを考えたい．Delzant plolytope ∆とシンプレクティックトーリック
多様体M∆の対応を考えると，固定点 qに対応した頂点 p = µ∆(q)の近傍の様子
が変化するはずである．実際，次が成立する．

Theorem 12.3.2. (M∆, ω∆, T
n, µ∆)の固定点 qにおける ϵ blow-upは，∆の頂点

p = µ∆(q)を，n頂点
p+ ϵui, i = 1, · · · , n

に取り換えたDelrzant polytope ∆ϵが対応する．ここで，u1, · · · , unは頂点 pから
内側にでる primitive vectorである．つまり，頂点 pから出る辺は p+ tui（t ≥ 0）
の形をしている．
このように，固定点での blow-upは，固定点に対応した角を∆から切り取った

ものである．

q

Proof. cutしたpolytopeがDelzant条件を満たすことは容易にわかる．また，blow-
upは頂点を (CP n−1, ϵωFS)に変更したものであるので，上の定理のようになるこ
とは想像できる．実際に証明してみよう．固定点の近傍をU ⊂ Cnとし，blow-up

Ũ = {(z, [w]) ∈ U × CP n−1|z = λw}

を考える．トーラス作用の固定点の近傍は，局所凸性定理（theorem 10.3.11）に
より，µ∆は，u1, · · · , unが存在して，

µ∆ = µ∆(p) +
1

2

∑
|zi|2ui ∈ t∗ = Rn

とかけ，モーメント写像による像は

q +
∑

siui si ≥ 0
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となるのであった．もちろん，これらの u1, · · · , unは頂点 qから出る辺に一致して
いる．この作用を blow-upへ拡張したとき，(CP n−1, ϵωFS)に対しるモーメント写
像は，

ϵµFS = ϵ
1

2

∑ |wi|2

|w|2
ui

となる．そこで，
µ∆ + ϵµFS

の像を考えればよい．
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Theorem

Duistermatt-Heckman Theorem （DH定理）とは，トーラスハミルトニアン作
用がある場合に，シンプレクティック体積をモーメント写像で移せば，piecewise

polynomial関数（DH多項式）になることである．一方．局所化定理を使って，モー
メント写像の指数関数の積分が，作用の固定点の近傍の情報で書けるという定理
もDH定理という．これらの関係は，DH多項式のフーリエ変換がモーメント写像
の振動積分となるということで繋がっている．また，局所化定理は，モーメント
写像の振動積分の漸近展開を考えたとき，exactな展開を与えるということを述べ
ている．この Sectionの流れは次のよう：

• Section 13.1では，S1作用の場合のDH定理を述べる．

• Section 13.2において，トーラス作用の場合のDH定理を証明する．このた
めに，同変コホモロジーを導入する．同変コホモロジーとはGが作用してい
る多様体のコホモロジーである．同変コホモロジーにおいて重要なカルタン
作用素を構成し，同変特性類を導入する．そして，カルタン作用素を使って
DH定理を証明する．

• Section 13.3では，局所化定理をS1作用の場合で固定点が孤立している場合
に証明する．局所化定理は留数定理みたいなもので，積分が作用の固定点の
近傍の情報のみで書けるという定理である．次に振動積分の停留位相近似の
概略を述べて，モーメント写像の場合には局所化定理と合わせることにより，
近似の error-termが消えていることを見る（これは驚くべきことである）．局
所化定理にはBerline-Vergneの方法とAtiyah-Bottの方法があるのだが，こ
の Section 13.3はBerlne-Vergneの方法である．

• Section 13.4では，トーラス作用の場合や固定点が孤立してるとは限らない
場合についてAtiyah-Bott流に局所化定理を証明する（微分位相幾何的な方
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法）．その際，Berezin積分（フェルミオン）やMahai-Quillenによる普遍ト
ム形式を導入する．ベクトル束のトム形式は，普遍トム形式とカルタン作用
素を用いることに作ることができる．そして，トム形式を使って局所化定理
を証明する．（別に，ここまで大風呂敷を広げなくても証明できるのである
が，勉強のためです）．

この章に関しては，Guillemin, Sternbergの「supersymmetry and equivariant de

Rham theory」[Guillemin-Sternberg(equiv)]やBerline, Getzler, and Vergne「heat

kernels and Dirac operators」[Berline-Getzler-Vergne]などを見よ．

13.1 Duistermatt-Heckman Polynomial

(M,ω)をシンプレクティック多様体としてωn/n!をシンプレクティック体積要素
とする．この体積要素に関する可測集合全体を考える（それらはボレル集合体を
なす）．

Definition 13.1.1. M内のBorel部分集合UのLiouville measure（またはシン
プレクティック測度）とは

mω(U) =

∫
U

ωn

n!

となるものである．

Remark 13.1.1. Borel部分集合の集合Bは，コンパクト部分集合で生成される σ

集合族である．つまりA,B ∈ Bなら，A \B ∈ Bとなり．Ai ∈ Bなら∪∞
i=1Ai ∈ B

となるもの．（あまり深く考えずに可測な集合と思えばよい．詳しくはルベーグ積
分の本など）

Gをトーラスとして，(M,ω,G, µ)をハミルトニアンG = Tk空間とする．また
モーメント写像は proper写像と仮定する．

Definition 13.1.2. Dusitermatt-Heckman測度mDH とは g∗上の測度であり，シ
ンプレクティック測度mωを µ :M → g∗で push-fowardしたもの．つまり g∗内の
任意のBorel部分集合 U に対して，

mDH(U) = (µ∗mω)(U) :=

∫
µ−1(U)

ωn/n!

コンパクトサポートをもつ関数 h ∈ C∞(g∗)に対して，このDH測度に関して積
分を定義する， ∫

g∗
hdmDH =

∫
M

(µ∗h)
ωn

n!
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（µは porperと仮定していたことに注意）．
g∗ = Rnであるが，ここには標準的なユークリッド測度m0がある．このとき

mDH とm0の関係はRadon-Nikodyum 微分 dmDH/dm0で書かれる．つまり，∫
g∗
hdmDH =

∫
g∗
h
dmDH

dm0

dm0

をみたすものである．（このあたりも詳しいことはルベーグ積分の本などを参照）．

Theorem 13.1.1 (Duistermatt-Heckmann). (M2n, ω,Tk, µ)をハミルトニアンTk

作用とする．Rk = Lie(Tk)上の測度であるDH測度mDH はユークリッド測度m0

の picewise多項式倍である．つまりRadon-Nikodyum微分

f =
dmDH

dm0

が picewise多項式．より詳しく言えば U ⊂ Rkをボレル部分集合とすれば，

mDH(U) =

∫
U

f(x)dx

となる．ここで，f : Rk → Rは µの regular値からなる領域で多項式となるもの
である（これが picewise多項式の定義．regular値は µ(M)（polytope）内で dense

であった）．この多項式 f をDuistermatt-Heckmann多項式とよぶ．

この sectionでは，S1の場合に証明する．さらに，section 13.2においてカルタ
ン作用素を使って一般の場合を証明する．

EXAMPLE 13.1.1. シンプレクティックトーリック多様体 (M2n, ω,Tn, µ)があっ
たとき，Duistermatt-Heckmann多項式は (2π)nである．特に∫

M

ωn/n! = (2π)n
∫
∆=µ(M)

dx

となる．つまりM のシンプレクティック体積は polytopeのユークリッド体積を
計算すればよい．証明は後述．（(2π)nはトーラスのリー環を 2πRnとするか，Rn

とするかによって，テキストによって異なる）．

EXAMPLE 13.1.2. (S2, ω = dθ ∧ dh, S1, µ = h)の場合を考える．この像は
[−1, 1]である．[a, b] ⊂ [−1, 1]のユークリッド測度はm0([a, b]) = b− aである．一
方Duistermatt-Heckmann測度は

mDH([a, b]) =

∫
{(θ,h)∈S2|a≤h≤b}

dθdh = 2π(b− a)

となる．つまり
mDH = 2πm0

が成立している．
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13.1.1 簡約空間に対する局所形式

(M,ω,G = Tn, µ)をハミルトニアンG空間とする．また µを properとする．G
がµ−1(0)に自由に作用しているとする（properからµ−1(0)はコンパクトである）．
このとき t ∈ g∗が 0に十分近いなら µ−1(t)上にもGは自由に作用する（slice定理
などをつかえばよい）．
このとき

M0 =Mred = µ−1(0)/G, Mt = µ−1(t)/G

はシンプレクティック多様体になるが，このときのシンプレクティック形式をω0, ωt
とする．これら二つのシンプレクティック多様体はどのような関係にあるだろうか？
簡単のため S1の場合に見ていく（一般の場合は同変コホモロジーを導入した後
で述べる）．Z = µ−1(0)として i : Z → M を埋め込みとする．自由に作用という
仮定から主 S1束Z →M0を得る．さらに α ∈ Ω1(Z)を接続とする．これは S1束
の場合なので LX∗α = 0, ιX∗α = 1をみたす．ここでX∗は 1 ∈ Lie(S1)対応する
基本ベクトル場．さてZ × (−ϵ, ϵ)上に 2-fromを次で定義する．

σ = π∗ω0 − d(xα) = π∗ω0 − dx ∧ α− xdα, x ∈ (−ϵ, ϵ) ⊂ R = g∗

Lemma 13.1.2. σは ϵが十分小さいときZ × (−ϵ, ϵ)上のシンプレクティック形式
になる．

Proof. まず明らかに σは閉形式である．また点 x = 0へ制限すれば

σ|x=0 = π∗ω0 + α ∧ dx

である．簡約定理の証明をみればわかるようにZ上で i∗ω = π∗ω0の isotropic部分
空間は軌道方向であった．そこで i∗ω(X∗, ·) = 0となってしまうが，

(α ∧ dx)(X∗, ∂x) = 1

であるので σは Z × {0}の各点において非退化である．ある点で非退化なら，そ
の十分小さい近傍でも非退化であった．Zはコンパクトなので，xを 0の十分小さ
い近傍をとれば（ϵを十分小さくとれば）非退化である．

S1をZ × (−ϵ, ϵ)の第一成分へ作用させるとする．このとき π∗ωredは S1不変で
LXα = 0であったので，σは S1不変である．さらに，モーメント写像を

x : Z × (−ϵ, ϵ) ∋ (z, x)→ x ∈ (−ϵ, ϵ)

とすれば，ハミルトニアン作用である．
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Proof. まず S1不変であることは明らかである．さらに

ιX∗σ = −ιX∗d(xα) = −LX(xα) + dιX(xα) = −xLXα + dx = dx

であるので，モーメント写像である．

Lemma 13.1.3. ZのM内の近傍と上のZ×(−ϵ, ϵ)の間には同変シンプレクティッ
ク同相（モーメント写像も込めて）が存在する．

Proof. Z×{0}をシンプレクティック多様体Z×(−ϵ, ϵ)へ埋め込む．それを i0 : Z 7→
Z × (−ϵ, ϵ)とする．これが coistoropic埋め込みであることを確かめる．v ∈ TpZΩ

とは σ(v, w) = 0（∀w ∈ TpZ）であった．そこで v = v0 + b∂x ∈ T(p,0)(Z × (−ϵ, ϵ))
とすると，X∗

p ∈ TpZであり，

σ(v0 + b∂x,X∗
p ) = ω(v0, X

∗)− bα(X∗) = −b

となるので b = 0である．よって v = v0となり TpZ
Ω ⊂ TpZが成立する．よって

coitoropic部分多様体である．さらにこの埋め込みは明らかに S1同変である．一
方 i : Z →M を自然な埋め込みとする．Z = µ−1(0)は coistoropic埋め込みであっ
た．さらに S1同変でもある．
また i∗0σ = i∗ω，i∗0x = i∗µ = 0である．このとき coisotropic埋め込み定理の同

変版により，i0(Z), i(Z)の S1同変近傍 U0, U1が存在して，ϕ : U0 → U1がシンプ
レクティック同相で ϕ ◦ i0 = i1かつ x = ϕ∗µ1となるものが存在する．ここで，必
要なら ϵをさらに小さくとる．

そこで，Mt = µ−1(t)/S1を調べるには，Z × (−ϵ, ϵ)に対して調べればよい．す
なわち

x−1(t)/S1 (tは十分小さい)

を調べればよい．

Proposition 13.1.4. αを π : µ−1(0) → M0 = Mred = µ−1(0)/S1 上の接続と
して，βをその曲率（Mred上の 2-form）とする．このとき level tでの簡約空間
(Mt = µ−1(t)/S1, ωt)は

(Mred, ωred − tβ)

とシンプレクティック同相である．

Proof. (Mt, ωt)はハミルトン S1空間 (Z × (−ϵ, ϵ), σ, S1, x)のレベル tに対する簡
約空間とシンプレクティック同相である．次に，x−1(t) = Z × {t}であり S1は第
一成分にのみ作用する．よって x−1(t)/S1と Z/S1 = Mredと微分同相である．以
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上からMtとMredは微分同相である．そこでシンプレクティック形式を見てみる．
σのZ × {t}への制限は dx方向はないので

σ|Z×{t} = π∗ωred − tdα

となる．さらに dα = π∗βであるので，x−1(t)/S1上では

ωred − tβ

である．

上の命題ではMt とMred の同一視は，接続の取り方に依存する．しかし主束
Z →Mredの曲率のコホモロジー類は接続によらないのであった．

Theorem 13.1.5. 上で作った簡約空間の ωtのコホモロジー類は tに線形に依存
している．つまり

[ωt] = [ωred] + tc

ここで c = [−β] ∈ H2
deRham(Mred)は主 S1束 µ−1(0) → µ−1(0)/S1の第一チャー

ン類．

そこで，二つの接続 α(0), α(1)から上の方法で ωt(0), ωt(1)を作る．このとき
α(1) − α(0) = a ∈ Ω1(M)となるので，α(s) = α(0) + sa（0 ≤ s ≤ 1）とす
れば

ωt(s) = ωred − t(β + sda)

と書ける．これはシンプレクティック形式で ωt(0)と ωt(1)を結ぶものであり，さ
らに

[ωt(s)] = [ωred] + tc

となるので ωt(s)のコホモロジー類は sに依存しない．つまり，異なる接続を取っ
て簡約空間Mtを作ったとしても，それらイソトピックであることがわかる．よっ
てシンプレクティック同相である．（ZはコンパクトだったのでMtもコンパクトで
あることに注意）．

Remark 13.1.2. このノートでは S1のリー環をRと同一視している．つまり t 7→
e2πitである．このためRの生成元は 1であり，これに対する基本ベクトル場をX∗

としている．接続も ιX∗α = 1となる．曲率は β = dαである．
ふつうの書き方では S1のリー群とリー環の対応は指数写像をもちいて，t 7→ et

とすべきであるので，
√
−1Rをリー環として，exp :

√
−1R ∋ it 7→ eit ∈ U(1)と

なる．そこで，先ほどの生成元 1は 2π
√
−1に対応する．よって，対応するベクト

ル場をX∗とすれば接続は ιX∗A = 2π
√
−1となり，曲率はB = dAである．この

ときの第一チャーン類は c = [ i
2π
B]となる．よってわれわれの記号と対応させるな

らA = 2πiαであり，B = 2πiβであるので，c = [ i
2π
B] = [−β]となる．
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この subsectionで述べたことは k次元トーラス作用の場合でも成立する．これ
については同変コホモロジーを導入した後で証明する．また，Mredが orbifoldの
場合でも成立する．0が µの正則値なら，µ−1(0)にGは自由に作用するとは限ら
ないが，局所自由に作用する．そして，µ−1(0)/Gは orbiforldになるのであった．
このときにも，µ−1(0)→ µ−1(0)/G上に接続（の一般化）を定義することができ，
同様の議論が可能である．
また，可換でないコンパクトリー群の場合には，0の余随伴軌道は 0であるが，

その近くでは違う軌道が現れるので，成立しない．しかし次のことが成立する．
(M,ω,G, µ)をハミルトニアンG作用とする．また 0を正則値とする（Mredは orb-

ifoldかもしれない）．このとき余随伴軌道に関した簡約空間 µ−1
Oλ

(0)/GはMredの
ファイバーをOλとするファイバー束になり，ωλ = π∗ωred+Ωλとなる．ここでΩλ

はファイバーである余随伴軌道上の標準的シンプレクティック形式．

13.1.2 シンプレクティック体積の変形．DH定理の証明

(M,ω, S1, µ)を 2n次元のハミルトニアン S1空間とする．レベル xに対する簡
約空間を (Mx, ωx)とする．ただし xは十分小．このとき上で見たことから，Zの
M 内での近傍とZ × (−ϵ, ϵ)がシンプレクティック同相であり，
Mxのシンプレクティック体積を考えると

vol(Mx) =

∫
Mx

ωn−1
x

(n− 1)!
=

∫
Mred

(ωred − xβ)n−1

(n− 1)!

となる．これは xに対する次数 n− 1の多項式である（これが接続のとりかたによ
らないことは前 subsectionで証明した）．さらに，ιXα = 1なので

f(x) := vol(Mx) =

∫
Z

π∗(ωred − xβ)n−1

(n− 1)!
∧ α

となる（ωn−1
x は偶数次数なので αは前に書いてもかまわない）．このようにDH

多項式は簡約空間Mxのシンプレクティック体積である．

Proof. DH多項式となることを証明する前に ιXα = 1について簡単に説明してお
く．これが意味することは fiber方向には，α|fiber = 1

2π
dθと書けることを意味す

る．よって，ファイバー方向の積分は，∫
S1

α = 1
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となる．section 13.4.3でみるファイバー積分 π∗で書けば，π∗α = 1であり，∫
Z

π∗ϕ ∧ α =

∫
Mred

ϕ ∧ π∗α =

∫
Mred

ϕ

という公式が成立する．
DH測度を考える．(−ϵ, ϵ)内のコンパクト集合をU ⊂ (−ϵ, ϵ)として，定義から

mDH(U) =

∫
µ−1(U)

ωn

n!

であった．さらに (µ−1((−ϵ, ϵ)), ω)は (Z × (−ϵ, ϵ), σ)とシンプレクティック同相か
つハミルトニアン S1空間としても同型であったので，

mDH(U) =

∫
Z×U

σn

n!

となる．σ = π∗ωred − d(xα)であったので，

σn = n(π∗ωred − xdα)n−1 ∧ α ∧ dx

となるので，

mDH(U) =

∫
U

[

∫
Z

π∗(ωred − xβ)n−1

(n− 1)!
∧ α] ∧ dx =

∫
U

f(x)dx =

∫
U

dmDH

dm0

dx

となる．

この議論は xが十分小さい（0に近い）ときの議論である．他のレベルの場合に
は µの正則値に対する近傍なら µを µ′ = µ− ξとずらすことによりまったく同様
の議論ができる．ただし正則値なら局所自由で簡約空間は orbifoldになる可能性が
ある．その場合もほぼ同様である（接続に似たものを定義すればよい）．また正則
値の逆像は部分多様体になるのであったので，µ−1(ξ)での積分の公式は同様のこ
とが成立する．今の場合（S1作用の場合）には µによる像は作用の固定点の像を
結んだ polytope（直線，半直線，線分など）である（もちろん，Delzant polytope

とは限らないので，線分の内部に固定点がいつくかあってもよい）．M のコンパ
クト性を仮定してないので像はコンパクトとは限らない．M をコンパクトとして
おけば，すべての正則値に対しいてその近傍で同様の議論を繰り返せば，連続性
から f(x)が piece wise多項式であることがわかる．（臨界値のところで，へんなこ
とがおこる）．また，トーラス作用でも成立するのであるが，そのときmoment

polytopeはwallにより分割されるのであった．そして，分割された内部が正則値
であった．piecewise多項式は，この内部では多項式であり，臨界値であるwall上
で連続性が崩れることになる．
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以上から，h ∈ C∞
cpt(g

∗)とすれば，∫
M

µ∗h
ωn

n!
=

∫
g∗
hdmDH =

∫
g∗
h(x)f(x)dx

がわかった．ここで f は µの正則値で多項式となる piecewise 多項式．

EXAMPLE 13.1.3. シンプレクティックトーリック多様体M の場合に，M のシ
ンプレクティック体積とDelzant polytope ∆のユークリッド体積が等しいことを
証明しておく．つまり， ∫

M

ωn

n!
= (2π)n

∫
∆=µ(M)

dx.

シンプレクティックトーリック多様体では，µ−1(a)は single Tn軌道であり，a ∈
Int(∆)ならµ−1(a)にTnは自由に作用していた．よって，µ−1(a)/Tnは一点であり，
µ−1(a)の近傍Uはµ−1(a)×µ(U)とシンプレクティック同相としてよい．µ−1(a)→
µ−1(a)/Tnは一点なので自明な Tn束であるので，f(x) =

∫
Tn α

n = (2π)nとなる．
よって，

f(t) =

{
(2π)n t ∈ ∆

0 t /∈ ∆

とすれば，dmDH = f(t)dtとなる．そこで，∫
M

ωn

n!
= (2π)n

∫
∆=µ(M)

dx.

が成立する．
注意：我々の記号だと

∫
Tn α

n = 1となるのであるが，これはRemarkで述べたよ
うに，我々が用いた gの生成元 1は 2π

√
−1に対応する．よってリー環 gは (2π)n

倍されることになるので，矛盾はない．

次の命題は，局所化定理によるDHの公式へとつなぐものである．

Proposition 13.1.6. M をコンパクトとして，g上の関数 g : g→ Cを

g(X) =

∫
m∈M

eiωeiµ
X(m) =

∫
M

eiµ
X

in
ωn

n!

と定義すれば
g = inf̂ , f̂ はDH多項式 f のフーリエ変換

（注意．
∫
M
eiωeiµ

X
は積分が寄与する 2n-formの部分のみを積分して，他は無視

する）．
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Proof. f のフーリエ変換は

f̂(X) =

∫
g∗
ei⟨X,x⟩f(x)dx

である．そこで，h(x) = ei⟨X,x⟩とすれば，

g(X) =

∫
m∈M

eiωeiµ
X(m) =

∫
M

(iω)n

n!
ei⟨X,µ(m)⟩

=

∫
M

(iω)n

n!
(µ∗h)(m) =

∫
g∗
inh(t)f(t)dt

=

∫
g∗
inei⟨X,x⟩f(x)dx = inf̂(X)

が成立する．

このようにDuistermaat-Heckmann多項式のフーリエ変換はモーメント写像と
シンプレクティック形式で書ける．ただし，上の命題は picewise多項式であること
は使ってない．
上のフーリエ変換は局所化定理によって具体的に求めることができる．それは
固定点の近傍の情報のみでかけるのである．よって，そこで得られる公式をフー
リエ逆変換すれば，DH多項式を具体的に書き下すことができる．言い換えば簡約
空間Mtのシンプレクティック体積の変化の様子がわかることになる．

13.2 同変コホモロジー
トーラス Tk の作用がある場合の Duistermaat-Heckmann定理を同変コホモロ
ジーを使って証明する．まずは，一般のコンパクト群に対する同変コホモロジー
やカルタン作用素を考える．

13.2.1 同変コホモロジー

M を多様体として（連結）コンパクト群Gの作用があるとする．Gがコンパク
トであるので，M/Gはハウスドルフ空間にはなるが，多様体になるとは限らない．
Gが自由に作用していればM/Gは多様体になる．
Gが自由に作用している場合にM の同変コホモロジーを

H∗
G(M) := H∗(M/G)

で定義する．Gが自由に作用していない場合にも同様のことを行いたい．そこで，
Gが自由に作用していないときには，Gが自由に作用する空間MGを作る．



312 第 13章 同変コホモロジー・局所化・Duistermatt-Heckman Theorem

Definition 13.2.1. Gをリー群とする．主G束EG→ BGが普遍主G束とは，任
意のCW複体Mに対して「[M,BG]（MからBGへの写像のホモトピー同値類）」
が「M 上の主G束の同型類全体」と一対一対応すること：

[M,BF ] ∋ f 7→ f ∗EG ∈ {M 上の主G束の同型類 }

また，BGを分類空間と呼ぶ．

Proposition 13.2.1. 主G束 P → Bが普遍主G束であるための必要十分条件は
πk(P ) = 0（k = 0, 1, 2, · · ·）．

Proposition 13.2.2. コンパクトリー群Gに対してGが自由に作用する可縮な空
間が存在する，つまり普遍主G束EG→ BG = EG/Gが存在する．

Proof. 例えば，G = U(n)の場合には，グラスマン多様体と Stiefel多様体の無限列
を考えることにより構成できる．O(n)なども同様な方法で構成できる．他のコン
パクト群については，G ⊂ O(n)とみなすことで，構成できる．実際，G ⊂ O(n)は
EO(n)に自由に作用しているので，主G束EO(n)→ EO(n)/Gを考えるとEO(n)

は可縮なので，普遍主G束になる．また，Milonrによると，Gに対してG∗G∗ · · ·
と無限の joinがEGとなる．このように，分類空間の色々な構成方法が知られて
いるが，コンパクトG,Hが同型ならBG,BHは（作用も含めて）ホモトピー同値
である．その意味で，普遍G束は一意的である．

EXAMPLE 13.2.1. G = S1 のとき ES1 = S∞, BS1 = CP∞ である．Hopf-

fibrationの帰納極限をとることによる．ここで，

CP 1 ⊂ CP 2 ⊂ · · · ⊂ CP n ⊂ · · · , S3 ⊂ S5 ⊂ · · ·

を考えて．CP∞ = ∪nCP (n)，S∞ = ∪nS2n+1としている．次のように，構成して
もよい．Hを（separable）複素ヒルベルト空間とすれば，単位球面 S(H)は可縮
である．そこで，無限次元のHopf-fibering S(H)→ P (H)を考えると，主S1束の
分類空間 P (H)を得る．

コンパクト群Gのコホモロジー環は，奇数次のコホモロジーを生成元とする外
積代数であることが知られている．

H∗(G : R) = ∧(u1, · · · , ur), ui ∈ H2ni−1

さらに，分類空間のコホモロジー環については，次のことが知られている（証明
は Serreのスペクトル系列などを利用する）．
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Theorem 13.2.3. Gをコンパクト連結リー群として，そのコホモロジー環が

H∗(G : R) = ∧(u1, · · · , ur), ui ∈ H2ni−1

とすれば，その分類空間のコホモロジー環は

H∗(BG;R) = R[v1, · · · , vr] vi ∈ H2ni(BG;Q)

となり，多項式環であり g上のG不変多項式 S(g∗)Gと同型である．

Definition 13.2.2. 主G束P →Mが f ∗EGと書けたとする．このとき，P →M

の特性類とは，ϕ ∈ H∗(BG;R)の引き戻し

f ∗(ϕ) ∈ H2ni(M ;R)

のことである．

さて，話を元に戻して GがM に作用している場合を考える．EGは可縮であ
るので，EG × M はM と同じホモトピー型をもつ．よって，M/Gの代わりに
(EG×M)/Gのコホモロジーを考えるのがよいであろう．
g ∈ Gの作用を

g : EG×M ∋ (u, x) 7→ (u · g, g−1x) ∈ EG×M

とする（右作用）．このとき

MG := (EG×M)/G = EG×GM

とする．自由に作用しているので，位相はかなりよい空間であり，多様体となら
ないけど代数的位相幾何で扱える空間となる．そこでM の同変コホモロジーを

H∗
G(M) := H∗(MG)

と定義する．

Remark 13.2.1. MG ∋ [v, x] → [x] ∈ M/Gを考える．点G · x ∈ M/Gのファイ
バーはEGを isotropy群で割ったものである．そこでMにGが自由に作用すると
仮定すれば，isotropy群はすべて自明なので，MGはファイバーEGのファイバー
束である．EG可縮なので，H∗(MG) = H∗(M/G)となり，先ほどの定義と矛盾し
ない．
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また π : MG ∋ [v, x] → [v] ∈ BGはファイバーがM のファイバー束である．
r ∈ H∗(BG), α ∈ H∗

G(M)に対して

rα = π∗r ∧ α

とすることで，H∗
G(M)はH∗(BG)加群となる（分類空間のコホモロジーはG不

変多項式と同型であった）．一方で，一般にMG →M/Gはファイバー束とはなる
とは限らない．一点G · x ∈ M/G上の fiberはEGを xの stabilizerで割ったもの
である．

EXAMPLE 13.2.2. M = {pt}の場合には stabilizerはG自身である．よってfiber

はEG/G = BGであるので．MG = BGとなる，よって

H∗
G(M) = H∗(BG).

このようにコホモロジー環はM がコンパクトとしても次元が有限でないことがあ
る．（また，明らかにH∗

G(M) ̸= H∗(M/G) = H∗({pt})）．

EXAMPLE 13.2.3. KをGの閉部分リー群とする．EGが可縮であることから，
普遍主K束EKとしてEGをとることができ，BK = EG/K = EG×K G/Kが
Kに対する分類空間となる．そこで，

EG×K (G/K)

であるので，
HG(G/K) = H(BK)

このように等質空間G/K の同変コホモロジーは，K の分類空間のコホモロジー
に一致する．

同変コホモロジーに対して，Mayer-Vietoris系列を得ることができる．M = U1∪
U21を二つのG不変な開集合の和とすれば，

· · · → Hk
G(M)→ Hk

G(U1)⊕Hk
G(U2)→ Hk

G(U1 ∩ U2)→ Hk+1
G (M)→ · · ·

が成立する（証明略），

EXAMPLE 13.2.4. S2 = U+ ∪U−としてU(1)が回転で作用しているとする．固
定点が北極と南極である．さて，赤道にはU(1)は自由に作用するので，その同変
コホモロジーは 0次を除いて消えることになる．また，U±は poleにレトラクトな
ので，

H2
U(1)(S

2) = H∗
U(1)(pt)⊕H∗

U(1)(pt) = R[u1]⊕ R[u2]
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13.2.2 カルタンモデル

同変コホモロジーを de Rhamコホモロジーの言葉で表示したい．つまり Gが
作用するM に対して，適当な微分複体のコホモロジー環で H∗

G(M)と同型とな
るものを見つけるのである．これについてはいろいろなモデルがあるが（詳細は
[Guillemin-Sternberg(equiv)]），もっとも有用かつ広く知られているカルタンモデ
ルについて述べる（同型であることの証明は述べない）．論文によっては，位相幾
何での同変コホモロジーを考えずに，このカルタンモデルを同変コホモロジーと
しているものが多い．
Gのリー環を gとする．このリー環上のC上多項式環をS(g∗)（対称テンソル積
空間）と書く．またM 上のC係数微分形式の空間をΩ∗(M)と書く．このとき

Ω∗
G(M) := (Ω∗(M)⊗ S(g∗))G

を考える．ここでGの作用は S(g∗)には余随伴で作用．M へのGの作用は微分同
相であるので，g :M →MをGの作用とすれば a ∈ Ω∗(M)に対して (g−1)∗aとし
て作用させる．
f ∈ Ω∗

G(M)を具体的に書いてみる．gの基底を {Xi}iとして，その双対（また
は座標関数）を {xi}iとすると，

f =
∑
I

xI ⊗ aI ∈ S(g∗)⊗ Ω∗(M)

とすれば f ∈ Ω∗
G(M)とは

∑
Ad∗

g(x)
I ⊗ (g−1)∗aI =

∑
xI ⊗ aI となるものであ

る．別の見方をすれば f : g→ Ω∗(M)でG同変で多項式的なものである．つまり
f(
∑
ξiXi) =

∑
ξIaI で，f(AdgX) = (g−1)∗f(X)を満たすものである．

このΩ∗
G(M)に次数を入れる．f = xI⊗aI（|I| = p, aI ∈ Ωk）に対して deg(f) =

k+2pとする．（多項式の方を次数２とする気持ちは xiがH∗(BG)の２次コホモロ
ジーに対応しているから)．
そこで f =

∑
xI ⊗ aI ∈ Ωk

G(M)，X =
∑
ξiXiとすれば，

f(X) = f(X)k+f(X)k−2+· · · =
∑
|I|=0

a0+
∑
i=1

ξiai+
∑
|I|=2

ξIaI+· · · ∈ Ωk(M)⊕Ωk−2(M)⊕· · ·

と分解できる．一般には，このようなものの線形結合であるので，f ∈ Ω∗
G(X)は

微分形式の次数により

f(X) = f(X)n + f(X)n−1 + f(X)n−2 + · · ·+ f(X)0

と分解される（一般の元をとっているのでXに対して何次式かはわからない）．
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次にΩG(M)に微分（同変外微分）を

(Df)(X) = d(f(X))− ιX∗f(X)

として入れる．ここでX∗はM 上のX ∈ gから定まる基本ベクトル場であり，D
は同変次数を一つ上げる作用素である（第二項は微分形式の次数が１下がり，多
項式次数が１（同変次数２）上がるので）．

Remark 13.2.2. 外微分 dや ιX∗，リー微分LX∗などは，微分形式にのみ作用して
いる．そこで，df(X)と書いても (df)(X)と書いてもよい．

Proof. f ∈ Ω∗
G(M)ならDf ∈ Ω∗

G(M)となることを確かめる．G不変とはf(AdgX) =

(g−1)∗f(X)を満たすことであった．面倒なのでリー環レベルでみると．G不変性は

f([Y,X]) + LY ∗f(X) = 0 ∀X,Y ∈ g

となる．またDfが不変とは d(f(AdgX))− ι(AdgX)∗f(AdgX) = (g−1)∗Df(X)であ
る．リー環レベルでみれば

df([Y,X])− ι[Y,X]∗f(X)− ιX∗f([Y,X]) = −LY ∗(df(X)− ιX∗f(X))

である．そこで，

df([Y,X])− ι[Y,X]∗f(X)− ιX∗f([Y,X])

=− dLY ∗f(X)− ι−[Y ∗,X∗]f(X) + ιX∗LY ∗f(X), （f が同変なので）

=− LY ∗df(X) + (LY ∗ιX∗ − ιX∗LY ∗)f(X) + ιX∗LY ∗f(X)

=− (LY ∗df(X)− LY ∗ιX∗f(X))

であるので証明できた．ここで [Y,X]∗ = −[Y ∗, X∗]を用いた（Gの作用は左作用
なのでマイナスが付く）．

また同変外微分を別の書き方をすれば，

D = d−
∑

xiιX∗
i

である．

Proof. α = xI ⊗ aI とする．このとき α(X) = α(
∑
ξiXi) =

∑
ξIαI となるので

あった．そして，

(Dα)(X) = dα(X)−ιX∗α(X) =
∑

ξIdαI−
∑

ξIι∑ ξiX∗
i
αI =

∑
ξIdαI−

∑
I,i

ξIξiιX∗
i
αI

となるので，D = d−
∑
xiιX∗

i
となる．
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Lemma 13.2.4. D2 = 0であるので，(Ω∗
G(M), D)は微分複体でありコホモロジー

が定まる．

Proof.

(D2f)(X) = D(Df)(X) = d(Df(X))− ιX∗Df(X)

=d(d(f(X))− ιX∗f(X))− ιX∗(df(X)− ιX∗f(X))

=− (dιX∗ + ιX∗d)f(X)

=− (LX∗f)(X) = f([X,X]) = 0

最後の項は f がG同変であることを用いた．

Lemma 13.2.5. 微分形式の外積により環構造が入る．そしてD(f ∧ g) = (Df)∧
g + (−1)kf ∧Dgとなる．ここで f ∈ Ωk

G(M)である．このことからコホモロジー
にも積が入る．

Proof. 積構造が入ることは問題ないであろう．またf ∈ Ωk
G(M) =

∑
p+2q=k(Ω

p(M)⊗
S(g∗)q)Gであるので (−1)p = (−1)p+2q = (−1)kであることに注意．そこでd(f(X)∧
g(X)) = df(X)∧g(X)+(−1)pf(X)∧dg(X)及び ιX∗(f(X)∧g(X)) = (ιX∗f(X))∧
g(X)+(−1)pf(X)∧ ιX∗g(X)であることから，D(f ∧g) = (Df)∧g+(−1)kf ∧Dg
を得る．コホモロジーにも積が入ることは明らかであろう．

以上からコホモロジー環H∗(Ω∗
G(M), D)が定まる．そして次の定理が成立する．

Theorem 13.2.6 (同変ドラームの定理). (ΩG(M), D)から定まるコホモロジーを
H∗(Ω∗

G(M), D)とすると,

H∗(Ω∗
G(M), D) ∼= H∗

G(M) = H∗(MG)

という同型が成立する．

証明はGuillemin Sternbergの「supersymmetry and equivariant de Rham the-

ory」[Guillemin-Sternberg(equiv)]などをみよ．なお，Gがコンパクトでない場合
には定理は成立するとは限らない．

EXAMPLE 13.2.5. M が一点のときを考えると，H∗(BG) = H∗
G(pt)であった．

一方カルタンモデルで計算した場合には Ω∗
G(pt) = S(g∗)G であり，すべの元が

Df = 0を満たすので，H∗(Ω∗
G(pt), D) = S(g∗)Gとなるので，G不変多項式全体

である．特に，H∗
G(pt) = H∗(Ω∗

G(pt), D)．
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EXAMPLE 13.2.6. X,Y をGが作用する空間で ϕ : X → Y がG同変であると
する．このとき，ϕ∗ : ΩG(Y )→ ΩG(X)が自然に導かれ，Dϕ∗ = ϕ∗Dが成立する．
特に，ϕ∗ : H∗

G(Y )→ H∗
G(X)という環準同形を得る．

Proof. xI ⊗ aI ∈ Ω∗
G(Y )とする．このとき ϕ∗(xI ⊗ aI) := xI ⊗ ϕ∗aIと定義すれば，

gϕ∗(xI ⊗ aI) = Ad∗
g(x)

I ⊗ (g−1)∗ϕ∗(aI) = Ad∗
g(x)

I ⊗ ϕ∗(g−1)∗(aI) = ϕ∗g(xI ⊗ aI)

となるので，ϕ∗ : Ω∗
G(Y )→ Ω∗

G(X)となる．
Xi ∈ gに対するベクトル場をX∗

i とする．つまり

(X∗
i )x :=

d

dt
((exp tXi)x)|t=0

このとき ϕ : X → Y がG同変であるので，

ϕ∗((X
∗
i )x) = ϕ(

d

dt
((exp tXi)x))|t=0 =

d

dt
((exp tXi)ϕ(x)) = (X∗

i )ϕ(x)

となる．つまり ϕ∗(X
∗
i ) = X∗

i が成立する．左辺のX∗
i はX上のベクトル場．右辺

のX∗
i は Y 上のベクトル場である（いわゆる ϕ関係である．ϕが微分同相でなくて

もベクトル場が ϕ関係となる例である）．
さて，同変外微分をD = d−

∑
xiιX∗

i
と書けば，

Dϕ∗(xI ⊗ aI) = xI ⊗ dϕ∗(aI)− xixI ⊗ ιX∗
i
ϕ∗(aI) = xI ⊗ ϕ∗(daI)− xixI ⊗ ϕ∗ιX∗

i
aI

= ϕ∗D(xI ⊗ aI)

となるので，Dϕ∗ = ϕ∗Dが成立する．

EXAMPLE 13.2.7. M にGが作用するとして，(S(g∗))G加群として

HG(M) = (S(g∗))G ⊗H(M)

が成立するとき，同変 formalな多様体とよぶ（通常の formalな多様体については
位相幾何の本を参照）．つぎの場合には同変 formalとなることが知られている．

• Hq(M) = 0（qが奇数）

• HG(M)→ H(M)が全射，

• M がG同変モース関数で，臨界点は偶数指数のみ．

• M がGハミルトニアンなシンプレクティック多様体（by Ginzburg and Kir-

wan）
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• Gがコンパクト群．Hが極大閉部分群のときG/Hは同変 formal．

注意：上は加群としての同型が成立するという意味であり，代数同型とは限らない．

次に，同変コホモロジーに関するいくつかの操作を説明する．
まず f ∈ Ω∗

G(M)に対して，0を代入することによりΩ∗(M)の元を得る．つまり

Ω∗
G(M) ∋ f 7→ f(0) ∈ Ω∗(M)G ⊂ Ω∗(M)

という写像が定まる．逆に a ∈ Ω∗(M)Gに対して，f(0) = aを満たす f ∈ Ω∗
G(M)

を aの同変拡張という．また (Df)(0) = df(0) − 0 = d(f(0))が成立するので，こ
の写像はホモロジー群まで落ちて，

H∗
G(M) ∋ [f ] 7→ [f(0)] ∈ H∗(M)

が成立する．

Remark 13.2.3. MG → BGはM をファイバーとするファイバー束であるが，上
の写像は i :M →MGから導かれる引き戻しに対応する．

次にMG → BGのファイバー積分（push-forward）に対応するものを考える．M
をコンパクトとして，ファイバー積分

π∗ : Ω
∗
G(M) ∋ f 7→

∫
M

f ∈ S(g∗)G

を得る．この写像の意味を考えよう．X ∈ gに対して

f(X) = f(X)n + f(X)n−1 + f(X)n−2 + · · ·+ f(X)0

と分解すれば ∫
M

f(X) =

∫
M

f(X)n

である．特に，同変次数が一定の場合を考えてみる．例えば f ∈ Ωn+2
G (M)とする

と，f(X)nという項があり，Xに関する多項式次数は１（同変次数２）である．ま
た f ∈ Ωn+1

G (M)となった場合には，f(X)nという項は無いので，積分は零とする．
f ∈ Ωn−k

G (M)の場合にも f(X)nという項は無いので積分は零．
さらに，fiber積分は同変コホモロジーの写像に落ちる．つまり

π∗ : H
∗
G(M) ∋ [f ] 7→

∫
M

f ∈ S(g∗)G

を得る．
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Proof. f を同変 exactつまり f = Dαとする．α(X) =
∑n

i=0 α(X)iとして．

D(α(X)) = d(α(X))− ιX∗α(X)

=(dα(X)n−1 + dα(X)n−2 + · · · )− (ιX∗α(X)n + ιX∗α(X)n−1 + · · · )
=dα(X)n−1 + (dα(X)n−2 − ιX∗α(X)n) + · · ·
=f(X)n + f(X)n−1 + · · ·

となるので f(X)n = dα(X)n−1．よって∫
M

f(X) = 0

となる．つまりファイバー積分は同変コホモロジー類にのみ依存する．

Remark 13.2.4. 同変ベクトル束の同変特性類を定義することができる（後述）．
それをファイバー積分することができる．つまりチャーン数などの同変 versionを
得るのである．それらは不変多項式 S(g∗)Gに値をもつ．

Remark 13.2.5. ストークスの定理の同変 vesionも成立する．Gが作用している
多様体M に境界がない場合には，∫

M

Df = 0

であることは容易に証明できる．M をG多様体として，境界があるとする．さら
に境界は境界に移していて，G : ∂M → ∂M が局所自由作用とする．このとき∫

M

(Df)(X) =

∫
∂M

f(X)

が成立する（後で使用しないので証明は略）．

13.2.3 カルタン作用素

GがM に自由に作用している場合を考える．M → M/Gは主G束である．以
下では，面倒なのでX ∈ gに対する基本ベクトル場もX と書いたりすることも
ある．
（位相的）同変コホモロジーの場合には，

H∗
G(M) = H∗(M/G)

となるのであった．これをCartanモデルの場合に証明したい．その際に現れるカ
ルタン作用はいろんなところで重要な作用素となってくる．
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よく知られているように，M/G上の微分形式はM 上の基本微分形式と対応す
る．つまり，

Ω∗(M/G) = Ω∗(M)basic

となる．

Definition 13.2.3. 主G束M →M/G上の基本微分形式α ∈ Ω∗(M)basicとは，G
不変かつ水平であるものであるもの．無限小表現すれば，

α ∈ Ω∗(M)basic ⇐⇒ LXα = 0, ιXα = 0, ∀X ∈ g

Proposition 13.2.7. 同型Ω∗(M/G) = Ω∗(M)basicが成立する．

Proof. π :M →M/Gとする．β ∈ Ω∗(M/G)に対して，π∗βを考えると，これは
水平かつG不変であることがわかるので基本微分形式である．逆に，αをM 上基
本微分形式とする．p ∈ M，π(p) = x ∈ M/Gとしたとき，(αM/G)x ∈ Ω∗(M/G)

を
αM/G(π∗X1, · · · , π∗Xk) = αp(X1, · · · , Xk), X1, · · · , Xk ∈ TpM

とすれば，G不変かつ水平であることからwell-definedにM/G上の微分形式を与え
る．また，この対応が全単射となることを証明するのは容易．以上からΩ∗(M/G) =

Ω∗(M)basicが成立．

M 上の外微分作用素 dは d : Ω∗(M)basic → Ω∗(M)basicとなるので，コホモロ
ジーH∗(M)basicが定まる．また，Ω∗(M)basic, H

∗(M)basicに環構造も自然に入る．

Proof. αを基本微分形式とする．LXdα = dLXα = 0, ιXdα = (LX − dιX)α = 0

となるので dαも基本微分形式である．つぎに，α, βを基本微分形式としたとき，
α ∧ βを考えると，

LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + α ∧LXβ = 0, ιX(α ∧ β) = ιXα ∧ β + (−1)pα ∧ ιXβ = 0

となるので，α ∧ βも基本微分形式である．よってΩ∗(M)basicには環構造が入り，
H∗(M)basicにも環構造がはいる．

π∗ : Ω∗(M/G)→ Ω∗(M)basicは外微分や「∧」と可換であるので，H∗(M)basic =

H∗(M/G)（環同型）となる．

Proposition 13.2.8. H∗(M)basic = H∗(M/G)（環同型）が成立する．
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さて，M のG同変コホモロジーと基本微分形式の関係を見ていこう．まず，

Ω∗(M)basic ⊂ (Ω∗(M)⊗ S0(g∗))G ⊂ Ω∗
G(M)

であり，Ω∗(M)basicはΩ∗
G(M)の部分環である．また，同変外微分DをΩ∗(M)basic

へ制限すると，α ∈ Ω∗(M)basic ⊂ (Ω∗(M)⊗ S0(g∗))Gに対して，α(X) = αである
ので，

(Dα)(X) = dα(X)− ιXα(X) = dα

であるので，普通の外微分になる．よって，自然な準同形

ibas : H
∗(M)basic → H∗

G(M)

を得る．そして，
H∗(M/G)

π∗
−→ H∗(M)basic

ibas−−→ H∗
G(M)

を得る．証明すべきことは，これが同型写像であること，つまり ibasが同型である
ことである．
そこで，M → M/G上の接続 1-form θを一つ固定する．θはG同変かつ垂直

的なM 上の g値 1-formである．gの基底をX1, · · · , Xkとして，

θ =
∑

θi ⊗Xi

と書ける．X =
∑
xiXi ∈ gに対して，ιXθ = θ(X∗) =

∑
xiXiであるので，

ιXi
θj = δji

が成立する．また，G同変性を書けば，∑
(g−1)∗θi ⊗ AdgXi =

∑
θi ⊗Xi, or

∑
i

LXθ
i ⊗Xi + θi ⊗ [X,Xi] = 0

となる．
さて，ΩG(M)上に次の作用素を定義する（和の記号は面倒なので書かない）．

K := −θr∂r, E := xr∂r + θrιXr , R := (dθr)∂r

ここで，

(∂rα)(X) =
d

dt
α(X + tXr)|t=0

であり，多項式に関する微分である．

Remark 13.2.6. 上の作用素K,E,Rはリー環の基底の取り方によらない．
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同変外微分は
D = d−

∑
xrιXr

とかけたので，

(dK +Kd)α =− dθr∂rα + θr∂rdα− θ∂rdα = −Rα,
(−xrιr)Kα =xrιrθ

s∂sα = xr(ιrθ
s)∂sα− xrθsιr∂rα

=xr∂rα− xrθsιr∂rα,
K(−xrιr)α =(−θs∂s)(−xrιr)α = θr∂rα + xrθsιr∂sα.

が成立する（ιXr = ιrとしている）．よって，

DK +KD = E −R

及び

D(E −R) = D(DK +KD) = DKD = (DK +KD)D = (E −R)D

を得る．
さて，xr∂r, θrιrは可換であり，Ω∗

G(M)をΩ∗
G(M)へ移す．また，xr∂rは多項式

次数を，θrιrは垂直方向の微分形式の次数を数える作用素である．

Proof. xr∂rはオイラー作用素なので，多項式の次数がでるだけである．一方，θrιr
は多項式には作用せず，微分形式の方に作用する．さらに，接続のG同変性から
θrιr : Ω

∗
G(M)→ Ω∗

G(M)となる．実際，α ∈ Ω∗
G(M)とすれば，

LX(θ
rιrα(Y )) = (LXθ

r)ιrα(Y ) + θrι[X,Xr]α(Y )− θrιrα([X,Y ])

となるが，接続のG同変性∑
i

LXθ
r ⊗Xr + θr ⊗ [X,Xr] = 0

を使えば，
LX(θ

rιrα(Y )) = −θrιrα([X,Y ])

が成立するので，θrιrα ∈ Ω∗
G(M)となる．

xr∂r, θ
rιrは可換であることは明らか．

接続が与えられたとき，M の余接束は T ∗M = V ∗ ⊕H∗とベクトル束として分
解する．そして Λ∗(M) = Λ∗(V ∗ ⊕ H∗)となり，この右辺を分解することにより，
微分形式の垂直次数，水平次数を導入することが可能である．このとき，θrιrは垂
直的微分形式の次数を数える作用であることは明らかであろう．
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そこで，xr∂r, θrιrに関してΩ∗
G(M)を同時固有分解する．

Ω∗
G(M) = ⊕p,qCp,q(M).

ここで，pは多項式次数であり，qは垂直方向の微分形式の次数である．言い換え
ると，C∗,q(M)の元は，

θi1 · · · θiqη η ∈ S(g∗)⊗ Ω∗
hor(M)

の一次結合である．この⊕Cp,qに filtrationを

Cp = ⊕l≤pC l,∗

で導入する．すなわち，Cp は高々p次の多項式を意味する．この filtrationに関
して，

• Kは次数を 1下げる．

• Dは次数を 1上げる．

• Eは次数を保存し，E = (p+ q)id on Cp,qとなる．

• Rは次数を下げる（特に，冪零である）．

となる．また，作用素 πを射影

π : ⊕Cp,q → C0,0 = Ω∗(M)Ghor = Ω∗(M)basic

で定義する．
我々は，C0,0 = Ω∗(M)basicと Ω∗

G(M) = ⊕Cp,q をつなぐホモトピー作用素を構
成したい（実は，かなり具体的に構成できる）．
まず，

J := E + π −R

を考える．E + π は可逆であり，Rは冪零であるので，J も可逆である．F :=

(E + π)−1とすれば，
J = (I −RF )(E + π)

となる．そして，

U : = J−1 = F (I −RF )−1 = F (I +RF + (RF )2 + · · · ),
Q : = KU
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とする．Uは無限和になっているが，Rは次数を下げる作用素であるので，各α ∈
⊕Cp,qに対して，Uαはwell-definedとなる（つまり U は局所有限な作用素）．
このとき

DQ+QD = I − πU

が成立する．

Proof. D(E −R) = (E −R)Dより，

DJ − JD = D(E + π −R)− (E + π −R)D = Dπ − πD = [D, π]

となる．U = J−1を左右からかけて，

UD −DU = U [D, π]U

を得る．さて，D|C0,0 = dより，D ◦ π : Cp,q → C0,0となるので，[D, π] : ⊕Cp,q →
C0,0となる．また，U = id on C0,0である．よって，

UD −DU = [U,D] = [D, π]U

となる．また，DK +KD = E −RからDK +KD = J − π．そして，K = 0 on

C0,0である．そこで，

DQ+QD = DKU +KUD = DKU +KDU +K[D, π]U

= (DK +KD)U = (J − π)U = JU − πU
= I − πU

となる．

さて，i : C0,0 → ⊕Cp,qとすれば，i ◦ π = πであるので，

DQ+QD = I − i ◦ (πU)

を得る．また，C0,0上で U = idであったので，I = (πU) ◦ iとなる．以上から，
i : C0,0 → Ω∗

G(M)と，πU : Ω∗
G(M)→ C0,0はホモトピーで互いに逆作用素になる

（Qがホモトピー作用素）．つまり，コホモロジーレベルでは，同型を与えるので，
H∗(M)basic ∼= H∗

G(M)をえる．以上から，

Proposition 13.2.9. GがMへ自由に作用している場合に，Mの（代数的）G同
変コホモロジーとM/Gのコホモロジーは環同型である．

H∗(M/G) ∼= H∗(M)basic ∼= H∗
G(M).
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もう少し詳しく見ていこう．上の πU をカルタン作用素とよぶ．F = (E + π)−1

は次数 (p, q)を保ち，C0,0上では idである．そこで，

πU = πF (I +RF + (RF )2 + · · · ) = π + πRF + π(RF )2 + · · ·

となる．この作用素を曲率を使って具体的に表示したい．接続 θの曲率

Ω =
∑

Ωk ⊗Xk = dθ +
1

2
[θ ∧ θ]

を考える．これは g値 2-formであり，G不変かつ水平的である．リー環の構造方
程式を

[Xi, Xj] =
∑

ckijXk

とすれば，曲率Ωの各成分は

Ωr = dθr − 1

2

∑
crijθ

i ∧ θj

となる．そこで，作用素 S, T を

S = Ωr∂r, T = −1

2
crijθ

iθj∂r

と定義すれば，
R = S − T

となる．S, T の微分形式次数は２であるので，可換である．注意すべきは，

S : Cp,q → Cp−1,q, T : Cp,q → Cp−1,q+2

となることである．T は垂直微分形式の次数を 2あげて，Sは垂直微分形式の次数
を変えない．また πは垂直微分形式を無視する作用素であったので，

πU = π + πSF + π(SF )2 + · · ·

となる．S は全次数 p + qを 1下げる作用素であり，F = (E + π)−1は全次数が
p+ qのところで， 1

p+q
として作用する．そこで，α ∈ Cp,qに対して，

π(SF )lα =π SF · · ·SF︸ ︷︷ ︸
l

α =
1

p+ q
π SF · · ·SF︸ ︷︷ ︸

l−1

Sα

=
1

(p+ q)(p+ q − 1)
π SF · · ·SF︸ ︷︷ ︸

l−2

S2α

=
1

(p+ q)(p+ q + 1) · · · (p+ q − (l − 1))
πSlα
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となる．πは次数零へのC0,0への射影であるので，α ∈ Cp,qに対して

π(SF )lα =

{
0 p+ q − l ̸= 0

1
l!
πSlα p+ q = l

となる．つまり，

π(SF )l =
1

l!
πSl

となる．また，Sは垂直微分形式の次数を変えない．以上から，

πU = π expS = π expS ◦Hor

ここでHorは水平微分形式への射影である．つまり，αが

α = αhor +
dimG∑
q=1

∑
i1<···<iq

θi1 · · · θiqηi1···iq , ηi1···iq ∈ S(g∗)⊗ Ω∗(M)hor

としたときに，Hor(α) = αhorという作用素である．別の言い方をすれば

Hor : Ω∗
G(M) = ⊕p,qCp,q 7→ ⊕pCp,0

という射影である．Cp,0の元は xI ⊗ ηの一次結合である．ここで |I| = pであり，
ηは水平微分形式．そして，

πSl(xI ⊗ ω) = π(Ωr∂r)
l(xI ⊗ ω) =

{
0 l ̸= p

ΩIω l = p

となるので，
(π expS)(xIω) = ΩIω

となる．
以上から，

Theorem 13.2.10 (Cartan). カルタン作用素 π ◦ U は，

Hor : Ω∗
G(M) = ⊕Cp,q → ⊕Cp,0 = (S(g∗)⊗ Ω∗(M)hor)

G

という射影と，
xI ⊗ η 7→ ΩIη

という evaluation写像の合成である．つまり，

πU(α) = (αhor)(Ω)

また作り方から (αhor)(Ω) = (α(Ω))horである．
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コホモロジーレベルで上の定理を見ていこう．αがD閉形式なら，ホモトピー
公式に代入して，

DQα = (DQ+QD)(α) = (I − i ◦ (πU))α = α− (αhor)(Ω)

となるので，
[α] = [αhor(Ω)]

となる（0 = DDQα = Dα − D(αhor)(Ω) = −d(αhor(Ω))から αhor(Ω)は d閉形
式）．そして，αhor(Ω) ∈ Ω∗(M)basicである．つまり，

H∗
G(M) ∋ [α] 7→ [αhor(Ω)] ∈ H∗(M)basic

が同型対応となる．特に，コホモロジーレベルで，接続 θの取り方によらないこ
とがわかる．

EXAMPLE 13.2.8 (Chern-Weilの定理). α ∈ S(g∗)G ⊂ Ω∗
G(M)を考える．つま

り不変多項式である．これは明らかにD閉形式である（H∗
G(M)は S(g∗)G加群で

あった）．これに対応するH∗(M)basicは，α(Ω)である．これはM上の基本閉微分
形式であり，M/G上の閉微分形式に対応する．さて，他の接続 θ′をとった場合に，

[α(Ω′)] = [α] = [α(Ω)]

が成立する．つまり，[α(Ω)] ∈ H∗(M)basic = H∗(M/G)は接続の取り方に依存し
ない．よって，Chern-Weil理論が証明された．また，

S(g∗)G ∋ α 7→ α(Ω) ∈ H∗(M)basic = H∗(M/G)

をChern-Weil写像とよぶ．
また，Ω∗

G(M)はS(g∗)G加群であった．Ω∗
G(M)へのα ∈ S(g∗)Gの作用は，H∗(M/G)

において，α(Ω)の作用となる．

13.2.4 同変特性類

前 subsectionを参考にして同変特性類を定義する．証明はほとんど同様であり，
外微分 dを同変外微分Dに直すだけである．
Kをコンパクトリー群として，主H束 P → M がK同変主H束とする．つま

り，π : P → M がK同変写像であり，Kの作用とHの作用が可換とする．各元
k ∈ Kは，微分同相 k : P → P を与え，Hとの作用が可換であることから，主H

束の同型写像を与えることになる．このように，K同変主H束とは，Kの作用が
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束写像として作用することを意味する．Yi ∈ kに対して，P 上の基本ベクトル場
(Y ∗

i )P とX 上の基本ベクトル場 (Y ∗
i )X を得るが，これらは π関係になっている．

また，左作用であるので，[Y1, Y2]
∗ = −[Y ∗

1 , Y
∗
2 ]を満たす．Hの作用と可換である

ことから，h ∈ Hの右作用をRh : P → P とすれば，(Rh)∗Y
∗ = Y ∗が成立する．

さて，P へのKの作用に注目して

Ω∗
K(P ) = (S(k∗)⊗ Ω∗(P ))K

を考える．さらに，KとHの作用が可換であることを考慮して，

Ω∗
K(P )basicH = (S(k∗)⊗ Ω∗(P ))KbasicH = (S(k∗)⊗ Ω∗(P )basicH )

K

とする．ここでΩ∗(P )basicH はX ∈ hに対して，LXα = 0, ιXα = 0を満たすもの
である．このとき

Ω∗
K(P )basicH

∼= Ω∗
K(M)

Proof. π : P → M とする．β ∈ Ω∗
K(M) = (S(k∗) ⊗ Ω∗(M))K ⊂ S(k∗) ⊗ Ω∗(M)

に対して，π∗β は H 不変（LXπ∗β = 0）かつ水平（ιXπ∗β = 0）である．また
π : P → M がK同変であることから，Kの作用についても不変である．つまり，
π∗β(AdkY ) = π∗(k−1)∗β(Y ) = (k−1)∗π∗β(Y )．よって，π∗β ∈ Ω∗

K(P )basicH．あと
は同変でない場合と同様．

また，
DK : Ω∗

K(P )basicH → Ω∗
K(P )basicH

となる．

Proof. α ∈ Ω∗
K(P )basicH = (S(k∗) ⊗ Ω∗(P )basicH )

K とすれば，∀X ∈ h = Lie(H)，
LXα = 0, ιXα = 0を満たす．また，Y ∈ kとして，α(Y ) ∈ Ω∗(P )basicH である．

DKα(Y ) = dα(Y )− ιY α(Y )

であるが，DKα(Y ) ∈ Ω∗(P )basicH を確かめればよい．HとKは可換であるので，
[X,Y ] = 0（X ∈ h, Y ∈ k）に注意すれば，

LXDKα(Y ) = LXdα(Y )− LXιY α(Y ) = dLXα(Y )− ι[X,Y ]α(Y )− ιYLXα(Y ) = 0

ιXDKα(Y ) = ιXdα(Y )− ιXιY α(Y ) = (LX − dιX)α(Y ) + ιY ιXα(Y ) = 0



330 第 13章 同変コホモロジー・局所化・Duistermatt-Heckman Theorem

そこで，π : P →M がK同変であることから，DK と π∗は可換であるので，

H∗
K(P )basic

∼= H∗
K(M)

という環同型を得る．

Proof. DKと π∗は可換であることを証明しよう．dと π∗が可換であることは明ら
かである．また Y ∈ kに対して，基本ベクトル場は π∗Y

∗ = Y ∗となる．よって，
π∗ιY α(Z) = ιY π

∗α(Z)となる．

さて，P にはH ×Kが作用するので，

ΩH×K(P ) = (S(h∗)⊗ ΩK(P ))
H = (S(k∗)⊗ S(h∗)⊗ Ω(P ))H×K

を考える（最後の等号はH,Kが可換なので）．そこで

ΩK(P )basicH = (S(k∗)⊗ Ω(P )basicH )
K ⊂ (S0(h∗)⊗ ΩK(P ))

H ⊂ ΩH×K(P )

とみなしたとき，同変外微分DH×K をΩK(P )basicH へ制限すれば，DK となる．

Proof. X ∈ hに対して，α ∈ ΩK(P )basicH ⊂ ΩH×K(P )とみなせば，α(X) = αで
あり，基本微分形式であることから ιXα = 0であるので，

(DH×Kα)(X) = DKα(X)− ιXα(X) = DKα− ιXα = DKα

となる．（ちゃんと書けば，

DH×Kα(X,Y ) = dα(X,Y )− ιY α(X,Y )− ιXα(X,Y ) = DKα(X,Y )− ιXα(X,Y )

である）

Kをコンパクトという仮定から，平均化することでP 上には必ずK不変接続が
定義できる．P 上 h値の接続形式を θ =

∑
θi ⊗Xiとすれば，LY θi = 0（Y ∈ k）

となる接続である．θをK不変接続とする．Yi, Yj ∈ kとして，対応するベクトル
場を Y ∗

i , Y
∗
j とする．このとき．，

0 = (LY ∗
i
θ)(Y ∗

j ) = Y ∗
i θ(Y

∗
j )− θ([Y ∗

i , Y
∗
j ]) = Y ∗

i θ(Y
∗
j ) + θ([Yi, Yj]

∗)

となるので，
Y ∗
i θ(Y

∗
j ) = −θ([Yi, Yj]∗)



13.2. 同変コホモロジー 331

が成立する．また曲率を考えると，

dθ(Y ∗
i , Y

∗
j ) = Y ∗

i θ(Y
∗
j )− Y ∗

j θ(Y
∗
i )− θ([Y ∗

i , Y
∗
j ]) = −θ([Yi, Yj]∗)

[θ ∧ θ](Y ∗
i , Y

∗
2 ) = 2[θ(Y ∗

i ), θ(Yj)
∗]

であるので，
Fθ(Y

∗
i , Y

∗
2 ) = −θ([Yi, Yj]∗) + [θ(Y ∗

i ), θ(Y
∗
j )]

となる．特に，曲率がゼロとなる場合には，

θ : k ∋ Yi 7→ θ(Y ∗
i ) ∈ h

はリー環の準同型を与える．
さて，カルタン作用素を定義しよう．以下は前 subsectionのカルタン作用素の構
成と全く同様にすればよい．異なるのは dをDKに代えることである．ΩH×K(P ) =

(S(h∗)⊗ ΩK(P ))
H 上の作用を

K = −θr∂r, E = xr∂r + θrιXr , R = (DKθ
r)∂r

とする．（接続がK 不変であること，H とK の作用が可換であることから well-

definedである）．

(DKK +KDK)α(Y ) = −dθr∂rα(Y ) + ιY θ
r∂rα(Y )− θr∂r(dα(Y )− ιY α(Y ))

= −dθr∂rα(Y ) + θr∂rdα(Y ) + θr(Y )∂rα(Y )

− θr∂rιY α(Y )− θr∂rdα(Y ) + θr∂rιY α(Y )

= −dθr∂rα(Y ) + θr(Y )∂rα(Y ) = −Rα(Y )

となるのでDKK +KDK = Rが成立する．他も同様にすれば，

DH×KK +DH×KK = E −R

となり，
DH×KQ+QDH×K = I − πU

を得る．よって，コホモロジーレベルでの同型

H∗
H×K(P ) = H∗

K(P )basicH = H∗
K(M)

を得る．
カルタン作用素を具体的に表示するには，曲率を同変曲率に代える．つまり，

Ω̃ = (DKθ) +
1

2
[θ ∧ θ] = dθ − yaιaθ +

1

2
[θ ∧ θ] = Ω− yaθ(Y a) (13.2.1)
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とすれば，カルタン作用素は

Ω∗
H×K(P ) ∋ α 7→ αhor(Ω̃) ∈ Ω∗

K(P )basicH
∼= Ω∗

K(M)

となる．
さらにChern-Weil理論を考える．同変Kな主H束 P → M を考えたとき，H

不変多項式からM 上の同変Kコホモロジーへの写像，

S(h∗)H ∋ α 7→ [α(Ω̃)] ∈ H∗
K(P )basicH

∼= H∗
K(M)

を同変Chern-Weil写像とよび．各不変多項式の像を同変特性類とよぶ．．多項式
変数 xiを 2-form Ω̃iに代える操作なので，Ω̃rの同変次数は 2であるので，Chren-

Weil写像は同変次数を保った写像である．特に，同変特性類の同変次数は偶数で
ある．そして，通常の意味での特性類（ΩはK不変であるので，特性類もK不変）
に対して，同変特性類は同変閉拡張となっている．

EXAMPLE 13.2.9. K が一点に自明に作用しているとき，同変コホモロジーは
自明ではなかった．同様にしてE → Xがベクトル束として自明であっても同変特
性類は消えないことがある．例えば，Gがベクトル空間Eに作用しているとする
（つまり表現）．そして一点上の同変ベクトル束E → {pt}を考える．K不変内積
を入れておき，構造群をU(n)とする．このとき ϕ : K → U(n)という（反）準同
形を得る．実際，(e1, · · · , en)をEのユニタリフレームとすれば，k ∈ Kに対して，

(ke1, · · · , ken) = (e1, · · · , en)ϕ(k)

となる ϕ(k) ∈ U(n)が定まる．このとき，

(e1, · · · , en)ϕ(k2)ϕ(k1) = (k2e1, · · · , k2en)ϕ(k1) = (k1k2e1, · · · , k1k2en) = (e1, · · · , en)ϕ(k1k2)

Y ∈ kに対応するベクトル場は，

Yp =
d

dt
exp(tY )p|t=0 =

d

dt
pϕ(exp tY )|t=0

となる．また接続 θは今の場合には θ( d
dt
p(exp tX)|t=0) = Xで定まるので，

θp(Yp) = θ(
d

dt
pϕ(exp tY )|t=0) = dϕ(Y )

となる．このように，θ(Y ∗) = dϕ(Y )となることがわかる．また，

θ([Y ∗
1 , Y

∗
2 ]) = θ(−[Y1, Y2]∗) = −dϕ([Y1, Y2])
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一方，
[θ(Y ∗

1 ), θ(Y
∗
2 )] = [dϕ(Y1), dϕ(Y2)]

であり，dϕが反準同型であることから，

θ([Y ∗
1 , Y

∗
2 ]) = [θ(Y ∗

1 ), θ(Y
∗
2 )]

となり，曲率がゼロのときに θが k→ u(n)が準同型であるということに矛盾して
いない．
さて，同変 Chren-Weil写像を考えてみる．ϕ : K → U(n)が反準同型であった
ので，

ψ(k) = ϕ(k)−1

とすることで ψ : K → U(n)という準同型を得る．dϕ = −ϕ−1dϕϕ−1であるので，
リー環の写像 dψ : K → U(n)は dψ = −dϕ = −θとなる．

θ(Ya) =
∑

θiaXi

とすれば，
yaθ(Ya) =

∑
(yaθia)Xi

である．また，Ω = ΩiXiとする．このとき，Cartan作用素はxi ∈ u(n)∗をΩi−yaθia
にすればよい．今の場合は曲率ゼロであるので，

xi 7→ −yaθia = (dψ)t(xi)

という写像である．このように，同変Chern-Weil写像は，ψ : K → U(n)から自
然に導かれる．つまり dψ : k→ u(n)に対する，関数の引き戻し写像

S(u(n)∗)U(n) → S(k∗)K = HK(pt)

である（もちろん，可換環の準同型）．そして，ci ∈ S(u(n)∗)U(n)の像がK 同変
特性類となる．

13.2.5 同変コホモロジーとモーメント写像

以上で準備が整ったので，同変コホモロジーをシンプレクティック幾何へ応用し
よう．
多様体MにGが作用しているとする．µをM上の g∗値関数でG同変（µ(gp) =

Ad∗
gµ(p)）とする．つまり

µ ∈ (Ω0(M)⊗ S1(g∗))G
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である．これは µ : g → Ω0(M)と見れることにも注意．またM 上G不変 2-form

ωは
ω ∈ (Ω2(M)⊗ S0(g∗))G = Ω2(M)G ⊗ C

とみなせる．そこで

ω̃ := ω + µ ∈ Ω2
G(M) = (Ω2(M)⊗ S0(g∗))G ⊕ (Ω0(M)⊗ S1(g∗))G

を考える．（つまり ωの同変拡張）．

Proposition 13.2.11. Dω̃ = 0，つまり [ω̃] ∈ H2
G(M)であるための必要十分条件

は dω = 0 かつ ιX∗ω = dµX である．
特にGがシンプレクティック多様体 (M,ω)へシンプレクティック作用している

ときに，M 上の g∗値G同変関数 µがモーメント写像になるための必要十分条件
はDω̃ = 0である（ω̃を同変シンプレクティック形式という）．また，シンプレク
ティック形式ωに対してDω̃ = 0となるような拡張があれば，モーメント写像が存
在することを意味する．

（上の命題の第一の主張は，ωは単なる閉 2-formである．つまり非退化性は仮
定してない）．

Proof.

(Dω̃)(X) = d(ω̃(X))− (ιX∗ω̃)(X)

=d(ω + µX)− (ιX∗ω)

=dω + dµX − ιX∗ω

である．シンプレクティック多様体なら (Dω̃)(X) = dµX − ιX∗ωであるので µが
モーメント写像になるためにはDω̃ = 0が必要十分である．
また ω ∈ Ω2

G(M)であるが，Dω(X) = dω − ιX∗ωであるので，Ω2
G(M)上でD-

closedになるように ω拡張させるには，M上の g∗値G同変関数で dµX = ιX∗ωと
なるものを付け加える必要がある．

このようにGが (M,ω)にシンプレクティックに作用しているとき，シンプレク
ティック形式ωの同変閉拡張（Dω̃ = 0）がハミルトニアンG作用に対応している．

13.2.6 Duistermaat-Heckmanの定理

カルタン作用素を使って，Duistermaat-Heckmanの定理を証明する．
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(M,ω,Tk, µ)をハミルトニアン Tk空間とする．さらに，作用が自由であり，µ
が properと仮定する．作用が自由なら dµは全射である．つまり µ : M → t∗は
submersionとなる．可換群であるので，モーメント写像の Tk同変は，Tk不変を
意味する．よって，

ψ : X =M/Tk → t∗, µ = ψ ◦ π

という写像を得る．また，レベル a ∈ t∗での逆像を

Ma = µ−1(a) = π−1ψ−1(a) ⊂M

として，
Xa = ψ−1(a) ⊂ X

とする．ja : Xa → Xを埋め込みとすれば，次は可換．

Ma
ia−−−→ M

µ−−−→ g∗

πa

y yπ y∼=

Xa
ja−−−→ X

ψ−−−→ g∗

ここで，モーメント写像が properという仮定からMaはコンパクトであり，Xaも
コンパクトとなる．
さて，トーラスの基底をX1, · · · , Xkとして，x1, · · · , xkをその双対基底とする．

µXi = µiとすれば，M の同変シンプレクティック形式は

ω̃ = ω +
∑

µix
i ∈ Ω2

Tk(M)

であり，Dω̃ = 0をみたす．そこで，カルタン作用素を使って，

Ω2
Tk(M) ∋ ω̃ → ν + Ωrψr ∈ Ω2(M/Tk)

という写像を得る．ここで，ΩはMに適当に接続を入れたときの曲率．また，ψXi =

ψiとしている．また，νはX上の 2-formであり，

π∗ν = ωhor

を満たすものである（ωhorはM上の基本微分形式であるので，上のようなν ∈ Ω(X)

は唯一つである）．
さて，シンプレクティック縮約を考えれば，Xa上にはシンプレクティック形式

νaで，π∗
aνa = i∗aωを満たすものが唯一つ存在する．またMa = µ−1(a)に対して，
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ker dµp = (Tp(Tk ·p))ωpが成立していた．そこで，MaにはTkが作用するが，X ∈ g∗

に対して，
ιX∗i∗aω = 0

となる．またLXi
∗
aω = 0であるので，i∗aωは主Tk束Ma → Xa =Ma/Tkに対する

基本微分形式になる．特に，i∗aω = i∗aωhorをえる．
以上から

π∗
aj

∗
aν = i∗aπ

∗ν = i∗aωhor = π∗
aνa

となる．さらに，π∗
aは単射であるので，

j∗aν = νa

が成立する．
c = [ν + ψrΩ

r] ∈ H2(M/Tk)とする．これは [ω̃] ∈ H2
Tk(M)から定まるものであ

る．Xa上のシンプレクティック形式 νaに対して，

[νa] = j∗a[ν] = j∗a(c− ψr[Ωr]) = j∗a(c− ar[Ωr])

を得る．このように，[νa]は aについて線形である．
Xaはコンパクト，向き付け可能であったので，ia : Xa → Xから，

[Xa] ∈ H2(n−k)(X,Z)

というホモロジー類が定まる．このホモロジー類は aについて滑らかに動くので，
Z係数で考えているので，aに依存しない．つまり，ある a0を固定すれば，

[Xa] = [Xa0 ]

が成立する．
Xaのシンプレクティック体積は

1

(n− k)!

∫
Xa

[νa]
n−k =

1

(n− k)!

∫
ja(Xa)⊂X

(c−ar[Ωr])n−k =
1

(n− k)!

∫
Xa0

(c−ar[Ωr])n−k

となるので，aの関数として，n− k次の多項式である．特に，a0 = 0のときを考
えると，

[ν0] = j∗0 [ν] = j∗0(c− [ψrΩ
r]) = j∗0(c)− [j∗0(ψrΩ

r)] = j∗0(c)

であるので，

1

(n− k)!

∫
Xa

[νa]
n−k =

1

(n− k)!

∫
X0

([ν0]− ar[Ωr])n−k
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Theorem 13.2.12 (Duistermatt-Heckman). (M,ω,Tk, µ)をハミルトニアンTk空
間とする．さらに，作用が自由であり，µが properと仮定する．このときXa =

µ−1(a)/Tkのシンプレクティック体積は aの関数として多項式になる．

Remark 13.2.7. 作用が自由でない場合でも，局所自由なら接続が定義できてカルタ
ン作用素が定義できるので，同様の主張が成立する．[Guillemin-Sternberg(equiv)]

の page.23を参照．

以前の形のように書き換えてみよう．(M,ω.Tk, µ)をハミルトニアン Tk空間と
して，Z := µ−1(0)に Tkが自由に作用しているとする（0が正則値とすれば，局
所自由となり，Z/Tkは orbifold）．l ∈ t∗を 0に十分近いとして，

Zl = µ−1(l), Xl = Zl/Tk

とする．このときXlはX := X0と微分同相である．そして，簡約シンプレクティッ
ク形式を ωl, ω := ω0とすれば，上で証明したように

[ωl] := [ω] +
∑

lici

となる．ここで，Z → X は主 Tk = S1 × · · · × S1束であるので，付随した第一
チャーン類を (c1, · · · , ck)としている．つまり，先ほどの曲率 Ωrで表すと，cr =
[−Ωr] = cr．
また，Xlのシンプレクティック体積は，

v(l) =

∫
Xl

exp([ωl]) =

∫
X

exp([ω] +
∑

lici)

となり，最高次がn−k次となる l = (l1, · · · , lk)の多項式である．lα（α = (α1, · · · , αk)）
の係数を求めるには，

(
∂α

∂lα
v)(0) =

1

m!

∫
X

[ω]mcα1
1 · · · c

αk
k ,

|α| = α1 + · · ·+ αk = n− k −m, (0 ≤ m ≤ n− k)

とすればよい．特に，leading term vtop(l)の係数は，

(
∂α

∂lα
v)(0) =

∫
X

cα1
1 · · · c

αk
k , |α| = n− k (13.2.2)

となり，Z → X のチャーン類のみで定まる．場合によっては，この式からX の
コホモロジー環の情報を引き出すことができる．実際，(c1, · · · , ck)がXのコホモ
ロジー環を生成するような場合には，上の式からXのコホモロジー環を決定でき
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る（例えば，flag多様体G/T（T は極大トーラス）の場合やDelzant polyotopeの
場合である）．
そこで，(c1, · · · , ck)がXのコホモロジー環を生成すると仮定する．つまり，

H∗(X) = C[x1, · · · , xk]/(relation)

となっていると仮定する．例えば，relationの一つとして∑
β

aβc
β = 0 0 ≤ |β| ≤ n− k

となる関係式があるとする（|β|は一定）．ポアンカレ双対定理から，

Hp(X)⊗H(n−k)−p(X) ∋ ([α], [β]) 7→
∫
X

α ∧ β ∈ C

は非退化であり，H∗(X)が c1, · · · , ck で生成されることと合わせれば，上の関係
式は， ∑

β

aβc
β+γ = 0, ∀γ such that |β|+ |γ| = n− k

と同値である．そこで，関係式を求めるには，∑
β

aβc
β+γ = 0, ∀γ such that |β|+ |γ| = n− k

となる関係式をすべて求めればよい．(13.2.2)から

∂γ

∂lγ

∑
aβ
∂βvtop
∂lβ

(l) =
∑
β

aβ
∂β+γvtop
∂lβ+γ

(l) =
∑
β

aβ
∂β+γv

∂lβ+γ
(0) =

∫
X

∑
β

aβc
β+γ

となるが，右辺がすべての γ（|β|+ |γ| = n− k）に対してゼロになるには，∑
aβ
∂βvtop
∂lβ

(l) = 0

が必要十分条件である．そこで，

Q(x1, · · · , xn) ∈ ann(vtop) ⊂ C[x1, · · · , xk]

を

Q(
∂

∂l1
, · · · , ∂

∂lk
)vtop(l) = 0

として定義する．もちろん，vtop(l)が分かれば ann(vtop)は求めることができる．
このように，(13.2.2)から，コホモロジー環の関係式を得ることが出来るわけであ
る．以上から
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Theorem 13.2.13. Z → Xのチャーン類を c1, · · · , ckとして，これらがH∗(X,C)
を生成すると仮定する．このとき，H∗(X,C)は次の環と同型

C[x1, · · · , xk]/ann(vtop)

ここで，Q(x1, · · · , xn) ∈ ann(vtop) ⊂ C[x1, · · · , xk]とは，Q( ∂
∂l1
, · · · , ∂

∂lk
)vtop(l) = 0

のこと．

13.3 局所化定理その１

13.3.1 復習：S1-equivariant cohomorogy

今まで述べたことの具体例として，S1同変コホモロジーについて考える．
Mを多様体としてS1が作用していると考える．またその作用に対するベクトル
場をX とする．M 上の S1同変微分形式 Ω∗

S1(M) = (Ω(M) ⊗ S(g∗))S1
を考える．

S1のリー環R上の多項式はxを変数とする多項式環C[x]である．そこで
∑
aI⊗xI

が S1不変であるとは∑
(g−1)∗aI ⊗ Ad∗

g(x
I) =

∑
(g−1)∗aI ⊗ xI =

∑
aI ⊗ xI

であるので．Ω∗
S1(M) = Ω(M)S

1 ⊗C[x]となる．ここでC[x]はBG = CP∞のコホ
モロジー群H∗(CP∞)と同型であることに注意（xの次数は２）．
そこで ΩS1(M) = Ω∗(M)S

1 ⊗ C[x]上に degreeを入れる．xの次数を 2として，
微分形式には普通に次数を入れる．そこで次数 pの元 αは

α =
∑
k=0

ap−2kx
k, ap−2k ∈ Ωp−2k(M)S

1

とかける．また ap−2k ∈ Ωp−2k(M)S
1
は LXap−2k = 0とかける．

さて，(ΩS1(M),∧)に対して

α ∧ β = (−1)degαdeg ββ ∧ α

が成立する．この意味で super可換環である．

Proof. 一般の元はa⊗xkの線形結合である．α = a⊗xk = axkとする．deg a+2k =

degαであったので

(axk) ∧ (bxl) = (−1)deg adeg b(bxl) ∧ (axk)

=(−1)(degα−2k)(deg β−2l)(bxl) ∧ (axk)

=(−1)degα deg β(bxl) ∧ (axk)



340 第 13章 同変コホモロジー・局所化・Duistermatt-Heckman Theorem

この次数付超可換環上に微分作用素を次で定義する

D = d− xιX

つまり α = axkに対して，

Dα = daxk − (ιXa)x
k+1

となる．これは次数１の super微分である．つまり次数１あげる作用素であり，
superライプニッツ則をみたす（普通の微分形式のライプニッツ則のこと）

D(α ∧ β) = Dα ∧ β + (−1)degαα ∧Dβ.

さらに，D2 = 0である．

Proof. まず．Dが次数を１上げる作用素であることは明らか．またライプニッツ
則も微分形式の場合のライプニッツ則から明らか．D2 = 0を証明しよう．axk ∈
Ω∗
S1(M)なので LXa = 0に注意すると，

D2α = D(daxk − ιXaxk+1)

={d(da)xk − ιXdaxk+1} − {dιXaxk+1 − ιXιXaxk+2}
=0− (ιXd+ dιX)ax

k+1 + 0 = −LXaxk+1 = 0

そこで，微分複体を得る

0→ Ω0
S1(M)

D−→ Ω1
S1(M)

D−→ Ω2
S1(M)→ · · ·

（これは無限に続く複体である）．このコホモロジーHk
S1(M) = kerD/im DをM

の S1同変コホモロジーという．α =
∑
ap−2kx

k ∈ Ωp
S1(M)としたときにDα = 0

は
0 =

∑
k=0

dap−2kx
k −

∑
k=0

ιXap−2kx
k+1 =

∑
k=0

(dap−2k − ιXap−2k+2)x
k

であるので，
dap−2k = ιXap−2k+2

が成立する．

EXAMPLE 13.3.1. 一点の S1同変コホモロジーは明らかに C[x]である．ここ
で xの次数は２としているので，H∗

S1(pt) ∼= H∗(BG) = H∗(CP∞)である．また
Ω∗
S1(M)はC[x]加群であるが，

D(g(x)α) = da⊗ g(x)f(x)− ιXa⊗ xg(x)f(x) = g(x)Dα

であるので，H∗
S1(M)もC[x]加群である．
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EXAMPLE 13.3.2. S1がM に自由に作用している場合を考える．このとき π :

M →M/S1は主 S1束である．H∗
S1(M) ∼= H∗(M/S1)を直接的に証明してみよう．

次の写像を定義する．

π∗ : Ω∗(M/S1) ∋ a 7→ π∗a⊗ 1 ∈ Ω∗(M)basic⊗C[x] ⊂ (Ω∗(M))S
1 ⊗C[x] = ΩS1(M)

ここで，basic微分形式は β ∈ Ωp(M)で LXβ = 0, ιXβ = 0となる．このとき

π∗(da) = dπ∗a⊗ 1 = dπ∗a⊗ 1− ιXπ∗a⊗ x = D(π∗α⊗ 1)

となるので，
π∗ : H∗(M/S1) ∋ [a] 7→ [π∗a⊗ 1] ∈ H∗

S1(M)

はwell-definedである．この写像の全単射性を証明する．Xを S1のリー環Rの 1

に対応する基本ベクトル場とする．π : M → M/S1は主 S1束であるので，M 上
接続とは 1-form θでLXθ = 0となり，ιXθ = θ(X) = 1となるものである．さらに
これらの条件から ιXdθ = 0がわかる．
単射性をみたい．π∗aをp+1-formとして，[π∗a⊗1] = 0とする．つまりπ∗a = Dγ

とする．このとき

π∗a =
∑
k=0

dγp−2kx
k −

∑
k=1

ιXγp−2k+2x
k = dγp + (dγp−2 − ιXγp)x+ · · ·

となる．左辺はxの多項式がないので，右辺の定数項以外は零である．よってπ∗a =

dγp = D(γp)（γ ∈ Ω∗
S1(M)）を得るが γpは basicになるとは限らない．もう少し

詳しくみていく．上の条件から

π∗a = dγp

0 = dγp−2 − ιXγp
0 = dγp−4 − ιXγp−2

· · ·{
0 = ιXγ0 p=even

0 = ιXγ1 p=odd

最後の項は basicである．また γ ∈ ΩS1(M)から LXγp−2k = 0となり，ιXπ∗a = 0

から，ιXdγp−2k = 0である．そこで接続 θを用いて，

γ′ = γp + d(θ ∧ γp−2 + θ ∧ dθ ∧ γp−4 + · · ·+ θ ∧ (dθ)k ∧ γp−2k−2 + · · · )
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これは dγ′ = π∗a，LXγ′ = 0をみたす．各項で ιX をとると，

ιXd(θ ∧ (dθ)k ∧ γp−2k−2)

=ιX((dθ)
k+1 ∧ γp−2k−2 − θ ∧ (dθ)k ∧ dγp−2k−2)

=(dθ)k+1 ∧ ιXγp−2k−2 − (dθ)k ∧ dγp−2k−2

=(dθ)k+1 ∧ ιXγp−2k−2 − (dθ)k ∧ ιXγp−2k

であるので，

ιXγ
′ = ιXγp + (dθ ∧ ιXγp−2 − ιXγp) + (dθ2 ∧ ιXγp−4 − dθ ∧ ιXγp−2) + · · · = 0

となる．よって，γ′は basic微分形式であり dγ′ = π∗aを満たす．以上で単射性が
証明できた．
次に全射を証明する．D(

∑
γp−2kx

k) = 0なるものをとってくる．このとき

0 = dγp

0 = dγp−2 − ιXγp
0 = dγp−4 − ιXγp−2

· · ·{
0 = ιXγ0 p=even

0 = ιXγ1 p=odd

をみたす．先ほどと同様の考察により∑
j

(
∑
k

θ ∧ dθk ∧ γp−2k−2j−2)x
j

を考える．これを微分すると

D(
∑
j

(
∑
k

θ ∧ dθk ∧ γp−2k−2j−2)x
j)

=
∑

j=0,k=0

(dθk+1 ∧ γp−2k−2j−2 − θ ∧ dθk ∧ dγp−2k−2j−2)x
j

−
∑

j=0,k=0

(dθk ∧ γp−2k−2j−2 − θ ∧ dθk ∧ ιXγp−2k−2j−2)x
j+1

=
∑

j=0,k=1

dθk ∧ γp−2k−2jx
j −

∑
j=0,k=0

θ ∧ dθk ∧ ιXγp−2k−2jx
j

−
∑

j=1,k=0

dθk ∧ γp−2k−2jx
j +

∑
j=1,k=0

θ ∧ dθk ∧ ιXγp−2k−2jx
j

=
∑
k=1

dθk ∧ γp−2k −
∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ ιXγp−2k −
∑
j=1

γp−2jx
j.



13.3. 局所化定理その１ 343

よって

α :=
∑

γp−2jx
j +D(

∑
j,k

θ ∧ dθk ∧ γp−2k−2j−2)x
j

=γp +
∑
k=1

dθk ∧ γp−2k −
∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ dγp−2k−2

=γp + d(
∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ γp−2k−2)

すれば，dα = 0, LXα = 0, ιXα = 0をみたす．そして [α] = [
∑
γp−2jx

j]である．
よって全射が証明された．
この場合の H∗

S1(M)への多項式作用が H∗(M/S1)上でどうなるか見てみよう．
M 上の p-formで LXa = 0, ιXa = 0, da = 0を満たすものを考える．このとき
x[π∗a⊗ 1] = [π∗a⊗ x]を考える．

π∗ax+D(θ ∧ π∗a) = dθ ∧ π∗a

となる．そこでdθ ∈ H∗(M/S1)であるので，H∗
S1(M)でのxの掛け算はH∗(M/S1)

上では曲率のコホモロジー類 [Fθ]の掛け算に対応する．またべつの接続を選んだと
してもこれは第一チャーン類の掛け算であるので，コホモロジー類は変わらない．

13.3.2 S1作用の局所化定理

M2nをコンパクト向きつき多様体でS1作用があるとする．この固定点の集合を
MS1

として，孤立しているとする．よって固定点は有限個である．α ∈ Ω∗
S1(M)を

同変 2n次閉形式として

α = a2n + a2n−2x+ · · ·+ a0x
n,

する．このとき a2nがM \MS1
で完全形式であることを証明しよう．

まずDα = 0であるので，

0 = da2n

0 = da2n−2 − ιXan
0 = da2n−4 − ιXa2n−2

· · ·
0 = ιXa0
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が成立している．さて，S1がコンパクトなので S1不変なリーマン計量をとって
くる．S1の作用に対する基本ベクトル場をX（1 ∈ g = Rに対応する）とすれば，
MS1

上で，X = 0であるがそれ以外ではゼロでない．そこでM \MS1
上で 1-form

θを

θ(Y ) =
⟨X,Y ⟩
⟨X,X⟩

とする．これはS1不変な1-form（LXθ = 0）であり ιXθ = 1である（これが主S1束
M \MS1 → (M \MS1

)/S1の接続になるものである．しかし一般に (M \MS1
)/S1

は多様体でない．stabilizerは有限群なので orbifoldである）．そこで

γ := a2n + d

n−1∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ a2n−2k−2

を考える．これは ιXγ = 0をみたす 2n-form（体積の関数倍）である（前 subsection

と同様に直接計算すればよい）．x ∈M \MS1
としてXx ̸= 0の双対基底 ξ1として

拡張すれば γx = a(x)ξ1 ∧ ξ2 ∧ · · · ∧ ξ2nとかけるが，ιXγx = 0となるには a(x) = 0

である．よってM \MS1
上で γ = 0である．つまり

a2n = −d
n−1∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ a2n−2k−2

である．よって a2nがM \MS1
で完全形式であることがわかった．

この a2nのM 上で積分を考える．M \MS1
上では closedであったので，ストー

クス公式を使うことができる．∫
M

a2n = − lim
ϵ→0

∫
M−∪pB

p
ϵ

d
n−1∑
k=0

θ∧dθk∧a2n−2k−2 =
∑
p

lim
ϵ→0

∫
Sp
ϵ

n−1∑
k=0

θ∧dθk∧a2n−2k−2

を得る．さらに，固定点 pの座標近傍で，x = 0が pに対応するものをとり，x→
ϵ1/2xと変換する．θ(Y ) = ⟨X,Y ⟩/⟨X,X⟩はこの変換により変化しない（後であ
げる式をみればわかる）．dθ も変化しない．一方で a2n−2k−2 を変換したものを
a2n−2k−2(ϵ)とすれば，∫

Sp
ϵ

n−1∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ a2n−2k−2 =

∫
Sp
1

n−1∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ a2n−2k−2(ϵ)

となる．apはθとちがいM全体で定義されているもであり，ap(ϵ)(x, dx) = ap(ϵx, ϵdx)

で，ϵ→ 0にすれば，a0以外はすべてゼロになり，関数 a0は a0(p)となる．よって

lim
ϵ→0

∫
Sp
1

n−1∑
k=0

θ ∧ dθk ∧ a2n−2k−2(ϵ) =

∫
Sp
1

θ ∧ dθn−1a0(p)
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となる．そこで固定点（孤立していると仮定していた）の近傍で θの様子を調べ
る必要がある．
p ∈ MS1

とする．X を基本ベクトル場とすればXp = 0である．このとき LX :

TpM → TpM を次のようにして得ることができる．v ∈ TpM として vを拡張して
V というベクトル場をつくる．このとき

LXv := [X,V ]p = (∇Xv)p − (∇VX)p = −∇vX

とすればよい（この線形変換は固定点の接空間にのみ定義できる．一般の点の接空
間には定義できない）．この線形写像は可逆である．実際 v ∈ TpMとしてLXv = 0

であるとする．S1不変なリーマン計量を用いて，測地線 expp(sv)を考える．Xは
計量を保存するので，１パラメータ変換群も計量を保存する．よって測地線を測
地線へうつす．ψt(expp(sv)) = expψt(p)(s(ψt)∗v)となる．しかし pが固定点なので
ψt(p) = pであり，LXv = 0から (ψt)∗v = v（リー微分の定義に代入すればわかる）
であるので，expp(sv)は S1の作用で固定される．これは固定点が孤立しているこ
とに矛盾する．よって，LX : TpM → TpM は可逆である．
さて，LXは S1のリー環の作用であり，TpM に表現していることになる．TpM
の（向きつき）正規直交基底を {ei}として，これを正規直交フレームへ拡張して
おく，LXg = 0であるので

0 = {X(g(ẽi, ẽj))− g(LX ẽi, ẽj)− g(ẽi, LX ẽj)}p = −g(LXei, ej)− g(ei, LXej)

つまり LX は交代行列で可逆である．点 pの直交変換で，正規化することにより，
正規直交基底 {ei}で，

LXe2i−1 = λie2i, LXe2i = −λie2i−1

となるものが存在する（このときM の次元が偶数でなければならないことがわか
る．トーラスが作用している多様体において，固定点が孤立しているなら多様体
の次元は偶数）また後で

√
detLX = λ1 · · ·λnを用いるが，detLXは基底のより方

によらないのであった．その意味で上のリーマン計量はなんでもよい．
さて，上の直交基底に対して

TpM ∋ x =
∑

xiei 7→ expp(
∑

xiei) ∈M

という正規座標と考える．Xは計量を不変にするので，1パラメータ変換群 ψtに
対して，ψt(expp(

∑
xiei)) = expp(

∑
xi(ψt)∗ei)が成立する．これを引き戻せば

ψt(x) =
∑

xi(ψt)∗(ei)p
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となり，微分すれば，
∑
xiLXeiであるので，正規座標で，

Xx = λ1(x2∂1 − x1∂2) + · · ·+ λn(x2n∂2n−1 − x2n−1∂2n)

とかけることがわかった．さて，θ = ⟨X,·⟩
⟨X,X⟩ を求めたいが，安易に

⟨X,X⟩ = λ21(x
2
1 + x22) + · · ·+ λn(x

2
2n−1 + x22n)

としてしまっては駄目．これは ∂iが正規直交基底となるのは原点のみであるため
である（計量は正規座標をとってもわからないことに注意）．そこで ⟨X,·⟩

⟨X,X⟩ を求め

ることはあきらめる．われわれが必要とするのはM \MS1
上でLXθ = 0, ιXθ = 1

となるものである．そこで pの近傍で

θ :=
λ−1
1 (x2dx1 − x1dx2) + · · ·+ λ−1

n (x2ndx2n−1 − x2n−1dx2n)

∥x∥2

を考える（globalには接続にならないかもしれない）．これが ιXθ = 1をみたすこ
とはあきらか．また ιX(

∑
xidxi) = ιX(dr

2) = 0もすぐにわかる．そこで，

dθ = −2λ
−1
1 dx1dx2 + · · ·+ λ−1

n dx2n−1dx2n
∥x∥2

− 2r−2d(r2)θ

であるので

ιXdθ = 2

∑
xidxi
|x|2

− 2r−2d(r2) = 0

となり，
LXθ = (ιXd+ dιX)θ = 0

を得る．一の分割においてS1の積分で平均をとれば，S1不変な一の分割をとるこ
とができる．そこで，固定点たちを含む近傍では上のものをとり，それ以外では
θ(Y ) = ⟨X,Y ⟩/⟨X,X⟩をとり，全体へ拡張する．このときLXθ = 0, ιXθ = 1をみ
たす（ただし，固定点で θは発散）．この θを用いれば先ほどと同様の議論ができ，
求めるものは θ ∧ (dθ)n−1である．

dθ = −2λ
−1
1 dx1dx2 + · · ·+ λ−1

n dx2n−1dx2n
∥x∥2

− 2r−2d(r2)θ =: Fr−2 − 2r−2d(r2)θ

とする．d(r2)d(r2) = 0 = θθであるので，

θ ∧ (dθ)n−1 = θ ∧ (r−2n+2F n−1 − 2(n− 1)r−2nd(r2)θF n−2)

= r−2n+2θ ∧ F n−1

= (−2)n−1r−2n(λ−1
1 (x2dx1 − x1dx2) + · · ·+ λ−1

n (x2ndx2n−1 − x2n−1dx2n))

∧ (λ−1
1 dx1dx2 + · · ·+ λ−1

n dx2n−1dx2n)
n−1

= (−2)n−1r−2n(λ1 · · ·λn)−1(n− 1)!(
∑

(−1)ixidx1dx2 · · · d̂xi · · · dx2n)
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そこで 2n次元の半径１の球の体積は πn/n!であるので∫
S1

θdθn−1 =

∫
S1

(−2)n−1(λ1 · · ·λn)−1(n− 1)!(
∑

(−1)ixidx1dx2 · · · d̂xi · · · dx2n)

=

∫
B1

−(−2)n−1(λ1 · · ·λn)−1(n− 1)!2n(dx1dx2 · · · · · · dx2n)

=(−2π)n(λ1 · · ·λn)−1

以上から次の定理を得る．

Theorem 13.3.1 (局所化定理). 偶数次元コンパクト向きつき多様体M 上に S1

が作用しているとする．また固定点は孤立してるとする．
∑
a2n−2kx

kをD-closed

（同変閉形式）とする．このとき∫
M

a2n = (−2π)n
∑

p∈MS1

a0(p)

det1/2(LX)p

ここでLX : TpM → TpMに対してdet(LX)p = λ21 · · ·λ2nとしたとき，det1/2(LX)p =
λ1 · · ·λnとしている．

さらに
∑
a2n−2kx

k ∈ Ω2n
S1(M)としたが xk倍しても同様であり∫

M

a2nx
k = (−2π)n

∑
p∈MS1

a0(p)x
k

det1/2(LX)p

が成立する．α ∈ Ω∗
S1(M)でDα = 0として Y ∈ g = R1とすれば（Xを基底とす

れば Y = cX）， ∫
M

α(Y ) = (−2π)n
∑

p∈MS1

α(Y )(p)

det1/2(LY )p

が成立．ここで α(Y )(p)は関数部分の p ∈M での値である．
より一般の命題をのべておく

Theorem 13.3.2 (局所化定理２). Gをコンパクトリー群として偶数次元コンパ
クト向きつき多様体M に作用しているとする．αを同変閉形式とする．X ∈ gに
対してX∗は孤立したゼロ点しかもたないとする．このとき∫

M

α(X) = (−2π)n
∑

p∈Zero(X∗)

α(X)(p)

det1/2(LX)p
.

ここで右辺の α(X)(p)は α(X)の関数部分の点 p ∈M での値である．
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Proof. X ∈ gを固定したときの話なので，証明はほぼ同じであるが，もっとエレ
ガントな証明を紹介する．X ∈ gに対して，DX = d − ιX とする（G同変外微分
を使わずに，X が生成するリー部分群に対する同変外微分である）．G不変計量
をとって，

θ(Y ) = ⟨X,Y ⟩, Y ∈ X(M)

という 1-form θを考える．このとき，計量がG不変であるので LXθ = 0をみた
す．またDXθ = dθ− |X|2となる．よって，Xのゼロ点以外のところで，DXθは
可逆である．つまり，

1

dθ − |X|2
= − 1

|X|2
1

(1− dθ
|X|2 )

= − 1

|X|2

(
1 +

dθ

|X|2
+

(dθ)2

|X|4
+ · · ·

)
さて，αがD閉形式であるの，

Dα(X) = dα(X)− ιXα(X) = DXα(X) = 0

を満たす．また，

D2
Xθ = ddθ − dιXθ − ιXdθ + ιXιXθ = −LXθ = 0

である．そこで，

DX

(
θ ∧ α(X)

DXθ

)
= (DXθ)

−1∧DX(θ∧α(X))−{(DXθ)
−1D2

Xθ(DXθ)
−1}θ∧α(X) = α(X)

となる（ゼロ点以外で）．この式の最高次数の項を取れば，

α(X)[n] = d

(
θ ∧ α(X)

DXθ

)
[n−1]

となるので，ゼロ点以外のところで α(X)[n]は d完全形式である．
また，Xのゼロ点の近傍で，正規座標を使うと

Xx = λ1(x2∂1 − x1∂2) + · · ·+ λn(x2n∂2n−1 − x2n−1∂2n)

となるのであった．この座標において，

θ′ = λ−1
1 (x2dx1 − x1dx2) + · · ·+ λ−1

n (x2ndx2n−1 − x2n−1dx2n)

とすれば，θ′(X) = ∥x∥2及びLXθ
′ = 0を満たし，DX = dθ′−∥x∥2となる．x = 0

がX のゼロ点に対応するので，ゼロ点以外では可逆であることには変わりない．
そこで，先ほどの θ(Y ) = ⟨X,Y ⟩と，この θ′を一の分割を使って張り合わせたも
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のを改めて θとしても，LXθ = 0は成立しているので，計算は成立することにな
る（一の分割はGで積分することで，G不変としてよい）．そこで，ストークス
の定理により，∫

X

α(X) = −
∑
p

lim
ϵ→0

∫
Sp
ϵ

θ ∧ α(X)

DXθ
=
∑
p

lim
ϵ→0

∫
Sp
ϵ

θ ∧ α(X)

∥x∥2 − dθ

=
∑
p

lim
ϵ→0

∫
Sp
1

θ ∧ αϵ(X)

1− dθ
=
∑
p

α(X)(p)

∫
Sp
1

θ ∧ (1− dθ)−1

=
∑
p

α(X)(p)

∫
Sp
1

θ ∧ (dθ)n−1 =
∑
p

α(X)(p)

∫
Dp

1

(dθ)n

となる．ここで，

dθ = (λ1 · · ·λn)−1(−2)nn!dx1 ∧ · · · ∧ dxn

であり，単位球の体積は πn/n!であるので，定理が証明された．

ベクトル場Xのゼロ点が孤立しないで，ある部分多様体になる場合のバージョ
ンもある．それには，Xの法束の同変オイラー類を使って局所化定理を述べること
ができる．Berline-Vergneの方法でやるなら [Berline-Getzler-Vergne]を参照せよ．
後でAtitah-Bottによる方法は与える．

13.3.3 振動積分とDuistermaat-Heckman定理

局所化定理を使ったDH公式を述べる．さらに，振動積分が exactに展開できる
ことを述べる．
(M,ω,G, µ)というハミルトニアンG空間（M をコンパクト）を考える．この
とき次の関数を考える

g(X) =

∫
m∈M

eiωeiµ
X(m) =

∫
m∈M

in
ωn

n!
eiµ

X(m)

を考える（Gがトーラスの場合はDH多項式のフーリエ変換×inであった）．X ∈ g

としてX∗のゼロ点は孤立していると仮定する．

Theorem 13.3.3 (Duistermaat-Heckman). (M,ω,G, µ)というハミルトニアンG

空間（M をコンパクト）を考え，X ∈ gとしてX∗のゼロ点は孤立していると仮
定する．このとき次が成立する．∫

M

eiµ
X ωn

n!
= (2π)nin

∑
p∈Zero(X∗)

eiµ
X(p)

det1/2(LX)p
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Proof. ω̃ = ω + µ ∈ (Ω2(M) ⊗ S0(g∗))G ⊕ (Ω0(M) ⊗ S1(g∗))Gは同変閉形式であ
る．よって

eiω̃ = eiµeiω

も同変閉形式である（Dはライプニッツ則をみたしたことからわかる）．またX ∈ g

として，eiω̃(X) = eiµ
X
eiωであるので，局所化定理に代入すればよい．よって∫

ineiµ
X ωn

n!
=

∫
M

eiµ
X

eiω = (−2π)n
∑

p∈Zero(X∗)

eiµ
X(p)

det1/2(LX)p

となる．

Remark 13.3.1. i倍は関係ないので，∫
M

eµ
X ωn

n!
= (2π)n

∑
p∈Zero(X∗)

eµ
X(p)

det1/2(LX)p

も成立する．

さて，この DH公式から振動積分の漸近展開が exactに展開できることがわか
る．それについて述べる．まず振動積分の説明をする．詳しく説明すると面倒な
ので，一変数の場合に証明して多変数の場合は概略のみ述べる．（[藤原]（多変数）,

[高崎]（一変数）などを参照）．
まず基本公式は a < 0 < bとして{∫ b

a
eiλx

2
dx ∼

√
π
λ
exp iπ

4
(λ→∞)∫ b

a
e−iλx

2
dx ∼

√
π
λ
exp− iπ

4
(λ→∞)

である．

Proof. ∫ b

a

eiλx
2

dx = λ−1/2

∫ λ1/2b

λ1/2a

eix
2

dx = λ−1/2{
∫ λ1/2b

0

+

∫ −λ1/2a

0

}eix2dx

これを複素積分でかく．eiz
2
を扇形 {z ∈ C|0 ≤ arg z ≤ π/4, |z| ≤ R}上で積分

する．

eiz
2

=


eir

2
dz = dr, 0 ≤ r ≤ R, arg z = 0

eiR
2eiθ dz = iReiθdθ, r = R, 0 ≤ arg z ≤ π/4

eir
2ei

π
2 = e−r

2
dz = ei

π
4 dr, 0 ≤ r ≤ R, arg z = π

4
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この扇形で正則であり，複素積分の向きを考えると，∫ R

0

eix
2

dx+

∫ π/4

0

eiR
2eiθiReiθdθ =

∫ R

0

e−t
2

e
π
4
idt

となる．さらに

|
∫ π/4

0

eiR
2eiθiReiθdθ| ≤

∫ π/4

0

e−R
2 sin θRdθ → 0 (R→∞)

となる．よってガウス積分を使って∫ ∞

0

eix
2

dx = eiπ/4
∫ ∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
eiπ/4

がわかる．よって ∫ b

a

eiλx
2

dx ∼
√
π

λ
eiπ/4 (λ→∞)

もう一つの式も e−iz
2
を下側の扇形 {z ∈ C|0 ≥ arg z ≥ −π/4, |z| ≤ R}上で積分す

れば証明できる．

次に，[a, b]上でC2級の関数 f, gをとってくる．このとき積分∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx

を考える．(この形の積分を振動成分という）

1. f が [a, b]において臨界点をもたないとき∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx =
1

iλ
{ g(b)
f ′(b)

eiλf(b) − g(a)

f ′(a)
eiλf(a)}+O(

1

λ2
) (λ→∞)

2. f が [a, b]において唯一つの臨界点 cをもち，f ′′(c) > 0のとき．∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx =

√
2π

λf ′′(c)
g(c)ei(λf(c)+π/4) +O(

1

λ
) (λ→∞)

3. f が [a, b]において唯一つの臨界点 cをもち，f ′′(c) < 0のとき．∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx =

√
2π

−λf ′′(c)
g(c)ei(λf(c)−π/4) +O(

1

λ
) (λ→∞)
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Proof. まず f が臨界点をもたないときを見てみる．f ′(x) ̸= 0である．よって∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx =

∫ b

a

(
1

iλ
eiλf(x))′

g(x)

f ′(x)
dx

=[
1

iλ
eiλf(x)

g(x)

f ′(x)
]ba −

1

iλ

∫ b

a

eiλf(x)(
g(x)

f ′(x)
)′dx

最後の第２項に対して，同じことを繰り返せば，第二項がO(λ−2)であることがわ
かる．
次に f ′(c) = 0で f ′′(c) > 0の場合（極小）．まず，第一の主張から，臨界点を含

まない区間上ではO(λ−1)である．そこで cの周りだけ考えればよく，それを再び
[a, b]と書いて，[a, b]上で f ′′(x) > 0としてよい．まず

u =

{
−
√
f(x)− f(c) (a ≤ x ≤ c)√

f(x)− f(c) (c ≤ x ≤ b)

と変数変換する．（u = 0が x = cに対応している）．∫ b

a

eiλf(x)g(x)dx = eiλf(c)
∫ β

α

eiλu
2

g(x)
dx

du
du = eiλf(c)

∫ β

α

eiλu
2

ϕ(u)du

そこで ϕ(u) = g(x)dx
du
を調べる．

まず f ′(c) = 0, f ′′(c) > 0なので

u2 = f(x)− f(c) = 1

2
f ′′(c)(x− c)2 + o((x− c)2) = 1

2
f ′′(c)(1 + o(1))(x− c)2

から
u =

√
f ′′(c)/2(1 + o(1))(x− c) (x→ c)

となる．これを xで微分すれば

du/dx =
√
f ′′(c)/2o(x)(x− c) +

√
f ′′(c)/2(1 + o(1)) (x→ c)

となるので du/dx(c) =
√
f ′′(c)/2である．よって dx/du(0) =

√
2/f ′′(c)である．

よって ϕはC2級で ϕ(0) = g(c)
√

2/f ′′(c)となる．そこで以前証明したことから∫ β

α

eiλu
2

ϕ(0)du = ϕ(0)
√
πeiπ/4

√
λ+O(λ−1) (λ→∞)
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また ∫ β

α

eiλu
2

ϕ(u)du− ϕ(0)
∫ β

α

eiλu
2

du

=

∫ β

α

eiλu
2

u
ϕ(u)− ϕ(0)

u
du

=

∫ β

α

(
eiλu

2

2iλ
)′
ϕ(u)− ϕ(0)

u
du

=[
eiλu

2

2iλ
]βα −

1

2iλ

∫ β

α

eiλu
2

(
ϕ(u)− ϕ(0)

u
)′du = O(λ−1)

ここで ϕ(u)はC2であるので ϕ(u)−ϕ(0)
u

はC1級である．実際．u = 0のところが問
題であるが，

lim
u→0

(
ϕ(u)− ϕ(0)

u
)′ = lim

u→0

ϕ′(u)− ϕ(u)−ϕ(0)
u

u
= ϕ′′(0)

となる．
よって

eiλf(c)
∫ β

α

eiλu
2

ϕ(u)du

=eiλf(c)(ϕ(0)
√
πeiπ/4

√
1/λ+O(λ−1))

=eiλf(c)g(c)
√

2π/f ′′(c)eiπ/4
√

1/λ+O(λ−1)

次に多変数の場合について振動積分の概略を述べる．一変数の場合には，上で
みたように ∫ ∞

−∞
eiλx

2

dx =

√
π

|λ|
e

iπ
4
sgnλ

が成立した．多変数の場合にまずQ(x1, · · · , xn)を非退化２次形式として∫
Rn

eiQ(x)dx1 · · · dxn =

√
πn

| detQ|
e

iπ
4
sgnQ

が成立する．また∫
Rn

eitQ(x)dx1 · · · dxn = t−n/2
√

πn

| detQ|
e

iπ
4
sgnQ
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Proof. Q を対角化するように x → Px と変数変換する．このとき簡単のため
a1, · · · , ak > 0, ak+1, · · · an < 0としておく．直交変換であるので | detP | = 1

である． ∫
Rn

eiQ(x)dx1 · · · dxn =

∫
Rn

ei
∑
qix

2
i | detP |dx1 · · · dxn

=
n∏
i=1

∫
R
eiqix

2
i dxi =

∏√
π

|qi|
e

iπ
4
sgnqi

=

√
πn

| detQ|
e

iπ
4
sgnQ

次にQ(x)を一般の関数 f(x)に置き換える．このとき f の臨界点の近傍でモー
スの補題を使えば一変数の場合と同様の議論ができることになる．またQが非退
化ということは f の臨界点でのヘッシアンが非退化ということに対応する．そこ
で，f(x)を臨界点が有限個で，その点でのヘッシアンが非退化であると仮定する
（このような f を非退化とよぶ）．M を多様体として，f(x)を非退化な関数とす
る．また dxを体積要素とする．pを f の臨界点とすれば，Hp = ∇2

pf は TpM 上の
非退化２次形式を与える．TpM = T+

p ⊕T−
p と正の固有空間と負の固有空間に分解

する．
σ(Hp) := dimT+ − dimT−

とする．さらに {ei}iを TpMの基底で ⟨dx, e1∧ · · · ∧ en⟩ = 1となるものとする．こ
のとき

ap(f, dx) :=

√
1

det(Hp(ei, ej)ij)

とすれば，次が成立する．

Proposition 13.3.4 (振動積分の停留位相近似). 上の条件のもとで次が成立する．∫
M

eitf(x)dx = t−n/2(2π)n/2
∑
p∈M0

e
iπ
4
σ(Hp)ap(f, dx)e

itf(p) +O(t−n/2−1) (t→∞).

さて，これをDHの局所化定理の場合に考えてみる．

Theorem 13.3.5. (M,ω)を 2n次元コンパクトシンプレクティック多様体として f

をハミルトン関数．Xfを対応するハミルトンベクトル場とする．さらにXfで生成さ
れるflowが周期的で，Xfのゼロ点は離散的と仮定する．このとき

∫
M
exp(itf)ωn/n!

に対する停留位相近似の error項は消える．つまり∫
M

eitf
ωn

n!
= t−n(2π)n

∑
p∈Zero(Xf )

e
iπ
4
σ(Hp)ap(f,

ωn

n!
)eitf(p)
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Proof. Xf の flowを ϕtとおくと周期的なので ϕt+T = ϕtとなる．そこで

S1 ∋ e2iπt → ϕtT ∈ Symp(M,ω)

とすればこれはS1のシンプレクティック作用である．この作用に対して1 ∈ Lie(S1)

に対する基本ベクトル場は

d

dt
ϕtT (p) = (T ·Xf )p

である．モーメント写像は µ = T · f とすればよい．実際 µ1 = ⟨Tf, 1⟩ = Tf で
あり，

dµ1 = Tdf = TιXf
ω = ιTXf

ω

（Xf が f に対するハミルトンベクトル場であることを用いた）．また f は S1の作
用で不変である（ハミルトニアンはハミルトニアンベクトル場の flowに沿って定
数）．よってハミルトニアン S1作用であることがわかった．
局所化定理において，µ = Tf , X = t

T
· 1 ∈ Lie(S1)に対して使用する．µX = tf

になり，X∗ = tXf となる．∫
M

eitf
ωn

n!
= (2π)nin

∑
p∈M0

eitf(p)

det1/2 Lp(tXf )
= (

2π

t
)nin

∑
p∈M0

eitf(p)

det1/2 Lp(Xf )

となる（ここで df = iXf
ω，ω非退化から，f の臨界点はXf のゼロ点であるので，

局所化定理が使えるのである．Lp(Xf ) = (LXf
)pとしている）

そこで，Lp(Xf )とヘッシアンの関係をみる必要がある．まず，次の公式が成
立する．

Hp(Y, Z) = −ω(Lp(Xf )Y, Z)

これを証明していこう．まず，LZf = ιZιXf
ωであるので

LYLZf = LY ιZιXf
ω

=(ι[Y,Z] + ιZLY )ιXf
ω

=− ω([Y, Z], Xf ) + ιZ(ι[Y,Xf ] + ιXf
LY )ω

=− ω([Y, Z], Xf ) + ω([Y,Xf ], Z) + ιZιXf
LY ω

に点 pでかんがえて，(Xf )p = 0を代入すれば，−ω(Lp(Xf )Y, Z)となる．そこでω

は非退化であり，Lp(Xf )も可逆であったので，Hpは非退化２次形式である．よっ
て f は非退化関数である．つまり停留法の仮定を満たしている（LXf

ω = 0である
のでω(Lp(Xf )Y, Z) = −ω(Y, Lp(Xf )Z) = ω(Lp(Xf )Z, Y )．ヘッシアンが対称であ
ることと矛盾してない）．
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そこで証明すべきことは

det −1/2Lp(Xf ) = i−ne
iπ
4
sgn(Hp)| detHp(ei, ej)|−1/2

である．
局所化定理で pでの向きつき基底 {ei}iを勝手にとってきて det1/2 Lp(Xf )を定義

した．そこで，シンプレクティック基底を取ってくる．シンプレクティック基底は

⟨ω
n

n!
, e1 ∧ e2 ∧ · · · e2n⟩ = 1

をみたす．ωに対して compatibleで S1不変なリーマン計量を持ってくる．つまり
g(u, v) = ω(u, Jv)（J は S1不変な概複素構造）．このときA = Lp(Xf )とすれば
点 pにおいて

g(Av,w) + g(v, Aw) = 0, ω(Av,w) + ω(v, Aw) = 0, JA = AJ

が成立する．よってAは gに関して交代行列かつ概複素構造と可換である．gから
エルミート計量を

h(v, w) = g(v, w) + iω(v, w)

として定義すると，

h(Av,w) = g(Av,w) + iω(Av,w) = −g(v, Aw)− iω(v, Aw) = −h(v, Aw)

となるので，Aは非退化歪エルミート変換である．よってユニタリ変換 P によ
り対角化でき，固有値は純虚数である．P−1AP = (iλ1, · · · , iλn)となる．P ∈
U(n) = O(2n) ∩ Sp(2n,R)であるから，シンプレクティック基底をシンプレク
ティック基底に移す．よってシンプレクティック基底で e1, · · · , e2nでAe2i−1 = λie2i,

Ae2i = −λie2i−1となるものが存在する．よって

Hp(e2i−1, e2j−1) = −Ω(Lp(X)e2i−1, e2j−1) = λiδij

Hp(e2i, e2j) = −Ω(Lp(X)e2i, e2j) = λiδij

Hp(e2i−1, e2j) = 0

となるので， √
1

| detHp(ei, ej)|
= |λ1 · · ·λn|−1

を得る．さらに符号を考える．{λi}iにおいて，正の固有値の数を kとし，非退化
なので負の固有値の数は n− kである．そこで

sgn(H) = 2
n∑
i=1

sgn(λi) = 2(k − (n− k)) = 2(2k − n)
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であるので，

exp(
iπ

4
sgn(H)) = exp(

iπ

2
(2k − n)) = ik(−i)n−k = in(−1)n−k

以上から

det −1/2Lp(Xf ) = (λ1 · · ·λn)−1 = |λ1 · · ·λn|−1(−1)n−k = i−ne
iπ
4
sgn(Hp)

√
1

| detHp(ei, ej)|

が証明できた．

13.4 局所化定理その２
[Guillemin-Sternberg(equiv)]に従って，同変トム形式を使った（Atiyah-Bott流）
局所化定理を述べる．普通のトム形式やオイラー類などについては [Bott-Tu]を参照．

13.4.1 Berezin 積分

フェルミオン積分（またはBerezin積分）について述べる．V を d次元ベクト
ル空間とする．基底を {ψ1, · · · , ψd}とする．また，

vol := ψ1 ∧ · · · ∧ ψd

とする．f ∈ Λ∗(V )を odd-変数 ψの関数とみなして，その積分を∫
f(ψ1, · · · , ψd)dψ = fvol, f =

∑
fIψ

I (13.4.1)

として定義する．つまり，top-termの係数を取り出すことを意味する．odd変数
とは外積代数（フェルミオン）を変数とするものであり，even変数とは通常の座
標（ボゾン）を変数とするものである．これらの用語については super symmetry

の本などを参照してほしい．
また τ1, · · · , τd ∈ V ∗を ψ1, · · · , ψdの双対基底として，ιτi : ΛkV → Λk−1V を考
えると，

ιv(f ∧ g) = ιvf ∧ g + (−1)deg ff ∧ ιvg

であるので，ιτi は superな意味で微分である（superライプニッツ則をみたす）．
そこで，

∂

∂ψi
:= ιτi
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書くことにする．f ∈ Λ∗(V )に対して，ιvf は次数 dの部分がないので，∫
∂

∂ψi
fdψ = 0

を得る．また，(13.4.1)から∫
∂u

∂ψi
vdψ = −(−1)deg u

∫
u
∂v

∂ψi
dψ

が成立する．
さて，変数変換

ψi 7→ ψ̃
∑

aijψ
j

を考えると，
vol 7→ (detA)vol

となる．よって，∫
f(
∑

a1jψ
j, · · · ,

∑
adjψ

j)dψ = detA

∫
f(ψ̃1, · · · , ψ̃d)dψ̃

を得る．一方，普通の積分（ボゾン積分）では，変数を線形変換 y(x) =
∑
aijx

jと
したときに，∫

f(y(x))dx = (detA)−1

∫
f(y(x))|dy

dx
|dx = (detA)−1

∫
f(y)dy

となる．このようにボソン積分とフェルミオン積分では，（線形）変数変換したと
き振る舞いが逆になる．

EXAMPLE 13.4.1. d = 2mとして，q ∈ Λ2(V )とする．これを odd-変数の関数
とみなして，

q = q(ψ1, · · · , ψd) = qijψ
iψj, qij = −qji

を考える．このとき，フェルミオンガウス積分は∫
exp(−1

2
q(ψ1, · · · , ψd))dψ = (detQ)1/2, Q = (qij)

となる．特に，q ∈ Λ2(V ) = o(n)と見れば，∫
exp(−q/2)dψ = Pfaff(q) (13.4.2)

となる．
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Proof. 向きを保つ直交変換（detA = 1）を行って，

Q = diag (λ1J, λ2J, · · · , λmJ), J =

(
0 −1
1 0

)

としてよい．例えば，

q12ψ
1ψ2 + q21ψ

2ψ2 = 2q12ψ
1ψ2 = −2λ1ψ1ψ2

であるので，
−q/2 = λ1ψ

1ψ2 + λ2ψ
3ψ4 + · · ·+ λmψ

2m−1ψ2m

となる．そこで，exp(−q/2)の top-term（次数 2m）は，

(−2)−m 1

m!
qm =

1

m!
m!λ1 · · ·λmψ1 · · ·ψ2 = λ1 · · ·λmvol

となる．よって， ∫
exp(−q/2)dψ = λ1 · · ·λm = (detQ)1/2

となる．

一方，Bosonicガウス積分では，q(x, y) = qijx
ixj（qij = qji）とすれば，∫

V

e−q(x,x)/2dx = (2π)−m| detQ|−1/2

となる．

13.4.2 普遍トム形式

d次元実ベクトル空間 V に向きと内積が入っていた場合には，向きつき正規直
交基底を選べば，（向き内積に付随した）フェルミオン積分が唯一つに定まる．
V には SO(d)が作用しているので，ΩSO(d)(V )という同変微分形式を考えるこ
とが可能である．
リー環 o(d) = Lie(SO(d))の基底を ξ1, · · · , ξnとする（n = d(d− 1)/2）．また ξ

に付随した V の交代変換をMξとする．また，ξaに付随した変換を略してMaと
書こう．
このとき ∑

(Mξψ
i)ψi = −

∑
ψiMξψ

i
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となる．実際，Mξ = (M i
j)とすれば，∑

(Mξψ
i)ψi =

∑
(M i

jψ
j)ψi = −

∑
M j

i ψ
jψi

=−
∑

ψjM j
i ψ

i = −
∑

ψj(Mξψ
j)

となる．
さて，x1, · · · , xnを ξ1, · · · , ξnの双対基底（o(d)∗の基底．または座標）として，

u1, · · · , udを V の ψ1, · · · , ψdに関する双対基底または座標とする．
このとき，

σ := −1

2

∑
u2i +

√
−1ψjduj −

1

2

∑
ψkxaMaψ

k ∈ S(o(d)∗)⊗ Ω∗(V )⊗ Λ∗V

を考える．ここで，xa ∈ S(o(d)∗)であり, ψk ∈ Λ∗(V )（odd変数またはフェルミ
オン）, u2i , duj ∈ Ω∗(V )（even変数またはボソン）である．

Remark 13.4.1. このノートでは，Ω∗(V )⊗ Λ∗(V )において，duiψj = −ψjduiと
しておく．つまり duiψ

j = 1
2
(dui ⊗ ψj − ψj ⊗ dui)の意味である．これが嫌なら

duiψ
j = dui ⊗ ψjとして計算してもかまわない．

上の σを使ってフェルミオン積分∫
expσdψ ∈ S(o(d)∗)⊗ Ω∗(V )

を考える．SO(d)をΛ∗(V )にも作用させることで，σは SO(d)不変であることが
わかる．さらに，これをフェルミオン積分した時∫

expσdψ ∈ Ω∗
SO(d)(V ) = (S(o(d)∗)⊗ Ω∗(V ))SO(d)

となる．

Proof. フェルミオン積分で効いてくるのはψ1∧· · ·∧ψdの部分であるが，その項を

xI ⊗ aIψ1 ∧ · · · ∧ ψd

と書くことにする．σが SO(d)不変なので，この項も SO(d)不変な元である．つ
まり，

(Ad∗
gx)

I ⊗ (g−1)∗aI(gψ
1) ∧ · · · ∧ (gψd) = xI ⊗ aIψ1 ∧ · · · ∧ ψd

を満たす．ここで gψ1 ∧ · · · ∧ gψd = ψ1 ∧ · · · ∧ ψdであるので，

(Ad∗
gx)

I ⊗ (g−1)∗aI = xI ⊗ aI

が成立する．よって
∫
expσdψ ∈ ΩSO(d)(V )となる．
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次に，
∫
expσdψがD閉形式であることを見ていこう．いまの設定で，

D = d−
∑
a

xaιa

である．まず
dσ = −

∑
uidui.

また，ιaduk = Laukであり，SO(d)の V への作用は線形作用であった．Mψi =

M i
jψ

jとすれば，ujへの作用はその双対であるので，

(−xaιa)σ = (−xaιa)(
√
−1ψjduj) = (xaιa)(

√
−1dujψj)

=
√
−1xaLaujψj = −

√
−1xa(Ma)

k
jukψ

j

= −
√
−1xa(Maψ

k)uk

となる．よって，
Dσ = −

∑
uk(duk +

√
−1xaMaψ

k)

を得る．
一方，

∂

∂ψj
(−1

2

∑
ψkxaMaψ

k) = −xaMaψ
j,

∂

∂ψj
(
√
−1ψkduk) =

√
−1duj

となるので，
∂

∂ψj
σ =
√
−1duj − xaMaψ

j

を得る．そこで，

Dσ =

(∑
k

√
−1uk

∂

∂ψk

)
σ

が成立する．
さて，σは S(o(d)∗)⊗ Ω(V )⊗ Λ(V )において次数は偶数であるので，Dのライ
プニッツ束を使って，

D(σk) = kσk−1Dσ

となり，
D(expσ) = (exp σ)Dσ

を得る．
(∑

k

√
−1uk ∂

∂ψk

)
という微分作用に対しても同様であり，

(
∑
k

√
−1uk

∂

∂ψk
)(expσ) = (exp σ)(

∑
k

√
−1uk

∂

∂ψk
)σ
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を得る．よって，

D(expσ) = (
∑
k

√
−1uk

∂

∂ψk
) exp σ

となる．
そこで，

D

∫
expσdψ =

∫
D(expσ)dψ =

∑
k

√
−1uk

∫
∂

∂ψk
(expσ)dψ = 0

を得る．つまり
∫
expσdψはD閉である．

さて，
∫
expσdψの V 上での積分を考える．このとき効いてくるのは du1 · · · dud

である， ∫
expσdψ = e−

∑
u2k/2

∫
exp(
√
−1ψkduk)dψ + (lower term)

となる．そこで，V 上での積分を考えるなら

√
−1d exp(−1

2

∑
u2k)(−1)d(d+1)/2du1 · · · dud

を積分すればよいので，

(−
√
−1)d(−1)d(d−1)/2

∫
V

exp(−1

2

∑
u2k)du1 · · · dud = (−

√
−1)d(−1)d(d−1)/2(2π)d/2 ̸= 0

となる．
d = dimV が偶数の場合を考える．

j : {0} → V

を自然な埋め込み（零切断）とする．これは SO(d)同変な埋め込みである．また，

ν :=

√
−1d

(−1)d(d−1)/2(2π)d/2

∫
expσdψ

として，j∗νを考えると，uj, dujは零とみなすことになる．そして，q =
∑
ψkxaMaψ

k

として，(13.4.2)を適用すれば，不変多項式

j∗ν = (2π)−d/2Pfaff(xaMa) ∈ ΩSO(d)(pt) = S(o(d)∗)SO(d)

を得る．つまり，((2π)d/2j∗ν) ∈ S(o(d)∗)SO(d)はオイラー類を与える不変多項式で
ある．
以上から次を得る（by Mathai-Quillen）
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Theorem 13.4.1 (普遍トム形式). 次を普遍トム形式とよぶ．

ν :=

√
−1d

(−1)d(d−1)/2(2π)d/2

∫
expσdψ

これは，ν ∈ Ω∗
SO(d)(V )かつD閉である．そして，

∫
V
ν = 1を満たす．

また，d = dimV が偶数のとき j : {0} → V に対して，

j∗ν = (2π)−d/2Pfaff(xaMa) ∈ S(o(d)∗)SO(d)

が成立する．ここでPfaff(xaMa) ∈ S(o(d)∗)SO(d)はオイラー類を与える不変多項式．

上で構成した普遍トム形式は，u→∞の時に急減少しているが，コンパクトサ
ポートを持つわけではない．コンパクトサポートを持つようにするには次のよう
にスケール変換すればよい．
B = {(u1, · · · , ud) ∈ V |

∑
u2i ≤ 1} ⊂ V とする．つまり単位開球体である．こ

のとき SO(d)同変微分同相

ρ : B ∋ u 7→ 1

1− ∥u∥2
u ∈ V

を考える．

ρ∗(e−
1
2
∥u∥2) = e

− ∥u∥2

2(1−∥u∥2)2

であり，∥u∥ → 1のとき急減少している．
そこで ρ∗νを考えて，これをBの外で零拡張すれば，コンパクトサポートをも
つ ν0を得る．また ρがSO(d)同変であることから，ν0はD閉である．また，V 上
の積分は 1となる．
後で，この普遍トム形式 ν0を使って，同変法束に対するトム形式を構成する．

13.4.3 ファイバー積分

ファイバー束 π : Y → X を考える．dimY = m, dimX = nとして，k :=

m− n ≥ 0とする（kはファイバーの次元）．

Definition 13.4.1 (ファイバー積分). Ωl(Y )0をコンパクトサポートをもつ微分形
式とする．各 l ≥ kに対して，

π∗ : Ω
l(Y )0 → Ωl−k(X)0

という写像で， ∫
Y

π∗β ∧ µ =

∫
X

β ∧ π∗µ, ∀β ∈ Ωm−l(X)0

となるものが唯一つ存在．この π∗をファイバー積分とよぶ．
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存在すれば唯一つであることを証明しておこう．π∗, π′
∗で上を満たすものがある

とすると， ∫
Y

π∗β ∧ µ =

∫
X

β ∧ π∗µ =

∫
X

β ∧ π′
∗µ

となる．つまり ∫
X

β ∧ (π∗µ− π′
∗µ) = 0, β ∈ Ωm−l(X)0

βが任意であることから (π∗µ− π′
∗µ) = 0となる．

ファイバー積分の存在は，局所座標で書いて，一の分割で張り合わせればよい．
実際，ファイバー束を局所座標で書いて，

（x1, · · · , xn, t1, · · · , tk) ∈ Y

として，
µ = fI(x, t)dx

I ∧ dt1 ∧ · · · ∧ dtk + · · ·

としたときに，

π∗µ =

(∫
fI(x, t)dt

1 · · · dtk
)
dxI

とすればよい．

Lemma 13.4.2. ファイバー積分は外微分と可換．つまり，

dπ∗ = π∗d

が成立．特に，
π∗ : H

l(Y )0 → H l−k(X)0

は well-definedである．

Proof. µ ∈ Ωl−1(Y )0, β ∈ Ωm−l(X)0とする．このとき，∫
X

β ∧ π∗dµ =

∫
Y

π∗β ∧ dµ

=(−1)m−l−1

∫
Y

π∗dβ ∧ µ （ストークス）

=(−1)m−l−1

∫
X

dβ ∧ π∗µ =

∫
X

β ∧ dπ∗µ

となる．そこで，ファイバー積分の一意性から dπ∗ = π∗dがわかる．
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Lemma 13.4.3. ϕ : Y → Y , ψ : X → X を（向きを保つ）微分同相として，
π ◦ ϕ = ψ ◦ πが成立してるとする．このとき．

π∗ ◦ ϕ∗ = ψ∗ ◦ π∗

が成立する．（π ◦ ϕ = ψ ◦ πを π関係とよぶ）．

Proof. 一般に，向きを保つ微分同相 ϕ : X → Xに対して，∫
X

ϕ∗α =

∫
ϕ(X)

α =

∫
X

α

が成立する．そこで，∫
Y

π∗β ∧ (ϕ−1)∗µ =

∫
Y

ϕ∗π∗β ∧ µ =

∫
Y

π∗ψ∗β ∧ µ

=

∫
X

ψ∗β ∧ π∗µ =

∫
X

β ∧ (ψ−1)∗π∗µ

となる．よって，ファイバー積分の定義から，

π∗(ϕ
−1)∗µ = (ψ−1)∗π∗µ

が成立する．

そこで ϕt, ψtが π ◦ ϕt = ψt ◦ πを満たす１パラメータ変換群として，対応するベ
クトル場を V,W とする．このとき

dπy(Vy) = Wπ(y)

を満たす．つまり π関係 dπ(V ) = W が成立する．そこで上の補題の無限小版を書
けば，π関係ベクトル場 V on Y , X on W に対して

π∗ ◦ LV = LW ◦ π∗

が成立する．

Lemma 13.4.4. π関係ベクトル場 V on Y , W on Xに対して，

π∗ιV = ιWπ∗

が成立する．
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Proof. β ∈ Ωm−l+1(X)0とすれば，∫
X

β ∧ π∗(ιV µ) =
∫
Y

π∗β ∧ ιV µ

となる．π∗β ∧ µはm+ 1形式であるので，π∗β ∧ µ = 0である．そこで，∫
X

β ∧ π∗(ιV µ) =
∫
Y

π∗β ∧ ιV µ

=(−1)m−l
∫
Y

ιV π
∗β ∧ µ

=(−1)m−l
∫
Y

π∗ιWβ ∧ µ

=(−1)m−l
∫
X

ιWβ ∧ π∗µ

=

∫
X

β ∧ ιWπ∗µ

となる．最後のところで β ∧ π∗µ = 0（n+ 1形式）を用いた．

EXAMPLE 13.4.2. π : Y → XがK同変となる場合を考える．K同変コホモロ
ジーを考えたとき，

π∗D = Dπ∗

が成立する．ちゃんと書いてみる．f ∈ Ω∗
K(Y )0とする．f : k ∋ ξ 7→ f(ξ) ∈ Ω∗(Y )0

はK同変で多項式的なものである．このとき π∗(f)を

(π∗f)(ξ) = π∗(f(ξ))

として定義すれば，

(Dπ∗f)(ξ) =dπ∗f(ξ)− ιξ(π∗f)(ξ)
=π∗df(ξ)− (π∗ιξf)(ξ)

=(π∗Df)(ξ)

となる．以上から，
π∗ : H

∗
K(Y )0 → H∗

K(X)0

はwell-definedとなる．

Ω∗(X)0はΩ∗(X)加群である．π∗ : Ω∗(Y )→ Ω∗(X)を使えば，Ω∗(Y )0がΩ∗(X)

加群になる．このとき π∗ : Ω∗(Y )0 → Ω∗(X)0は Ω∗(X)加群としての準同形にな
る．つまり，いわゆる射影公式

π∗(π
∗β ∧ µ) = β ∧ π∗µ ∀β ∈ Ωr(X)

が成立する．
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Proof. α ∈ Ωm−r−l(X)とすれば，∫
X

α ∧ π∗(π∗β ∧ µ) =
∫
Y

(π∗α ∧ π∗β) ∧ µ

=

∫
Y

π∗(α ∧ β) ∧ µ

=

∫
X

(α ∧ β) ∧ π∗µ

=

∫
X

α ∧ (β ∧ π∗µ)

13.4.4 トム形式

位相幾何でのトム形式を復習しておく．Xを向きつきコンパクト多様体で，π :

E → Xを向きつきで rankが dのベクトル束とする．また，i : X → Eを零切断埋
め込みとする．このとき νがトム形式とは，τ ∈ Hd

cv(E)（ファイバー方向にコン
パクトサポートをもつもの）であり，ファイバー積分したときに π∗τ = 1となるも
のである．つまり，各ファイバーにおいてHd

c (Rd)の生成元を与えるものである．
トム形式の基本的な性質をいくつか述べよう．
ファイバー積分を考えると，

π∗ : H
∗
cv(E)→ H∗−d(X)

は同型写像になる．射影公式から

π∗(π
∗α ∧ τ) = α ∧ π∗τ = α

となるので，コホモロジーレベルで π∗の逆写像は F (·) := π∗(·) ∧ τ である．た
だし，F ◦ π∗ = idとなることはホモトピー公式を使う必要がある（easy．詳細は
[Bott-Tu]，[Berline-Getzler-Vergne]）．また，このことからトム形式はHd

cv(E)の
元として一意的に定まる．

Proof. τ ′を π∗τ
′ = 1となるものとする．このとき

π∗(π
∗ω ∧ τ ′) = ω ∧ π∗τ ′ = ω

が成立する．F と同様にして，F ′ = π∗(·)∧τ ′がπ∗の逆写像を与えることがわかる．
つまり F = F ′（コホモロジーレベルで）である．そして τ ′ = F ′(1) = F (1) = τ

（in H∗
cv(E)）を得る．
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また，任意の閉微分形式 β ∈ Ω∗(E)に対して，∫
E

β ∧ τ =

∫
X

i∗β

が成立する．これは零切断 i(X)のEにおけるポアンカレ双対がトム形式であるこ
とを意味する．

Proof. X は Eの変形レトラクトであり idE と i ◦ πはホモトピックである．よっ
て，[β] = [π∗i∗β]となるので，β = π∗i∗β + dγとなる．τ がコンパクトサポートを
もち閉形式であることから，∫

E

β ∧ τ =

∫
E

π∗i∗β ∧ τ +
∫
E

dγ ∧ τ

=

∫
E

π∗i∗β ∧ τ =

∫
X

i∗β ∧ π∗τ =

∫
X

i∗β

Zを向きつき多様体として，X → Zを埋め込みとする．X の法束N と管状近
傍Uを同一視しておく．N = Uのトム形式を零で拡張することによりZ上の微分
形式とみなせる．このとき，上で述べたことから，∫

Z

β ∧ τ =

∫
X

i∗β

が成立する．つまり τ はXのZにおけるポアンカレ双対である．また，このこと
からX のポアンカレ双対は，サポートがX の管状近傍に入るようにすることが
可能．
さて，普遍トム形式を使って，E → Xに対するトム形式を構成し，トム形式の

Xへの引き戻しがEのオイラー形式であることを証明する．これはオイラー形式
の一つの定義であるのだが，我々はオイラー形式を不変多項式から定義している
ので，それらが一致することを確かめたい．
Xを向きつきコンパクト多様体で，π : E → Xを向きつきで rankが dのベクト

ル束とする．Eにファイバー内積をいれておき，向きつき正規直交フレームが作
る主 SO(d)束P → Xを考える．SO(d)の作用は，e = (e1, · · · , ed) ∈ Pxとしたと
きに，

g · e = (e1, · · · , ed)g−1

とする（左作用にするために g−1で作用させている）．また，V を SO(d)の自然
表現のベクトル空間とする．この作用は a = (a1, · · · , ad)t ∈ V に対して，gaとす
る．このとき P ×SO(d) V = Eとなるのであった．同値関係は

[(x, e), a] = [g(x, e), ga] = [(x, eg−1), ga]
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として入れている．
さて，pr2 : P × V → V は SO(d)同変写像であるので，

pr∗2 : Ω
∗
SO(d)(V )→ Ω∗

SO(d)(P × V )

を得る．V 上でコンパクトサポートをもつ普遍トム形式 ν0 を考える．pr∗2ν0 ∈
Ω∗
SO(d)(P × V )でありD閉形式である．
また

p : P × V ∋ ((x, e), a) 7→ (x, a1e1 + · · ·+ aded) ∈ E

を考える．g ∈ SO(d)の作用を考えると，

g((x, e), a) = ((x, eg−1), ga)

であるので，

p(((x, eg−1), ga) = (x, (e1, · · · , ed)gtg

a1...
ad

) = (x, a1e1 + · · ·+ aded) = p((x, e), a)

となる．つまり p : P × V → Eは主 SO(d)束である．よってカルタン作用素

κ : Ω∗
SO(d)(P × V )→ Ω∗(P × V )basic ∼= Ω∗(E)

を得る．このとき
τ := κ(pr∗2ν0)

とする．pr∗2(ν0)がD閉形式であるので，τ は d閉形式である．この τ がE → X

に対するトム形式となる．以下で，トム形式となることを証明していこう．まず，
次は可換である．

P
pr1←−−− P × V pr2−−−→ V

SO(d)

yp p

ySO(d)

X
π←−−− E

この図式の局所自明化版は

U × SO(d) pr1←−−− U × SO(d)× V pr2−−−→ V

SO(d)

yp p

ySO(d)

U
π←−−− U × V

となる．ν0が V 上でコンパクトサポートを持っていたので，τ がファイバー方向
にコンパクトサポートをもつことがわかる．つまり [τ ] ∈ Hn

cv(E)となる．そこで



370 第 13章 同変コホモロジー・局所化・Duistermatt-Heckman Theorem

π∗τ = 1を証明する．一点 x ∈ XでのファイバーExでファイバー積分したとき 1

になることを証明すれば十分である．そこで，x0 ∈ X, P0 = π−1(x0), E0 = E|x0
とする．そして主 SO(d)束

P0 → x0, P0 × V → E0

を考える．このとき，自明な接続を入れておいて，カルタン作用素を

κ0 : Ω
∗
SO(d)(P0 × V )→ Ω∗(E0)

として，τ0 = κ0(pr
∗
2ν0)とする．主束

P0 × V → E0, (P0
∼= SO(d), V ∼= E0)

において，自明接続を入れているので，曲率は消える．ξiを o(d)の基底として，xi

を双対基底とする．ΩSO(d)(P0 × V )の元を β = βIx
I とかく．カルタン作用素の定

義から xiを曲率形式 µiに変えて，水平部分をとればよい．しかし，曲率が零であ
るので，カルタン作用素は定数項を与える写像

β = βIx
I → β0

である．よって τ0は「ν0の x多項式としての定数項」を拾えばよい．そこで，

V = {p} × V → P0 × V → E0

によって V ∼= E0とみなせばE0上でも ν0とおもってよく，ν0(x = 0)をE0上で積
分すれば 1となる（κを制限した κ0は自明な接続でないかもしれないが，コホモ
ロジーレベルで考えているので問題はない）．
次に，i : X → E，j : P → P × V を零切断埋め込みとすれば，次は主 SO(d)束

としての可換図式である．

P
j−−−→ P × V pr2−−−→ V

SO(d)

yp p

ySO(d)

X
i−−−→ E

よって，可換図式

Ω∗
SO(d)(P )

j∗←−−− Ω∗
SO(d)(P × V )

pr∗2←−−− Ω∗
SO(d)(V )

∼=
yκ κ

y∼=

Ω∗(X)
i∗←−−− Ω∗(E)
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を得る（P×V → Eの接続からP → Xの接続を導入しておく）．トム形式 τを零切
断でX上へ引き戻した i∗τ ∈ Hn(X)を考える．可換図式から，i∗τ = κ(j∗(pr∗2ν0))

となる．j∗(pr∗2ν0)は ν0において ui, duiを零とみなすものであり，

j∗(pr∗2ν0) = (2π)−d/2Pfaff(xaMa) ∈ S(o(d)∗) ⊂ Ω∗
SO(d)(P )

となる．つまり主束 P → X のオイラー類（よって E → X のオイラー類）を与
える不変多項式である．そして，今の場合には，κはChren-Weil写像であるので，
κ(j∗(pr∗2ν0))はオイラー類となる．

Proposition 13.4.5. E → X を向きつきベクトル束として τ をトム形式とする．
トム形式の i : X → Eの零切断による引き戻しはEのオイラー類を与える．

次の二つの remarkは [Bott-Tu]を参照．

Remark 13.4.2. π∗e(E)はトム形式にはならない．ただし，π∗e(E) = τ（inH∗(E)，
not in H∗

cv(E)）はいえる

Remark 13.4.3. E → Xを向きつきベクトル束とする．零切断と横断的な切断を
考える．このとき切断の零点集合はXの部分多様体になるが，そのポアンカレ双
対がオイラー類 e(E)となる．（特に，接束を考えるとベクトル場の零点とX のオ
イラー数との関係を与える）．

同変コホモロジーやカルタン作用素を使わずに，もう少し直接的にトム形式を
構成する方法は [Berline-Getzler-Vergne]を見よ（本質は同じである）．

13.4.5 同変法束と同変トム形式

Zを向きつきd次元多様体としてKが作用しているとする（向きを保って）．Xを
コンパクトn = d−k次元向きつき部分多様体として，Kの作用で不変（k(X) = X

for all k ∈ K）として，i : X → Z を埋め込みとする．また，N = NX を法束
（rank k）とする．このとき，Z,Xの向きからN にも向きが入る．また，同変管
状近傍定理から，Xに対するK不変な管状近傍 U ⊂ ZとK同変微分同相

γ : N → U, γ ◦ i0 = i

が存在する．ここで i0は零切断埋め込み．
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Z

X γU

N
X

X

i0
i

Kをコンパクトとして，N へK不変ファイバー内積を入れておく．この内積に
関する向きつき正規直交フレームの束（主 SO(k)束）を P → Xをとする．つま
り点 x ∈ X上のファイバーは

Px = {e = (e1, · · · , ek)|ei ∈ Nx, (ei, ej) = δij}

である．さて，

K × P ∋ (g, (x, e)) 7→ (gx, (ge1, · · · , gek)) ∈ P

により K の作用を定義する．N の内積が K 不変であるので，この作用は well-

definedであり，P → XはK同変写像となる．
また，V = Rkとして，N = P ×SO(k) V となる．そこで，

P × V ∋ ((x, e), a) 7→ (x, a1e1 + · · ·+ akek) ∈ N

とすれば，これはN 上の主 SO(k)束であり，(x, v) ∈ N のファイバーは

{((x, e), a)|a1e1 + · · ·+ akek = v}

となる．K の V への作用を自明作用とすれば，射影 P × V → N はK 同変であ
る．実際，

π(g((x, e), a)) = π((gx, ge), a) = (gx, a1ge1 + · · · akgek) = g(x, a1e1 + · · ·+ akek)
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となる．また，SO(k)の作用とKの作用は可換である．よって，K同変微分同相
P ×SO(k) V ∼= N を得る．
そこで，主 SO(k)束P → X及び主 SO(k)束P × V → N にK不変接続を入れ
て，カルタン作用素

κN : ΩSO(k)×K(P × V )0 → ΩK(N)0

κX : ΩSO(k)×K(P )→ ΩK(X)

を得る．このカルタン作用素により，DSO(k)×K閉形式はDK閉形式にうつる（sec-

tion 13.2.4を参照）．
またΩSO(k)×K(V )を考えると，Kは V に自明に作用しているので，

ΩSO(k)×K(V )0 = ΩSO(k)(V )0 ⊗ S(k∗)K

となる．特に，

ΩSO(k)(V )0 ∋ β 7→ β ⊗ 1 ∈ ΩSO(k)(V )0 ⊗ S(k∗)K = ΩSO(k)×K(V )0

という埋め込みを得る．
さて，同変トム形式を構成しよう．以前作ったコンパクトサポートを持つ普遍
トム形式 ν0を考える．ν0 ∈ ΩSO(k)(V )0でDSO(k)閉形式である．そこで，

ν0 ⊗ 1 ∈ ΩSO(k)×K(V )0

とすれば，DSO(k)×K 閉形式である（K は自明に作用しているのでXi ∈ kに対す
る基本ベクトル場は零である）．

pr2 : P × V → V, pr∗2 : ΩSO(k)×K(V )0 → ΩSO(k)×K(P × V )0

（pr2は SO(k)×K同変写像）として，

τ := κN(pr
∗
2(ν0 ⊗ 1)) ∈ ΩK(N)0

を考える．pr∗2(ν0 ⊗ 1)はΩSO(k)×K(P × V )0の元でありDSO(k)×K 閉である．よっ
て，τ はΩK(N)0においてDK 閉形式である．
実は [τ ] ∈ HK(N)0 が同変トム形式である（X はコンパクトとしているので，

fiber方向にコンパクトサポートをもつなら，全体でコンパクトサポートをもつ）．
以下で π∗τ = 1となることを証明する．これがわかれば τ はトム形式である．
そこで，π∗τ = 1となることを証明しよう．K = {e}の場合は既に証明した．こ
こでK同変版を考える．ξiを o(k)の基底として，xiを双対基底とすれば，

ν0 = (ν0)Ix
I
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とかける．このとき

τ = κN(pr
∗
2(ν0 ⊗ 1)) = pr∗2((ν0)I)horµ̃

I

となる．ここで µ̃は同変曲率形式である（つまり，dの代わりにDKを使って計算
した SO(k)に対する曲率）．さて，同変特性類のところで見たように，

µ̃a = µa − ϕa

となる．ここでµaは普通の曲率形式であり，ϕa ∈ k∗⊗Ω0(P )（see (13.2.1)）．よっ
て，同変でない場合のトム形式を τ0と書けば

τ = τ0 + τj ⊗ pj

とかける．ここで τj ∈ Ωk−2j(N)0，pj ∈ Sj(k∗)．これをファイバー積分した場合に
は，τj ⊗ pjはファイバーの次元より微分形式の次数が低いので π∗τj ⊗ pj = 0とな
る．よって π∗τ = 1となる．
また，同変トム形式をゼロ切断 i0 : X → N（または i : X →M）で引き戻した

ものがN の同変オイラー類である．実際，

i∗0κN(pr
∗
2(ν0 ⊗ 1)) = κX(j

∗pr∗2(ν0 ⊗ 1)))

となるが，詳しく見てみる．まず，

pr∗2 : ΩSO(k)×K(V )0 → ΩSO(k)×K(P×V )0, j∗ : ΩSO(k)×K(P×V )0 → ΩSO(k)×K(P )

であったので，

(2π)−k/2Pfaff(xaMa) = j∗pr∗2(ν0⊗1) ∈ S(o(k)∗)SO(k) = S(o(k)∗)SO(k)×K ⊂ ΩSO(k)×K(P )

となる．また，κX は

κX : ΩSO(k)×K(P ) ∋ α 7→ αhol(Ω̃) ∈ ΩK(P )basic ∼= ΩK(X)

であるが，今の場合には，(2π)−k/2Pfaff(Ω̃aMa)となり，同変オイラー類 e(N)を
与える．

13.4.6 局所化定理へ

Gをコンパクトリー群として，d次元コンパクト向きつけ多様体M に，向きを
保存して作用するとする．Xを固定点集合MGのある連結成分として，Xに向き
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が入るとする．i : X →M を埋め込みとして，π : U → Xを同変管状近傍とする．
τ ∈ ΩG(U)0を同変トム形式とすれば，

i∗[τ ] = e(N)

となる（Nのランクを kとする）．ここで e(N) ∈ Ω∗
G(X)は同変オイラー類である．

X は U の（G作用込で）変形レトラクトなので，任意のD閉形式 µ ∈ ΩG(M)

の U への制限と π∗i∗µに対して，[µ] = [π∗i∗µ] ∈ H∗
G(U)となる．よって，∫

U

µ ∧ τ =

∫
U

π∗i∗µ ∧ τ =

∫
X

i∗µ ∧ π∗τ =

∫
X

i∗µ

となる（see Example 13.4.2）．また，µ ∈ H∗
G(U)0とすれば，∫

X

i∗µ =

∫
U

µ ∧ τ =

∫
U

µ ∧ π∗i∗τ =

∫
U

µ ∧ π∗e(N)

となる．Xの余次元が奇数なら e(N) = 0となるので，
∫
X
i∗µ = 0となる．そこで，

余次元が偶数とする．このとき，上の式を書き換えると∫
X

i∗µ =

∫
U

π∗e(N) ∧ µ

となる．

Remark 13.4.4.
∫
X
i∗µ =

∫
U
µ ∧ τ から，通常の場合のように，τ はX のポアン

カレ双対であると言う．しかし，G不変部分多様体に対して，この性質で定まる
コホモロジーが生成する S(g∗)加群は，HG(M)より小さくなるので，双対という
言葉は本当はよくない．

Xは固定点なので，GはXに自明に作用する．そこで，

H∗
G(X) = S(g∗)G ⊗H∗(X)

となるので，rank(N) = k = 2mとすれば

e(N) = fm + fm−1α1 + · · ·+ αm, fi ∈ Si(g∗)G, αi ∈ Ω2i(X)

とかける（同変オイラー形式の同変次数は 2m）．fm ̸= 0と仮定して，

e(N) = fm(1−
α

fm
), α := −(fm−1α1 + · · ·+ αm) = −e(N) + fm

とかける．両辺で（形式的に）逆を取れば

1

e(N)
=

1

fm

(
1 +

α

fm
+
α2

f 2
m

+ · · ·+ αq−1

f q−1
m

)
(13.4.3)
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となる．ここで q − 1は 1
2
dimX 以下の最大の数である（αq−1

1 ∈ Ω2q−2(X)）．こ
の両辺に f qmをかけて，

β(N) := f q−1
m + f q−2

m α + · · ·+ αq−1 ∈ Ω∗
G(X)

とする．DGe(N) = 0であるので，

0 = DG(e(N)) = DG(fm − α) = DGfm −DGα = −DGα

つまりDGα = 0を得る．そしてライプニッツ束からDGβ(N) = 0となる．そして，

e(N)β(N) = f qm

となる．
よって， ∫

X

i∗µ =

∫
U

π∗e(N) ∧ µ

において µを π∗β(N) ∧ µを置き換えれば，∫
X

β(N) ∧ i∗µ = f qm

∫
U

µ

が成立する．このように U 上の任意のD閉微分形式の積分はX 上の積分となる
わけである．
上の式を書き直せば，局所化定理へ繋がる公式∫

U

µ =

∫
X

i∗µ

e(N)
(13.4.4)

を得る．右辺を見ると 1/e(N)は (13.4.3)の意味で書いているので，
∫
X

i∗µ
e(N)
は，

q

f rm
, q ∈ S(g∗)G

と有理式でかけることをがわかる．一方，左辺は S(g∗)Gと多項式になるので，か
なりの打ち消しあい（約分）が起こっていることになる．
さて，我々は fm ̸= 0を仮定した．これが成立するための条件を考える．x0 ∈ X

を固定して，N0 = N |x0 とする，GはM,X の向きを保存したので，N の向きも
保存して作用する．Gがコンパクトより，Gの作用で保存される内積をいれてお
けば，

G→ SO(N0) = SO(2m)
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を得る（see Example 13.2.9）．よって，可換環の準同形

h : S(o(2m)∗)SO(2m) → S(g∗)G

を得る．j0 : {x0} → Xとすれば，N0 = j∗0N であり，

fm = j∗0e(N) = e(N0) = (2π)−mh(Pfaff)

となる．ここで Pfaffはオイラー形式を与える不変多項式である．
さて，Gのある極大トーラス T を固定しよう．g ∈ Gに対して，ある h ∈ Gが
存在して h−1gh ∈ T とできるのであった．また不変多項式は随伴作用で不変であ
るので，不変多項式は t∗への制限で完全に決定される．そこで，h(Pfaff)の

λ : S(g∗)→ S(t∗)

による像を計算しよう．
N0へのトーラス作用を考える．これは線形作用であるのでweight分解する．そ
こで，N0

∼= Cmとして，作用が

(exp ξ)v = (eil1(ξ)z1, · · · , eilm(ξ)zm)

となるとしよう．このとき

λ ◦ h(Pfaff) = l1 · · · lm

となる．（これは前 subsetctionの det1/2(LX)である）

Proof. これはいわゆる分解原理である．C = R2の場合には，第一チャーン類とオ
イラー類は一致した．一般にE ⊕ F のオイラー類が e(E)e(F )となるので，Cnを
1次元部分空間に分解した場合に上の式が成立する．
または，

u(1) ∋
√
−1l1 7→

(
0 l1
−l1 0

)
∈ so(2)

という対応を使えばよい．

Proposition 13.4.6. fmの tへの制限は多項式 (2π)−ml1 · · · lmとなる．特に，fm ̸=
0であるための必要十分条件は，トーラスT のN0へのイソトロピー表現のweight

がすべて零でないことである．
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Xを固定点の連結成分としたので，Xにおける法束のファイバーへの T のイソ
トロピー表現はすべて同じである．もちろん，他のトーラス群 T ′をとった場合で
もトーラス T, T ′は共役であるので，同値な表現を与える．つまり fm ̸= 0はトー
ラスの取り方及び点 x ∈ Xの取り方に依存しない．
また，fm ̸= 0なら，トーラスのN への作用の固定点は零切断である．よって，

fm ̸= 0を仮定するとUT = X = UGとなる．逆に，UT = UG = Xなら fm ̸= 0が
成立する．つまり，T ⊂ GであるのでX = UG ⊂ UT であるが，UT = UGとな
るなら，T のイソトロピー表現に自明表現は存在しないので fm ̸= 0となる．そこ
で，(13.4.4)を使うなら，一般性を失うことなくトーラス作用の場合を考えれば十
分である．そしてトーラス作用を考える時には，固定点集合の連結成分Xにおい
て，自動的に fm ̸= 0が成立する．

13.4.7 局所化定理

前 subsectionの最後で述べたことからトーラス作用の場合を考えることにする．
まず，トーラス作用の場合に，固定点の連結集合の様子を調べよう．M を向き

つきコンパクトとしてトーラス T が作用しているとする．コンパクトより軌道の
タイプは有限個である．つまり stabilizerのタイプは有限個であり，それをGiと
しておく．このとき，有限個のweights β1, · · · , βqが存在して，ξ ∈ tが βi(ξ) ̸= 0

（0 ≤ ∀i ≤ q）なら ξ∗ ∈ X(M)が固定点MT 以外ではゼロでないようにできる．

Proof. T の作用の固定点における stabilzerは T そのものである．それ以外の sta-

bilizer Giは部分トーラスである．そのリー環 giは，weights α
(i)
1 , · · · , α

(i)
k を使って，

gi := {η ∈ t|α(i)
j (η) = 0, 1 ≤ j ≤ k}

という形で定義される．stabilzerは有限個であったので，有限個のweights {α(i)
ji
}

が定まる．これを改めて βj と書こう．ξ ̸∈ gi（∀i）は βj(ξ) ̸= 0（∀j）と同値で
ある．
βj(ξ) ̸= 0となる ξを選んでおく．ξ∗(p) = 0なら，ξは pの stablizer Gpに入る

ことを意味するが，これは条件からありえないので，ξ∗(p) = 0なら p ∈MT とな
る．

そこで，ξ ∈ tを上の条件を満たすようにとり，さらに有理数係数となるように
とれば ξは S1 ⊂ T を生成する（有理数係数なので稠密にはならない）．そして，
上で述べたことから，MT =MS1

となることがわかる．
tの部分集合

{ξ ∈ t|βi(ξ) ̸= 0}
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の連結成分を作用領域とよぶ．この作用領域から有理係数となる ξ ∈ tを取ってお
けば，上で述べたようにMT = MS1

となる．p ∈ MS1
の法空間Npに S1が作用

するので，この S1のNpへの線形 isotropy表現を考える．v ∈ Npで S1の作用で
不変なものがあると，その方向にも固定点があることになる矛盾してしまう．つ
まり S1のNpへの作用に不変なものはないので，S1のNpへの作用は可逆である．
また S1 = SO(2)の表現が可逆なので，Npは偶数次元であり，向き付け可能であ
る（この向きの入れ方は作用領域内では変化しないが，別の作用領域から ξをとっ
た場合には変化する）．よって固定点集合の連結成分にも向きが入る．

Proposition 13.4.7. トーラスが作用している向きつきコンパクト多様体Mを考
える．このとき固定点集合MT の各連結成分の余次元は偶数次元であり，ある作
用領域を固定すれば向きが入る．

局所化定理を述べよう．まずG = S1の場合を述べる．

Theorem 13.4.8. M を d次元向きつきコンパクト多様体として，S1 が作用し
ているとする．その固定点集合の各連結成分をX とする（添え字はつけない）．
µ ∈ Ωk

S1(M)（k ≥ d）をD閉形式とする．このとき∫
M

µ =
∑
X

∫
X

i∗Xµ

e(NX)

が成立する．ここでXは固定点の連結成分．iX : X →Mは埋め込みであり，NX
は法束，e(NX)はその同変オイラー類である．

Proof. U = M \ MS1
とする．S1 は一次元であるので U へは局所自由で作用す

る．よって，自由な場合と同様にして，Hk
S1(U) = Hk(U/S1)が成立する．特に，

dimU/S1 = d − 1であるので，Hk
S1(U) = 0（k ≥ d）となる．そこで µ = Dν on

U となる ν ∈ Ωk−1
S1 (U)が存在する（U/S1は orbifoldなので，今までの知識だと，

ちょっと納得できないけど，以前と同様にして接続を作ってやれば，µ = Dνは問
題ないであろう）．各X の管状近傍を UX として ρX ∈ C∞(UX)をX の近傍で恒
等的に 1となる S1不変関数とする．そして，

ν ′ = ν −
∑

ρXν

とする．これはXの近傍で零となる．それ以外では νとなる．よって，

µ = Dν ′ +
∑

µX

とかける．ここで µX ∈ Ωk
S1(UX)0はXの近傍で µX = µを満たすものである．ま

たDµ = 0であるので，DµX = 0となる．
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そこで， ∫
M

µ =

∫
M

Dν ′ +

∫
M

∑
X

µX =
∑
X

∫
M

µX

となるので，(13.4.4)から ∫
M

µX =

∫
X

i∗Xµ

e(NX)

となる．

次にトーラス作用の場合を考える．ξ ∈ tを有理数係数として作用領域からとり，
それが生成する S1群をK ⊂ T とする．このときMT =MS1

が成立するのであっ
た．K ⊂ T から，自然な写像

HT (M)→ HS1(M)

を得る．詳しく言えば，同変微分形式 µ ∈ ΩT (M)を

µ : t→ Ω(M)

とみなした時に，k = Rへ制限することにより，

µ|k : k→ Ω(M)

を得る．つまり µ(ξ)のことである．もちろんDT 閉形式はDK 閉形式になる．そ
こで S1の場合の局所化定理が使えるので，トーラス作用の場合の局所化定理∫

M

µ(ξ) =
∑∫

X

i∗Xµ(ξ)

e(NX)(ξ)

が成立する．さらに，有理係数な ξ ∈ tの全体は t内で稠密である．また，上の式の
左辺は ξの多項式であり，右辺は有理関数である．よって，βi(ξ) ̸= 0以外で ξ ∈ t

に対する有理関数の等式となる．
MT が孤立点の場合を考えよう．つまり有限集合の場合である．p ∈ MT に対

して，T の TpMへのイソトロピー表現のweightsをα1,p, · · · , αm,pとすれば，オイ
ラー類は ξ ∈ tとして，

ep(ξ) = (2π)−m
m∏
i=1

αi,p(ξ)

となる．よって，∫
M

µ(ξ) = (2π)m
∑
p∈MT

i∗pµ(ξ)∏
αi,p(ξ)

= (2π)m
∑
p∈MT

µ0(ξ)(p)∏
αi,p(ξ)



13.4. 局所化定理その２ 381

となる（for all ξ ∈ t such that αi,p(ξ) ̸= 0 for all p ∈ MT and i = 1, · · · ,m）．こ
こで，µ0(ξ)は µ(ξ)の関数部分である．このように，同変閉形式の積分は，固定点
の情報だけで書けてしまう
応用としては次のような場合である．コンパクト向き付き多様体にトーラスが
作用して，固定点は孤立しているとする．この多様体上で，微分形式の積分を考
える．もし，その微分形式が同変閉拡張をもつなら，積分は固定点の情報で書け
るのである．G同変の場合にも，極大トーラスに制限して考えればよいのであっ
た．小さなトーラスでも可能であるが，トーラスのサイズが大きいほど，固定点
の数は少なくてすむので，極大トーラスで行えば，より計算が簡単になる．また，
微分形式が同変閉拡張をもつかが問題になるが，幾何学での応用を考えると，例
えば，G同変なベクトル束E → M に対して通常の特性類は同変閉拡張をもつの
であった．また，すべての微分形式が同変閉拡張をもつ多様体が同変 formalな多
様体であり，それについてはすでにいくつかの例を挙げた（証明はしてないが）．
最後にDH定理を述べておこう．

EXAMPLE 13.4.3 (Duistermaat-Heckmannの定理). (M,ω)をコンパクトシン
プレクティック多様体とする．さらにハミルトニアン T 空間としておこう．モー
メント写像 µに対して，ω̃ = ω + µは同変閉形式となるのであった．そこで，

exp ω̃

へ局所化定理を適用すれば，∫
M

e⟨µ,ξ⟩
ωn

n!
= (2π)n

∑ e⟨µ(p),ξ⟩∏
αi,p(ξ)

を得る．（for all ξ ∈ t such that αi,p(ξ) ̸= 0 forall p ∈MT and i = 1, · · · , n）
次の例のように，トーラス作用がある場合には特性類に対して，面白い記述が
できることになる．

EXAMPLE 13.4.4. Mをコンパクト向き付き多様体として，e(M)をオイラー数
とする．Mにトーラスが作用して，その固定点集合の各連結成分をXとする．こ
のとき，

e(M) =
∑
X

e(X)

となる．特に，M に S1が作用しており，固定点がすべて孤立している場合には，
オイラー数は固定点の数に一致する．

Proof. M の同変オイラー類をE(M)とすれば，i∗(TM) = TX ⊕NXであり，X
上で，i∗XE(TM) = E(TX)⊕ E(NX)となる．よって，∫

M

E(M)(ξ) =
∑
X

∫
i∗XE(M)(ξ)

E(NX)(ξ)
=
∑
X

∫
E(X)(ξ)
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となる．そこで ξ → 0とすればよい．

例えば，シンプレクティックトーリック多様体のオイラー数を考えてみる．固
定点は Delzant Polytopeの頂点の数に一致した．よって，オイラー数は Delzant

Polytopeの頂点の数に一致する（これは，すでにMorse理論のところで別証明を
与えている）
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終わりに：参考文献に関して

このノートの元本は [Cannas]です．シンプレクティック幾何の初歩を理解とし
たいと思って読み始めました．非常にいい本だと思います．シンプレクティック幾
何は幅広いので，話題が途中で終わってしまっているところもあったので，いくつ
かのことを（自分の興味にそって）他の本（[Audin],[Guillemin-Sternberg(equiv)]

等）を参照にしながら付け加えました．特に，群作用がある場合の話しは大幅に
付け加えてあります．ただしシンプレクティックトポロジーについてはまったく触
れていません．シンプレクティック幾何の本といば [Arnold], [Macduff-Salamon],

[Guillemin-Sternberg(symp)]などがシンプレクティック幾何の初歩としての名著
だそうです．[Macduff-Salamon]はいろいろと参考にしました．これはシンプレク
ティックトポロジーのための第一歩だそうです．[Arnold]は自分にとっては正直よ
みずらいです（これは記述や言葉の問題だと思います．ちょっと古典的な記述なの
で）．[Guillemin-Sternberg(symp)]は最近手に入れたばかりなので，あまり参考に
はしていませんが，名著ということで挙げておきました．
日本語の本としては [泉屋・石川], [伊藤], [深谷]などがあります．[伊藤]はシン
プレクティック幾何の初歩や動機（ハミルトン力学）を学ぶ本として，すぐれてる
と思います．Arnoldの本の前にこれを読むことをお勧めします．[泉屋・石川]の
シンプレクティック幾何と接触幾何のところもきれいにまとまっていると思います
（ただし，目標は特異点論です）．[深谷]はシンプレクティック幾何の最先端を見る
のに役立ちます（これをよんでいるとシンプレクティック幾何の奥深さがわかりま
す）．最先端をみるという意味では [Eliashberg. Eds], [Freed. Eds]などもよいか
と思います（基本的なことから最先端のことまで，いろいろと書いてある）．
[松島], [佐竹], [松本]は学部生のための本ですが，このノートを作る際，結構使
用しましたので載せておきました（たんに自分が昔勉強したことを忘れてるって
ことです）．
個人的な動機としては，このノートに書いてあることの，その先を理解したかっ
たのですけど（幾何学的量子化，Orbit method，フーリエ積分作用素など），そ
の手前で力尽きました．（しかしフーリエ積分作用素は，いまや古典だからなあ）．
[Cannas]は referenceのところが完全にずれているので注意してください．
「シンプレクティック幾何はとても面白い．しかし，幅広すぎるし，奥が深すぎ
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る．話題をいくつかに限定しないとやっていけない」ってのが正直な感想．
最後に，このノートは間違いが多いし，たまにいい加減に書いてます．それは

勘違いや自分の勉強不足，理解不足によるものです．間違ってると思ったところ
は読者自身で調べて訂正してください．
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