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.
Spin ( 1 ) :=± 1 }

M =2 S0 ( 2) = {
Cost - sint 10 ≤ tc2π} ≡"
sint cost

SpinC 2 ): = 3Costtsinteez 10 ミさく 2π }⇒

Ad : Spinc2) → Soc2 ) double covera

上 n =4

44 ≈ H ( 2) = { ( * : ) 1 P . GrSE 4 }
ojot

,

ec =
i 0 ,

es = ( a )e, =
じ 0

e4 = ーリ1 0

{. .SAin4 ) =1 P . EtH , P 1
= 19=}

= SPCD × SPC 1 )

けで R
4
<) い y 7 : =Relxy ) (xYH )

Ad : Spin 4) a 1 : E )i → ( x→ pxq
"

) t 504 >

Note 16 xq
-1 = 1 x 1

Ker Ad = { ( 1
.

1 )
.

( - 1
.

- 1 ] }

: .S 04 ) =SPC ) xSp"/E , =SU( 2 >×SVに



spinor space

G : Lie group

V : cpy vector space dim ac ∞

GL ( U ) = 3 F : U→ U 1 Flinearisoms

≈ G2n= 4 )

Def Lie gr horo P : G
→ GL(U )

い ) ( e . V ) を G の V 上 の repoesentation 表現

という

(2) さらに U が Herm inner prodrcr 〈 ,
?

s
.
t

.

< PgU , PgU 7 =< U. 27

( EU .
UEV

,
EYEG )

のとき (β . U ) を Unitary vep という
｡

亙 G = SOC3) a ×

GaX→ X E GLL3 : 4) natural rep one:

政 G =SU(2 ) a×

GJX → XEGLC 2 : 4 ) hatuval rep on E
3

上 Ad : SUL2 ) → SOC33 CGL [3 : 4 )

adjoint rep on 43



β= SOC 3)
→ GL Cn : 4 )

∞ poAd : SUC2 ) → GL (n: 4 )

一方
,

SUC2 ) の natural rep on 42 は

SOC 3 ) の rep にはならない

Spin ( 3 ) = SUC2 ) とすると ( . G
2

) が

spisor rep となる

rs Spin (nl の natural rep (at. So (u) の rep

にはならないもの ) を 作 ろう !!

P : UIm EGC 2
M

) JX 1→ XE End ( 42
"

)

β± : Wimt, ≈ CL2
"

) OE (2") ∂ (X . Y)

ゥ X E End (4
L
"

)
Y

は 4 t alg horo ( っまり
,
Qn n rep )

これらを Spinin ) C QnCIn ヘ

vestrict する ( natural rep )



Def
Im

Drm : = Plspincamy ,
Wiu : = 4

D2mti : = Pe 1
spinccmt)
,
Wimi

: = 42
m

(On
.

Wa ) を Spincu ) の spinor rep といい

Wn を Spinor space eus

Rem Pt β r as lime- module

Pt 2 f- as SpincIutリ - module

Rem - I ε Spincu ) は - ( 2 act

Ad (- 1 ) = 1

.
" Dn は SOCM ) の repになりえない ｡

政 CC3 Z H* H ,
Q 3 = GC2 ) は ¢ (2 )

SpinL 3) I SPUS USVL2 )

= { CD .
PJIPESPEDY IR HSH

= { LA . A ) I AESUC2)} in 4( 21x 4( 2 )

<
.

PT ( A
.
A ) = A = P- CA - A ) β+β .

W3 = 42

OS : SUC2) 2 AGA EGLLWS ) = GLC 3 : 43
G



上 (φ4 ⇒ (け ( 2)
,
Q4 = 4 (4)

Spin 4= SpC1) xSpu )

= { 28 ) I p- 8 Spcs} in H (2 )

= { ( 8 ) I A . BESU2i}in 44)(

.
∴

Wa = 44

D4 = Spin4( い(] εGL (W 4) = GLC4 : 4 )
g
"

D4( g) = A .
O4 (S) = B も rep on

42

～)
D4 = 24 の D4 irreducible decomp

Def e
;
V ) . Le ' , v ' )repof Goequivalent

印 ョ 車 : V → V linear isom st.
def

v
互 ぃ

eCg ) 田 ecgy ( tgEG )

v ｢
互

つまい､ いとではG - nodule として 同 じものい



bet Ie . v ) rep of G が irreducible

｢
印 WCr G - sub module
clef

⇒ W= 30s or V ｣ )
( PIWC W , EYEG )

凹 G cpt Lie ga

(e . v ) rep of G

⇒PR β . は
… の PK β s : irr

( V = Vi は- … す Vk )

つまり ､任意 のrepは irrrep へ 紛解 できる

Def (eriV .
)
,
( Po , V2 ) rep ofG

( β . * P2 ) (g ) : = ( g) , β _Cg) )onV . のな

divect sum rep ( P .
* β,

V
.iP . )

( β . め β - ) (g ) = β.(g ) *β (g ) on Vixv.

tensor rep ( P *
P2 ,

VIDVI )

<β .

*

(gxf )
,

v 7 =< f
. β､

(g) v>

σf ε V.
*

,

UEVi

dual rep ( βit ,
Vi
*

)



Thr

( " )D2mt " =β± lspinamt" は irr vep

c) Dam = Plspincza ,
⇒ D

2m の Dzm

( Wim = Win は Wim )

Dは irr rep,D Dim

wa acts by - 1 on tWi

( 3 ) Un
､
UnA Wr cliffordmaltiplication

M=2µ
,
UER

"

C CIn ,U-Wim cUi

(4 ) wn 上
I
Hermitian inne pr 〈 ,

7 st
.

Cv . $ ,
47 + c 4

,

t47 = 0 FotR~
､

中
. φ 0Wn

とくに Du は Spinin ) の Unitaryrep

i. e .< D(g ) 力
, oCg ) 4>= くか､

4フ
"

out line of proof

( い n =2ut 1 In = Aut * Qn=4(2
)

*¢( 2")

SpinCa ) C
e

=3 ( A .ADIAE 4 (LM)}

. " Ptlspincu, I P- Ispincn ,



P± l :QNaCA .A)→ AEGC2)

( 2" )
は 4n n irr rep である ( see テキスト )

cnは { eiez} で 生成されるが､

seiljs cspincus

そこで On = e ± 1 spincn｣ notirr
とすると

feleno も Qnn vep と c 2 not irr 矛喑

(2 ) RM C Rnti e. ,
,
Ca ,lntso

.
n

.
b.

CIn FUtrvEniEQ =より Un Qnt:
as alg

と C に KI
W2 m -にGL 2 " )

ゎ① (2*^")
U

Spin [2m )

elain = Peeas K-mocdule

. .Dv elspincam
) =Di IDzin

また ､

Wε = ( 1 .
-

1 ) in① ( 2 m
-) *¢ (2^

"

) より

Wε =± 1onWi

Drirr. D. D 2m はい ) と 同様
い



( 3 ) n =2M
,
U.ωε=- 2WEより2WCW

(4 ) K
.
51

,
e
, ec ,

e
, es

②
→( ' 09 )

,
rex
, fir. , -irs ε 4 (2 )

2

Fσiに iσi = 0 に 注意 すると

42 v 4 (2 ) 2 4
”

であるが訊
< 2 . φ .

42+<φ
,
v - 47 = 0

θ
φ
.
46 4

'

=W2
,

｢
2 ER

2

さ て

EIm UD - K 2 as alg
U じ
IM

R J Ci. 3 IK - * IPFIO. RIB-* 1

¿ (
'

= 1
.

2
,

.
…
or

C2i O IB -1 BFITL* I B -め 1
.

そこで

Cm 2 42 x - 42
=

42= Wim ! !

tensor iuntproducton42
"
を

入 れると､

<U . φ
,
47 + c φ

,
v . 47 = 0 (VER

"

)

人 に 1 なら
､ ー 1

ぃ

～

< 2 .
φ

.0.47 = 一 <UU . φ
,
47 =<φ

,
47

. " gESpinin ) < g
φ

,

g 4- 7 =< 9
,
4 で
/



S vector bundle and principal bundle

bef M n -dim ontd

P : E → M real vector bundle onM
rauk = M

( l い Emtndim utd, p : smooth surj

( 2 ) Ex : = P
'

Ex ) is m - dim vectousp
← fiber of E onc

( 3 ) ( local triviality )

FCEM
,
V : x の nbd や( ひ)→ V× Ru

S
.
t

.

. 40 di ffeo

｡ 40 IEy :Ey →3 S ×
R

liner isom
( σY EV )

P
- '

(U )
E { gS × R

n

n咸 4w δ R

→

!↓ p

M
y 1 ひ

rank = 1 ne ま line bundle という



4-3
また ､ S : M3 E smooth rap pos - idm

を E n section (切 断) といい

TCM
.

E ) := { $ I S: M→ ESection }

FOr { , ETIM. E) and fE C∞LM)
,

( S.

+ . ) ( x ) : = S
.
Cx 3 tSiCss

により ｢ CM .

E) は

f( s , )( x ) : = fcx )
S
,Cxp

Co (M) - module

E
poS ( x) = x

θ～1 S ()C ) I . BCK ) EP 'C 1 ) =Ex ( OxtM )

ts
x

メビウスの 帯のタテ方向

をのばす惑 *"
40 VX

Ex 二_̂
.

-
.

_ 二二
1

ー

E =S
'

xR
" ー v

…
… … d pKM = S . M ="
…
…
…

…



政 M n- dim utd

P : TM
: = UTRM → M tangent bundle

CGM

x ( M ) : = T (M
.

TM ) A 上 vector fields

P : TM=UTEM→ M cotangentbundle
xGM

2と M ) : = TCM .
TTM ) M 上 - forms

transition functicn for E→ M

P : E→ M rank m vector bundle

φの : P
"

(Vα ) → Vα× Ru

φβ : P
-

( Vβ )
→ VPXRm

N. Y, 0 φB
-

" :VL,VPXR" →V . Vp) ×RM

各 fiber 上 で Linear isor

ョ
<

“ .40 .
4
β

"

( x
.

v ) = ( x
, gop (x ) r )

gaB : VGVβ→
GL( M:R)

lerm transition fr という

gaa = Im OnVα

[ ga β= YB1 on Va ,Vβ

ga β Ipo goa = In on VG
.
V
βV
｡ キカ

cond σαβ



e
→ 鎮日 goh

→

44β 1 1
46

乇

←
g
β 6 4造id

Xrweo走

逆 に ､ M = UVの open covering
αEA

& { g^sS の
､ BEA

( 2ns : Vの ^Vβ→ GL(m :B) )

satisfying cocycle coudition

⇒ { Uα× RS
αGA
を{gS で 張 り 合わせる

と vector bundle E を
得るる

proof E = A での × Rm

( x. 2)EVα× RM ～ (Y, EVBXR
”

を

つには
､
= Yの β (

x ) w とする
～

このできた = E～ は utd であり

P . E → M vector hundle となる
｡1/



もち Sん E ～x 3gのBY S EL ⇒ E
bundle isoler

ここで PFE →M , Pa : F→ M

が bundle isom Eo F とは
､

F ョ 互 : E→ F diffeo S
.
t

鼬 P2 O 王 = P .
& EIEx " Ex → Fx

lineau isom

政 P : E → M vector bundle

M = UVα
,
4の : P

^

Yひα ) → Vの ×Rm

sgaps trans fn

SE T(M , E ) に 対 し

4α ( dcx > ) = ( 水
.
{ncx ｣ ] により

{6のこ Vの → R} の GA を 得 る
｡

ンのとき Sa = gopdβ を 示せ

o . e
.sectionとはlocalRvalued fn を

3ga β} ではり 合わせたもの
ィ



上 ( orientation )

M udimmfdutlas Ilua, ea '}

ひの : い…… xn ､β : Y､ …u

T
*

M の tranfr op
(
>x ) =当

v
-j

AMT
*

M = U NMCT,
'

M) →M
xEM

の Tran fu は detga β=det()
W E R

"

( M ) = TIM
.

Λ T*M )

は W = SBdy . n … ndyn on ひβ

= {sde + (;) dr,n - rden onVnnVs
ー

={α

Def M is orientable

ヨ
ω E R

"

( M ) a
.
t . Wr tO ( EREM )

( つまり nowhere vanishingu - formが存在 )

このとき
､ { nowhererarishingu - torms3/ん = に

.

- 1 s

Wnw afGCCu) s . t.
f70 '

wafw '
,

どちらかを 正 の 向 きとして
､ orientation

が定まる
｡



また Iws orieutation of M

w = fdsin - ndin
. f 2 o

となる local coord x. - xn を positive coordinate

という

f C 0 なち るい → ー水
1 により bositive coord とれる｡

<
.

王 atlas { (O∝
.

φ

a )} OfM d
. t .

} Δ
J [φ004β

1

) 20 ( on . β ?

- : ) ω =
{
βde +(; ) asin -ndlCu

Sα

{α 70 .Sp 70 .より@ +( ) で
"

逆 に ④ が 成立 するなら

ひ∝ 上 Wa = dx , t - idxa

{ β a } 1 の 1分割

ω : = Ʃ Pawa は nowheve ranishing n



taugent frame bundle

目的 : TM M> GLCM ) pr GLEn :RI - bundle

M: n -dimuntl

TM = UTLM Tangent bundle

Lx : = { LX､ … ､ Xn) ) *…; XnTuMの basis }

f GILM ) : = ULx
CEM

π : GL CM ) → M πCx ) = Lx

を fangent frame bundle ofM ti う .

Lem GL LM ) is ntn-dim ufd

: ) { ( O∝
.

φa )} atlas of M

φaix ) = Ci . , 2us local coord

CX
, ,
… Xu ) [ Lx に対 し

CX
.
… ×n ) = (歳 )

､
… ､最x い》

g E GL ( 7: 1R) を 得 る

π
" ( ひの ) = ULx 5 = Cx ､(* : ; *u) )

KG でのの

3 φcx ,, g ) εφ. Lの )× GLLU =R)

bij c R^× RCu )
open

coord clhouge Esuroorkk



I free right action of GLtn: ik )

GLCMIA GL( H : R) 5. t .

FREM ,L ∝ OGLLRR} free & tvansitive

G -action の 復習

N mfd
, G Lie group

GAIhleftactionofGonf とは

I : GXN a ( 9 . U ) →guGlNSorooth

{ot . g1 ga ) u = g. (gru )
,
eu = u

tq . , ､gLEG , UGMN

og
.

'

giga

eg . = 1 9a ) a

G

e
A

n

"感
u GlN : isotrope group at u

とは
Subga

Gu : = { gaGl gu = u } CG

G - OVBiT UtU とは GU = I gu I 8GGS CN

くこのとき GlGut egsiogutG - u (diffeo ) )



｡ G 最 N free とは tutN Gu = 3es

( ie.

GUEGUEN )

. G RN transitive とは.

E U
,
U ' EN

,

gGG S
.

t
. gu =i

( i . e .
G - U =M ]

｡ M/G orbit space ( mtd とは
限 らない >

EX M= {
2

G = SOC2) RS Z軸回転

凹
､

⑦

逃瑶
/Gs
“

7 … … G - x =SI≈ SOC2 )ー

θ . … …
. ⑧

S G . N = IN (Gv = SoC23 ]
G-S = { ( Gs = SoC2 ))

巡 G = S0(3 ) ∞“

SOL3)x { '
a

[ g . x ) 2→ Zxts
' transirive な作用である

ことを 示せ

Q N = 1 :) Gs '
,
GN を 計算 し GN ≈ SoC2) を示せ

( よって 5= SoB'/soc,1

さて
､

GICM ) ← GLIN = R)をつくろう∴

U = ( 1 . (X .
, … , X .) ELxCGLCM )



GLCM ) × GI ( n : R)子 ( U . 8 )

O ( x,
.
( x
, : . Xnlg ) EGLLM)

そして
u の orbit { ug 1 YEGLIn: R) } = Lx

: Lx GL ( n = R). free tvansitive
,

さらに ､ この aCtiou について

CGL (M ) の local triviality は

GI(n: R ) - equivalent (同変 )

: ) I∝
π
"

(V∝ ) ∂ U→ ( x . Y ) EV の ×GI ( HR)

↓ g
"

∞ dg , Eg 'EG [[U= R)

だくひの ug'
っ

Cx. gg' リ EVa ×Gun =R)
/

g = 中ねしい ) とすれば

上 はゆなしい g ' ) =な () g ) とかける｡

aCu) βく a 5にない gりや βく ugリ｢
より､

ー 1

ga β ix ) : = 加 しいい β くa ) :ひょっぴ β→ GL《 n :R)

を 得 るる

E × C この Yのβ は TM の trantu と 一致

することを 示 せ



. . GLCM ) は SU の ×GL(n :R)}α tA を 1gのβS

ではり 合わせたもの
ぃ

prG - huudle on M を det しておく
｡

bef G : Lie group
,

P , M :mfd

π : P →M が 構造群 ( Structureguup) = G

の 主 G 束 ( principal G .bundle) とは､
POG

↓
. π : surj srooth M

｡ PAG
.

PL : =π-T ( fiber) はこの 作細

で 保存 され
､
PaAG は free & tvausiTive

｡ G - eq local triviality が 成立
FLEM

.

aV un abd
diffeo

ョ
まw : だとw ) のい → し πい､ 加くい) EO × G

J
.

t
. $wlug ) = ticulg

c

Note .
π

" ( x ) ≈ G ffe . ｣

PlaorbitSpace = M

. tocal tririality 5 twan fr {gap }

gas : VGNVs → G



P｣にだしいい

P orπ -とα )
G

車の $ca) d xe

dgs っ

Iyphaz'a q

v ↓

M ↓ α

“

睪
の

政 ( M
. g ) oviented Riem mfd

gE TCM
,
T
*

MRT*M) A .
t
. FxGM

gr : TVMXTRM → positive defirire

locally g = Ʃgijdxondxj
( gijlij p. d . symm watoix

SOx : = { ( x
,

-

,
Xn ) I positive . o . n . b of TaM}

SOCM ] : = U SOx SOL2 ｣
EETM

oriented orthsorral frame bundle

GLCM). SOCM ) の localsectiou

は local frame とよぶい



Exc glohal section S: M→ P が存在

S⇒PMXG trivilorG - bundle

ここで PE P
'

とは

F: p → pl diffeo d
.

t
.

π' ｡ F =π &Fing ) =Fu)g

InGp. EgaGc
Ex

S
3
= { LE, E) E 41L ほiR+ LE2P= 1}

π : ” aCE' ,Z _ ) →CZ :ZJECP

}

S UC) R . )ei: =Ceoz, eozs )

S
3

PrVE 11 - bundle

I V) =81

S
2 Hopt bundle n

EX
δ
"
= { ( P . E ) E1 P+ 1 E= 1 }

d
7
a ( P . 8 )→ [ P : E 3 EHP

'
:S4

S
"
G SPCY = SVC21 =53

δ
7

PrSV (2 ) - bundle

↓ $
3

S
4 ( instantor buadle )

ε



vector buudle associated to prG - buudle

π : P→ M pr G - bundle

GNV vepof G
θ

このとき PXV ∝ G を

( U
.
v) g : = Cug . ､g

- り 2 ) とすると

P % V
: = P ×YG

P : PXRVT EU .VJA π LUJEM

この P % V は M 上 の vector budle

d
.

t
.
P
'

Cx ) ≈ V

vector bundle associated to p

同件 ベクトル 束 という

つまりう Vα× しを { β Cgのβ) }ap ではり 合わ

せた bundle
.

( Pg): VSTVβ
GGL (U))



P =GLCM) , GLEn :R ) ぐ
2(g) = g

N TME PIRh
2tgl = tg - 1

→ TEME PXLXR
Ex
ー OCM ) ← OCn }

v (g ) = f = tg
-=√×Cg )

. TMET
*

M

これは ､ π M 2Xx →YCXx . ｣← び
”

M

による

G - inv element → Section

の : G - invelemeut inv ( peg)α= の 2

⇒ S ETCM
, PEV )

def by cx ) = [ U. α コ

~ :) {ng .
α ] = Iu

, eg) の 3 = EU .
の3

: Scx ) は weldetined



亞 Mg ) Riem nfd

の =Ʃ CixeiE R
*

RsO. . b

OCuI - inr elemcut

r. g = EU
.
の 3 E TTMDTTM Riem

wetcoc

巫 (M. y ) ovieuredRicar

SOCM ) SoCUS

det : SOCM ) JGL→ I EGL(FR)

IG R は inv element

S E 2
"

LM ) べ
T

'MEMXR

{ = wie - nar Iwisderalofou .fe と

= laxi n " ndxs in p . locl oord

G - eq str on V ⇒ ussociured Stw on PXV
0

Ex P pr G- bundleー

↓ G GRV
M CW .

び
' ア Uフ

=やん
V unitary rep ofG

∞ Pr I ± fiber metric



< Eu
. φ 3

.

2 u
, 43 が = く 9

.
47 π ( U ) = x

とすると (well defined ) Hevm inuer

proderct wr pix ) = (E % V ) x
ィ

上 (M
. g ) : Riem ufd

OCM) OCn )

山
M

x → a x
n カ

OCn 1 R R R → en
Ψ 辶

允 I でa
iin

Ix )
=
- hx . Axフニ 一 cxアニー 11 x1ギ

: . bextendsto alg iowo ou Cla

by ACv . -2p ) = Iv. )
… LGvp )

a lg homo = clifford ivoduct は OCu) - eq

そこで UCM ) : = OCM )YCln
UCM ) : = OCMII UU

に fiber 上 に Clifford poduct Strが入 る

[ U
. φ J [ U . 43 : = {U . φ . 4]

よって



φ
. 46 F(M .

Q (M) )

φ ( . φ )(x ) == φ( x) : 4(x ) EPCM . Q(M ))
Y

UCM ) : QIM ) の KLM )

= KLM ) の Q
-

(M ) ( n=2m)

Wa = LF1
)[}

e.
… Cn ETCM

.
QLM)

なども 成立

- : )en = Qnt sen t OCu ' - e:
《

次 に spinor spae W を fiber とする

vector bundle を 作りた …

Spinchl 必
V (W )

double ↓
cover

socu )や

wy SpinCM) Spinkm )
左 のような

¢ ↓ ↓ prspinin ) - bundle
M
へ
SOCM )

A SOCN ) を 作 るべき



S Spin structuve

品 local triviality

M まの : だくUょ ) au → くπい φ% い) σ Vの × G

gのβ > ) = % しい )φβ( u”

, YB: VGnVB→
G d . I.

cocycle coudition Yan = I , Iαβ=gβI

gaps6 Yon = I

別 の trivialization
,

fa : Uの → G

π
(

ひα) 子 u → (x . facx ｣φ % ( u ) ) ← な × て

ga β
'

tx ) = φa
'
n , φp

'

as
ー 1

= faln" goβ( x) fβcx ,
"

3 goe 3 ,3gp 3 は 同じ P を 与える

P .
Q : 主 G 束 OnM

P ～ . U =3U }ε A ' で 局所自明化

Q → U = 3 Va" }a " EA " ぃ

U と O に 共通 な 細分 う Wの) αA をとり
､

^

( Tα EA
.

FEA 'WaCV よ')

い
｡



車のいまいを Wnr restrict

∞ P
,
Q は W . 3 WaSatA で 局所自明化

p の tran tu goβ Q の tran fr {has}

PEQ B
I :W → G } atA S. t.

Uastx" = fa
"

lon gaelo " frlx, xtVanVi
//

たこで

M : mfd , U =3Vn} tA open covering ofM

{gのβSaβ grs : UanUβ → G t cocyde coud.
det

3gaβ
S~3 印 a 1aAst ､になptβ
[gaβ ] : = {gas } の 同値類

H
'

lU.
G ) : = { [ gaBJ 1 {gaBS usabove }

covering について ､
inductivelimit” をとると

H (M
,
丘 ) : = H( U. E )

M 上丘数の 1 次 チェック ) コホモロジーという

これまで 見 てきたことから

PrinG (M ) = EPIP は M 上主 G 束 Sん ⇒ HLM
. E )

( 主 G 束 の 同型類全体 )
ィ



Z 係数 チェックコホモロジー

M : mfd
,

U = 3 Un } coveringのGA

ひ 上の
0 -のp
= Vの ｡ つ

… つょ
｡ キカ

fao . ap : Vnon - n ap → 2 locally coust

s fao - apl α 0
, …
2pEA }

を 丸 値 prcochain cu.

その 全体を CPCU
.
丸 ) とする

δ : CP(U
.
Z ) → C

^T
" LU
,

Z )

5 の｡… の
p } 口

( δ
af
).

2 pti
: = fa
､ …のp+

ー f
の
o αz …のp+

t …

+ (-)
ot ' fto … 2

p

政 8= 0

O → C(U R) ClU. Z ) → - → cochain CP×

HPLU
.

R) : = HLC *CU. R))

Ker ( S : C→ CP" )
=

Im ( δ : C '
-
→ CP )



covering の 細分 で inductiveliriナをとる

PCM, R) : = HP
( U. 丸)

つまり
､

√

HPCM
.
Z) : = U HP(U

.

Z'/
L

U : M の cover

IFI ～ EgT fa C
(U. Z ) . gaC

'(U
.

Z)

辱 U と U に 共通 な細分 W =3WβB
If } と [9 ] の WBo - Bprorestrictiou

が 一致 ( ← 正確 な detはテキスト )

巫 IfJt はM . Z )

U こうな} ｡千 : ひの → Z locallycoust

s . tIf ) aβ= tβ - ta = 0 Cn VaB
ぃ

: f は global な Coust fr VnnV β

. " MCOUn R
H

LM
.

F10 Z

v

政 LFJE H
'

LM
.

Z)

ごうなち 5 . t ､aB :のっひβ→② Locally const

s
. t IF 1aB8 = fro - fat t fas

= o

on Uaβ8



f = s fap } ～ g = 3goβ }

)aG =
{ Ga}E CLU . Z )

δ. I .

gas- = shIaβ= hs - ha

lie
. ga β= -Uattasths )

C
.
f . H

'
( M

, G ) なら gos = ia
'

tasGβ
Fact
ー

HPCM
.

Z ) シ HP (M
.

Z )

usual cohocrology

orientation& ist stietel whithey class

E → M rank m real vector buadle

with fiber metric h

w )､ OCE ) E n
o

.
nf bundle

twanfu gaβ : Vの NUB → OCm )

L
NBYJEH ' CM . )

Eaβ= de+ ga( ) : ひxβ→②= うさい

w､ (E ) = [ 3ZのB 3 JEHIM , )

L- st Stiefel - whitney class

W
.

=(M) W ､
(TM)



ン ) δg = I より SZ = 1 EZz

: LSEABSIE HYM.
Z
. )

また ､ g= faop5 βのとき､ ta = dettの

とすると EのB = α｢
'

× EのBXTB = ZaB × SCJ
αβ

in Ec
. ESEのs3に[ の}

い
～

E
また W

. ( M) tvivial

3 E is Orientable

∵ ) 3Zのβ} is twivial

ZT
β
E I EJαβ ヨットピ (U. 因 )

Ta = 1 ⇒ fa = I
EOCUI

ta ニー 1
⇒十 の= ( ^

､

.
､ )

gas = fな gaptβ

deigos = Zαβ . I τ )a β= 1

. E is orientable
,
逆 は easy "



cpy live hundle & l-st cheruclass

L→ M cpy line bundle

Yas : Vαβ→ GLC に ¢) = 4
*
= 4 \30 S

必要なら 細分 を e り Vなβ simplyconu

gns = exp 2π iakaβ Kaβ : Va β
→ 4

C のβ 8
: = kas + kBo + Ko の : ひのβO →丸

Localy CquST

( ; 9as 9B6 goα = エ )

C , ( 2) : = - [ 3 Ca80 Y ] ECM. R )

L の I - ｣ t chern class
u

spinstr aud 2- nd Stiefel whitney class

( M " g ) oriented Riem utd

SOCm trantn has : vos → sons
↓ π

M
Vnβ simply cour

ョ ～
µaβ

: Vas → Spincul s
. t

.
Ada = h

このてき

E のso
: = taslpoliia E .

.
: )



Adl.s ioits ) = hapAsolia = I

Z.Bo tker Ad = Z2

( 87 )の BOV
= … … = 1

: .Wr < M ) : = [3Zns 6 } JEH (M
.
区)

2 - nd Stietel Whitrry class
.

IZ ) aβov=1 を 示 せ

巫 eas res has lift
2) tI'hs =Uas .AW のβ 別の 1 ift

WaB E C
' LU

.
R
.
)

このとき E { E の BO 3 ] : CZO}を 示 せ ､

さて sass
,

Uns. Vap → Spincnl

が cocyclecouditionをみたせばば

( ie .ZBo = UsAsoha=I ta .β . t )

pr Spin tn ) - bundle on M を 得 る



Def M
"

g ) oriented Riem ufd .

pr spinkn ) - bundle Spinim )

王 : Spin (M ) → SOCM ) bundle hovro

IXAd
s
.
t. Spin CM 3 × Spin ini SOLM ) × SoLU )

↓ 田 ↓
互

SpimCM ) SOCM )

星
ビ π

M

組 ( SpinLM) ま ) を ( M
. Z) 上 の Spin structuve

という
｡

Ne 見 : 王 ing ) = ま (い ' Adcg )

. 田 : π ( ぎ ( u ) ) = π [ u )

各 fiber 上 で doublecovering
.

Det ( Spin (M) . 王 ), ( spin (u): Ʃ ') が 同値とは､

af: Spin( M)→ SpinCM)｣
"

isour as pr Spinins bll

S . ぎ｡ f : 車

f : bdle isom としても
,ア

これを 満 たさないならSpinst んとして 同値 とは 言 わない｡



Thr ( M . g ) oviented Riem ufl

M. 9 ) が Spin str をもつ 印 Wa (M ) tvirial

Spin str の 同 値類 = HLM ,丸)
( ある spin str を fix したら )

～

pwof ⇒ Unp
s

. t . Sh = I となる

twautour ofSpinLM )がとれる

-
' W; ( M ) = 1

= W_ (M ) = [ { 2αβ0S ] = 1 とすると

Eのet = 4 U)αβO = V
β6
i' Vaβ

となる { Vas } ε CLU .
丸 ) を 得 る

tas : = was hasとすると 8G = 1

:
. hass は SpinStrを 与 える ｡

リ

s lInss,3ass spin str とする

Ad µ^s(
^

) = Ad(ras ) より
～

イ Iaβ St じい U.

丸 ) s
.
t

.

hase = IaeUxe

SI. SI= I よりδτ= 1

.
' . ITB } J E H ' CM

.

R. )

もし ､ [ 37as } ] = 1 な Ta β =ωょ

"

ωβ となる



3 ωn } E CO ( U
,

Z2 ) を 得 る

hns = Thsins = wn
' ias ws

. .{Ux
3

, 3} は 同値なspinstra

bote

HCM
,
S') HCM .) 公 げCM巡 )

Ad ft
→

→ (M) →げ (M.
Z
.) exactsef

¢

LUI → WI CM )

I ES
*

CH (M .' ) )CHIM .

R
.
)

Tashaβ
このとき 大 とたは prSpincul buudle

として Isoe
.

Cかし
, spinstr と E 2 は

同値 でないか

bef

(M . g ) oriented Riem t spinstr Spincm )

を ( Riem ) spin mfd en う .



已
S
"

( n≡ 3) HLM ,
Z
2) = 0

H( M
,
. ) = 0

: .WLM )
.
WICM) trivial

S
"

は unique spin str をもっ

n =2 w
(
s'y is trivial ,

s

も wnique spin sto

U= 1

M = S SOCU ) = 315
.
Spin (2) =± 13

SOCS ' ) ≈
S

.
H'CM .丸) : 研

～3 2 ) の Spin Sto をもつ

回
↓ d

Stiefel Whithey class の 計算 ( Miluor など )

により
｡

Rpa spin B 2E 3 mod 4

op
"

spin G niodd

… …

《



spinor bundle

( M ^ g ) spin mfd

SpinCM ) pr Spinkn )
- bundle

Dn : Spinin ? NWu spinor rep

bef
S . = SpinCm)YonWr cpx vector buudle

を spinor buudle e いう

SE TCM .S ) をspinorfield eu

locally
Ia : Vs → Wn sit .Sn = O . (hoβ) SBa

｡ L
,
7 : spincus - inv Herm inner pr on

Wa

ros Herm fibermetric on δ

e n =ever S = St *5
±

S ±= SpinCM ) ×
0 ±
Wn

W4 ECTS KY ± 1

Uur Wa→WrClittordwalti
は Spincar - eq

T(QLMJ × TCS'24 )→ か 4EP(S )



とくに XE HCM )

X - LS
±
) CSF



5 接続 と 共変微分
conrection candcovaviant devivative

R
X

= ( X .
c
) , …

, Xucsxs) vector field

(ER" VE TLR
"

,

X の 点 x における 2 方向への 方向微分 とは
､

X

RUX= lim
τ
X(xtrt) - XL* )

嫁 そ t→ 0

¢
Xixtut ) ε TxtutR

"

≈ R
と

× ( )ε T .R "
=

然 なRR“/ 同一視

M mni told, XEELM) = TLM TMD

P →
X
→voces. 83= UE TZM

)
→ µ TIM ～ Toct｣ M

? ?

←
同一視しないと X1 ict｣ 愎 ー× が 考えられない

～∞ 接続 oV平行移動 ( on 共変微分 ]

(
R ”= 0

M 2 X- 2X = RtO
C 曲率



connection on P

G Lie gro up Lg : G Jx→ gxEG
Rg xg

. f = Lie (G )

= { XE HCM ) I ULg ( × ) =X, EgaG }

hie subalg of th ｣

Te G

. X E of y integral curve s
. t . tr = e

exptX I parameter subgn

flow of X は RexptXig 1 = g LexptX )

⑨ LgoRg -に Rg - 0 Lg : G → G

～) Ad (g): d ( Lgo Rg- . ) : Fa ) → th )

m) Ad : G 5gi-→ AdCg) E GLQ ) gr homo

&Ad ( Y1E 4, ' [ } = [AdCY)X , AUCg) Y3

rsad . =dAde1 : TeG = f → gelg )

は ad (× )(Y ｣ = LX
.
YJ であり

G →
AU

GL (Y )

exp
几 Pexp
ad

は → geloy )



さ 2 凸 D G prG - bundle

M Rg : Pautsugt P

XEY に対 して X
*
E FCP ) を

4
*
)
u
: = Kexpt ×)(た ｡ とする

p. G

fiuexptyexpty
,

4 ty X
*

: fundamencal
vector field

X
*
vro w ol

X
*

の flow inP = Rexptx
V U r WG VV

Lem d Rg (X
*

) = ( Ad (g
") X)

*

!proof

( dRgX
*

)
u

= (dRg ) ug ､ ×にRgRexptxlugりた
｡

= uug
'

expe xig = ( Aug " ) × I "
= exptAd(g

-

" ×)

prop

gaX → X
*
Ex ( P) Lie alg homo



proot

[ XY
､ Y

*

] = 長 dRexpe -t×｣ ( Y
*

) した
｡

Lem e Aucexpe*)Y) " し =
｡=

CX .Y3
*

= exp t adX)( ィ

π @
GUGp

M Vu = { w ← Tupl dπ (o ) = 0 }

V : =pVu C TP sub bundle

↓ε
P V : vertical bundle

Vn = { Xut I XET } EL

｡ dkg ( v ) = V ( akg ( Vu )= Vug )

. ∵ ) by the previous Lem

一方
､

π
*
TM → P vecTor bundle

( π
*

TM )
ITπUM

P
Va tup であり

､

⑧ U

TuP/U
.

ETπUM

感
すπがM

M



ー
G - inv ( dRgCv) = V )

dπ
O → V STP →π* TM → 0

P 上 vectou bundle の exact seq

( i. e .

各 fiberで exact seq )

0 → V STP V
π
*TM→ 0

←

さ js . td πg = id

Giav - map で TP = VDJ ( π * TM)

を 与えることを
“

接続 という

( その 上 な ｣ はいろいら ､ つまり 接続の 与え方

は
､

色々 ある
｡ )

Def 凸 ∞ [7 主 G 束

M P よの connection とは

tp a sub bundle t で

｡
TP = VGH L . HE π

*
TM)

｡ dRg ltn) = Hug (Itp, gEG )

をみたすもの
｡
( H は hovizontal bundle )

ともいう



HaTup
Ha

Iu.n)無
､

⺗ し= UapHu

coror H にassociate するconnt -form を CSう

RCP) * f = { p よ f - valred t- forms Uups
4

A : Ʃ Aix Xo ( 's basisofof )

G R R
' CP)sf by Bull back by Rg

匕

g . A== Rg
*

Ri) め Adig) Xi
c= 1

Given conr lH ou P

A E LRCP) DZ ] G を

0 UE HU C TuP

A ( 2 ) : = {
X v = × い ( XEY )

N VE Va ⇒
' XGoZ S .I . V = Xut



A : CG - irv を 示 す

NE HU のとき dRg (Hu)=lug

.A ) (v ) =Ʃ Aildky ( u) )Adlg )Xio

= Xut のとま
,

Adigs" ×)µ
～

g.A ( )( X
*

) =Ʃ A : ( dRg ( X*)} Ad(y)Xi

= Ʃ AI ( Xu*I Xo = X
ぃ

Def

A が P 上 connectiout form とは
､

GG
( い A E IL ' CP) めf ) Grioc

( 2 ) A is vertical i. AlX *) = X ( TXEY )

A as above

H : = U ker tu KerAu = IrETupl Ausv)- o}
UEP

↓

P は G- ino hovizontal bandle

つまり conn on P

∵ ) A (×
*) = X より KtAu* Va= Tup

A : G - iur より
､

dR ( H) =1
ぃ



上
AMc : G 上 Maurer - Carraul- form

E R'L G) rof defby

A(c ) g (Xgl :
= X ( OXEY )

P = MXG trivial pr G- huudle

↓π 岩 G
M

A
:
= π GAmc は counI -forer out

( TGP =TLMDTgG U = Cx .) )
ぃ

Hu "
ひ

政 凸
@ G

π( ひの ) ≈ Vの × (2
M

Am : π^(ひょ ) よ trivial coun

M = UVの { βa } 1 の 分割
の EA

P= U π "(Vα )

AEA

A = I π
P

A' T
は

P ± counI - form



A の l0 cal 表示

P CG π (ひα ) ≈ Vの × G

↓ G - eq trivalization

G
M = U V∝

1ゃα GA
α cl. e )

～ ← e

晝

ひの
CL. e ) ε OaxG に対応する

locl secTion を S
'
E T(Oα

.
P) とする ( 各 α )

このてき S β=
5

gap となる

( G は 右 から 作用 >

Def A cour 1- torur

An : = I
^

)
*

(A ) Va よ f- valued I- torr

う AnSNoA のはり 合わせは

As = Ad(as') Aat gos
'

dgoβ @

Ou VanVβ
'

Local garaye truwsformation
"

A成 nYs
.
t θ から conn - formA は 再現 できるい

ン ｣ ひのよに tormAn を G作用でだしひの )へい



proofof
まず gaβ : ひの nUβ→ G

( dgas ) x : TπM → TyoscxsG

gasixs
'

dgos ) : π M → EG = 1

. :
g

-dg
はog -vaued I- forum

さて O Ct ) curre inM ,
t= x, t' x 2

aSPCo= PC 6*した ｡=花 ぷ” σ YPは)
佞した

｡

= dRgoscssdS' cu ) t SP , gos
"

ir ) dgas( "

X = Ehns 11nd%), ( v ) ← }に対すにおける 値
: APCU ) =

J"
A

CV ) = A (dSPCU ' )

= A (dRg ds
'

(v )) t A (Xsβit )

= Ad (gas
'

)Ancv ) tgoso( 2)

↑ 1

Ais G -iko



curvatureof

Z
,
W E T(P. H ｣ のとき

LZ ,
W 3 は T( P. H) に 入 るか ? ?

それを 計 るのが Curvatuwe FA である ｡

A connt -fors onP

dA : P よ f- valued 2- form

Lem X
,
YEf

,
VEHU

(dAlus tiiYi*
]

=- [ X
,
YS

dALu
( Xo,

*

,

2 ) = 0

∵ ) A (X
*) = X coust [ X . YJ

世

ぃ

dA) (X * Y
*

) = X * AY)-
Y

*(A(X*) ) - A(CXYYJ)
= 0

= 0

= - IX .
YJ

Wu
V E HU を WETIPH ) N eXTeUd v

{ XY ,W ] = Rexpe- tx｣ (w) (た｡
dRg (H) = H より .EX :WJEPCP. H 3

dA (XY :ω ) =X*LA
｡

- WIAIX*J ) - A (EXTω3 )
= 0

= 0
《



A .
Bof

-wadredt - forom A = IAiDXi

AL . BJ =ƩAMA; DIXU .

X; J ERCP)*T
c.j

とする

政 of :abeliar なら LAM BJ = 0

EXC Z
.
WE F ( P) のとき

CAMAJCZ .
W ) = 2 [ ACZ) ACW｣} を 示 せ

bef

conut- form A の curvatave とは

FA : dATI [ANAJ

政 FA が G - ionvavidnt を 示せ

Lem より
､

X
. YES

,
Z
,
WETCP, HP

FACX 女 Y
*

) = - IX . YJ な 2 XY ] = 0

FACX .

*

W) = O + [AL ×*)
,
ACW)] = 0
→o

FA (Z .
W ) = dAL

.
2

.
W ) + o

= ZLACW ) ) + W (ACZ))-ACZWJ )

=
- ACZ .

WJ )

､ FA は EZ .
WJ の vertical 方向 を計ってるい



上 FA = 0 flat couw という

印lH は inTegoable distribution out

( FA = 0 FFE.WETCP .H ) ,EE-WJEPLP-. HD

< ､フロでニウスの定理 より
､

UE P を 通 る H の inregral utd QCP

を 得 る ( TEQ = H )

Q は P → M の section Cor Mncovering)

S
. t

. PE MXG TM = H

つまり A は ( local) tvivial conar

～ QQ

… Mµ
v

V × G d
一般には､Mawvering

G 11 ー
ecx ) = ( 1

.
e) が Q に 対応

v



巫 FA の local 表示

Aa = {
^

)
*

( FA)
,

Fa :=$
“

)
*

FA

このとき ｡ Fa = dAat I [Aan Aa ]

を 示 せ
. Fβ= AdCJas') Fα

< . FEPCM ,PTTMDPZ ) い



parallel transport

P @ G H Conr

↓
M f : Lo

.
1 ] → M piecewise smooth curve

f od = x

UE π'Cx ) fix

Def f : f n horizontal lift とは

δ : Lo . 17 → p . p - w smooth S
.

t
.

V0 , = U ,
π
IJ = 8.

f
'

Lt ) ε H ict ) ( tEI )
ィ

.

Prop P は U に 対し unique
～a
f に 存在 するい

coclsection
｢

i
:)

s
の
∞

:
x～m π(ひα ) ≈ V2 × G

もとめる curve δ とすると

δ (t ｣ = d( oct> ) gct ) ←｣ ( ct>;gct ) )

δ '
It ) = dRgct

, d
$^
(
O ' ct,) t δ ct >g- ' it,g' it)

. .A
I
'Iti } =Adigct ,

"

} Aa ( δ (* ) ) + gits
'

g
'

ct )

よって



IIt ) EHict ) inof

{⇒Ad( gct;-
")Aα ( o '

(

t))tg ( t5"
g

' (t) = 0 ⑧

O
. D . E の sol n exist & unique より

現 Igct ) ふ t . & U =S '
(

x )glo )

つなぎあわせれば horizontal liff δ を 得 る
｡

Note ug から 出発 したら

ictig が hovizoutal lifta

Def parallel transport }

f : curve in M ,fosx , fcl = y とする
｡

車 (6 ) : Px = だ (いい →Py =だは )
儿 儿

U =δ CO ) → P い P

により
､

G - equivalentdiffeo を 得 る
｡

δ に 沿った purallel trausport という ｡

Pc Pr
δ : L00 p のさき

～

ug或王 16 kngに 車い以( 値UΛEo3

δ

i i
～ xσ

δ



divectional derivative

P G conulHorconrI -forunt
↓
M is associared vector bundle 上 へ

U : = P% V

f curveintM es if Gorliftiap

S
.

t
.
8 c 0｣ = U

このとき

ID . IaCU . UJ →E TCS, VJEWY

δ に 沿った parallel transport

( welldetined , Iは Linear isoe )

異 なる 点､ x. y の fiber 4k . Uy が比較

できた ! ! の 方向微分ができるはず
｡

Def SE TCM .I ) .UETZM

8 : curve inM dt . tx ,ts 2

.d : =t
笑車16*5 (λ1にはリーt

どちらもの元
Woux

AS
男 ーい(3 *)
{(x )



explicit formula of 7

P A π
"

(Vα ) ≈ Va × G
↓
M by S

:
Va→ P local section

U = P % V V の basisei,
"

…

, er

このとき Ci : = [ " , EiJ ER(Vα
,

4)

e . ,
-
-

,
er は local trare oft

gctt sol of

* Adlgct) 5
'

AaL 6 'ct))+glt
;

"
g

'cty= 0ing

IO 1. gtI ) EV∝× G が U - lift of iit )

とくに g ' to ) = - Aa ( t ': o｣ }

また ､Pのにoの → ひの × V
Ψ

eitor) ' Cx
.
ei )

1[ I ( δ t,''Ceilotu) ､ ( x
, β (g(t)) e0 )

そこで
Rueio lx , te ( gce ; ;'ei ( t= ｡ )

= ( x
,

- de ( gio , ) ti }
*
= Cs. delAacw )) ei )



. 7uei = dplAajei ( ial. -… r )

一般 の Sectionsei に 対 して

は
､
ライプニッツ 則 を 使えばよい

i
.

17 . Ʃ に()t る dpAa ( o) ) )ei
(
｢

= 1

( NETxM )

そして XE tCM )

7XS =Ʃ X (s ) t dp( Aa( x>)ei

を 得 る

そして TfXS = FXS ( OfECCM ) )
.

そこで 7 : T(M .

4 ) → PCM
,
TMDU )

女 → ピ
を ( 17 d) (× ) : = 7XS と 定 める

｡

このてき ｡ 17 linear

｡ 7× f)= XStf 7X{

( FECCM) XEECM), SE T(M .
4 ) ]

この 7 を Covaviant devivative という



local には

7 = dt do (Aa ) on Va

( β : G
→ GLCV )

)dβ : fs zeCu )

より 一般的 な def

Def P : E→ M vector hundle

E上 の covariant derivative とは､ TCM .

E) 上 の次 の

I . st order diff operaror

い ) D : PCM
.
E ) → TCM

.

TTMRE)

( 2 ) 17(f5 ) =afs + f 7S ライプニッツ

( FECCM), SGPIM.

E ) )
ィ

f : curve intM fo , =x .f = y

このとき f horizoutal lift とは

δcurveinE d .t, p( 8 ) = 8 . Do ' T = 0



locally 7 = dtAa onVs

A の
: ge ( z : R) - valued - forr

δ Ct ) = ( t). UCtJ ) EVG × R
"

.

でtノーA の ( 6to linear OD
.

f

ま (8 ) : Eatv → f) ε Ey linear isom

parallel trausport wr
.
tD

国
E

E

M

Def P : E → 4with17

SEP ( M.

E) が parallelsectiou とは

17S = 0 となることと

次 は 明 らか

｡ 7S = 0 D curve ,Iλ) = d
｡ Mcoun とする

｡
7S = 0

⇒{ はし .点 2｡ での 値 で 決まる



curvature of 7

P : E → M with 7

Def X
. YE DCM )

R( X . ､ ｢) : = V 75 - DYX- DCメッコ

RLFX,YIS = RCX . 5 Y)S = RCX
.

Y) f$ )

= fRIX
. Y)S

( EX . YE HLMJ
,
TSETCM.

E) EfFCLMD

を 示 せ

｡ R 1X
.
4 ) = - R ( 4. ×) を 示 せ

この Etc より
, R E PCM ,

NT*MDEnd(E))

π ←
G with A n FA

M

U = P % V D = Ut UP(Aa ) An = S
の*
A

陟 R = ? ?

prop R is locallydp(
s* Fal

( dp : of → End ( v) )



proof Dei = dp ( Aale . = Iwi; kej

I ω 'jli-; Ua 上 Eud (v)値 - form

VT , C : = IXLWjlY) Je ;+ Iw ;ly )w (x)ek

. . RLX . YLC := RT - DX - DEx.slei

= Ʃ X ( ω^; ( y)) - Y (wi; ( x)) e;

+Ʃ (ω i; ( Y) ω
'
k (x) -wi (x'w( r ))ek

- Ʃ Wij ( cx. - 3 le:
= dP ( dA . tILA αNA の JJ ( X . r ) e:

= dP ( S
*FA) ( X . Y) ein

GIV

← G A om→ = 感
V 7

M

Votr G - inv vector

S ( 71 ) = CU . Vo} section of ψ

& 7 .f = 0 lie. paralle 1 )

し :7ndodef より )



S Review of Riemannian geometry

M9 ) Rieum nfol

7 covariant derivative on TM

∞ n ぃ On TK' M = TMS TTM

by -P * XL ) : =* X .t X . * R"が

｡ Y ( φ(x) ) = : φ )(x) + φ (YX )

Ex gt TCM .
T
'
M )

7 g = 0 D 7Xg = 0 ( EX )

> × ( g ( Y . Z ) ) =7×Y ( Y .Z )+ gXY. Z)
+Y ( Y, (T×Z )

7 g = 0

装 parallel trausport で

長 さ
､
角度 は 保たれる

17 への 自然 な 条件 >

f E COCM)

DAf EPLM .
T '
M )

このてき

V af ) (y) = df) ( ×) FfGCOCM) .
.
YEHCM)

(>TLX.Y )=XY- KX - LX. Y ] = 0



Def (M . g ) Riem mtd

7 : Levicita coun とは

7 covaricut derivativeUn TMa. t .

79= 0 , T = 0

Thm
( M

. gI 上 L - C -counは Unique に 存在

具体的 には Koszul formula

X ( 9 ( 4. Z ) ) + Y& (Z.
× ) ) - Z (g (X . Y) )

= 2g ( xY , Z )

+ g ( Y, [ X. Z3 )+ g ([ 4. Z], ×ノ - gCE . CX.行 )

Def II L - C connection

しての curvature R を Riem curr Tensor という

R ( X.S ) Z : =NYE - Z - X .-s.JZ
( 1. 3) tensor

OL RCX .
Y
.

Z
.

W) : = YLRCX.
Y) Z

.

W )

｣



PrOP R は 次 をみたす

( ) R ( X. × ) = - R ( Y. X )

( 2 ) R ( X . Y
.
Z
.

W ) = - RLX
.
Y
,
W; Z )

( 3) RLX. YJZ + RLY. ZIXT RLZX) Y = 0
( 第 1 ビアニキ 恒等式 )

(4 ) R ( X. Y.
Z
.

w ) = RIZ . W
.
X.
')

( 5) ( 7× RJ ( Y .

ZI +KR ) (Z .

×) +RERJ (X. Y) = 0

( 第 2 ビアンキ 恒等式 )

NoTe ( 1 ) ～ (4 ) より

RE TCM , SYNPCM ) ) I
I symmtensor

local 表示

local coordinate (x , ,
…

,
xu )

20 = 最でじ =

1 ｣ … ､ にとすると

Di の i= 違 やた ;る eと 書 くと ､ Kosl公式より ､

アg に
e(
Jigik + Z ;gik- akgij )



玉

X = Ʃ XZ : E FCM)に対して Ʃ Tkizi
d ぃ

～

72KX = 高 :2 : +Ʃ XiDak 2;
j

= ( +場で× i) 2i
と書く

政 の Ʃ の idxicI とM) に 対 して

Dak のこ Ʃ Nkdi ) dxi とすると

作 す｡ = 2Kα｡ 一寄 2;良 を 示 せ
ぃ

e
R ( 20

.

2; ) ax =Ʃ Rijkeae
g ( R ( z, γ i ) Jk .

2e ) = Riike に Ʃ Riiks gse )

により Rijkl , Rijke を def する
｡

Prop より ､

Rijke = - Rjike =
- Rijek

Rijke + Rjkie t Rkije = 0

Rijke = Rkei;

7p Rijket Rikipke t iRpike = 0



Def

Rij : = 凸 Rkojk = R; o ) Or

Ric (X . Y) = Ʃ RijXiyo =Ʃ Xiai

による (ω. 2 ) tensor を Riccicurvature という

Def
Scal = Ʃ gisRij E CCM )

i .j

を Scalar curvature という

Def
Eoj = Rij - goj

をtraceless Ricci Tensor という

tv (E) = Ʃg; Fij = 0

Def

Ric = λg ( ☆ coust ) となる (M
. g) を

Einstein nfd と T う
｡
( dim M 33 )

ー

( 2 ) Ric = 0 のとま Mg } を Ricci flar manifold

( 3 ) R = 0 n τ き Mg ) を flat maritold

( 4 ) Rijke = C ( gik gie - gik Jie ) の tま

R は coUSTAUT CAVVATUNC EI'
S



Ex Calabi You
,
Ga

, spinir) .

hyperkahler は Ricci = 0

正 ivr syomspea Nearly ka hler ,

Einstein - Sasaki . quaterrionic kiiiler

は Einstein

( see
"

Besse
"

)

( M."g) couu ( U ≡ 3)

Ric = fy (fE CO ( M ))

⇒ f = consta

また ､(
M . g )Einstein B E =Ric-g = 0

pwof PXR も prop のしい ～ (4) みたち

また ,
7g = 0 より

､

constraction Rijke → ƩgkeRkije

は 7 と 可換

i. e . N Ric )ij = Ʃ gke R)kje,

RyScal = Ʃ gke Ric)ke

Secoud Bidnchi

Ip Rijket DiRipke t BRpike = 0 を contract



Ʃ g ×
(DPRJijke=- Ric )jetRiclie

c
.
Ʃ 2

ge Ric) ej= TIScal

Ricij = fjij より
､

Ical= nf

再びび 上式 へら代入 して

X (5) = InX(5 )E -H (M ) )

" , h33ならXH= 0
.
Mcor tり f= coust

とくに E = Ric 一g なら
､
Scaに coust

となり ､
Einstein となるい

grad , div .
0

M1
. Y ) Riem ufd

TM 音 T
*

M

x (M ) = Rと M )

X = Ʃ x
"
a . → φ×=Ʃ gijXidxo

Xφ=Ʃ gii φ% ∂｣ ← φ= Ʃ. φidx "

bef fECCM )

gradf : = Xaf =Ʃ gi
;表｣

( i . e .g (gradf .Y ) =YE ) Y )



bef φ=Ʃ 4idi E R 'CM )

div φ: = Ʃ gi: t なφ i ( =ƩRφ )ce:) >

ECCM)

X=Ʃ XiJ . EHCM )

divX : = div φx = Ʃ DiX
"

fE CCM),

of : = - divogradlfl
= 一 Ʃ 7 (Rif ) ECCM )

volume element

( M
. g ) Riem nfd orienred

rU M ) の nowhere vauishing section として

g と 向 きから volume eleweuT volg を 得る

(a , on)positiveo .u . fofTMETM

volg : = Wir - non

正 の localcoord( 4,
,": xu )

⇒ volg = IgijsIxin. … ndxu



政 XE FCM )

Lx ( volg ) = diX )- volg を 示 せん



S Spin connection

( M
. gl oviented Riem ufd

SOCM) : asocu, Acct 7
: LeviCivita

M

{Te ,
, en) : positiveo .n.

frame onVa

Aα= の
" Acc : Un上 Sucu)-valued - forve .

これは ､7 ek =Ʃ g ( rek . ei ) e;

= Aa ( ec) となる

さて
､

SOCR) MCR "
)

by
U . Vt Rn

U( . 2 ) ( x ) : = CU
.
x 7 U - < u

.

x 7µ

そこで
A α= I Ʃ g ( Dei ,lleinej

i.j

であり 7 = dt Aa on V.

同様 に R も

RCX
-
Yに g ( Rix .Ylei､な ) einなon どn



Lie alg of Spincu) ( Qn : kIは . 4. 4
)

SpII ( U ) Iは GLCM : k ) の Lie subgroup
c
"

spinin)は K (m ) の Lie subalg

a
.
bf spin iu )

Id . bJ : = ab- ba in Clno

prop spincn ) = seieilicj7

prof
explt eiej )=

Ʃ

)m

= CoStt Sinteie;

= - (Costeitsinte ; )(costei -siute:)

ε Spincus & fD ) = 1

s .
f
' co ) -eiestspincu

' . ceiej I icj 7 cspincula so(n )

die = (2 ) より Ceiejlicj ≥ = spincus
R

ィ

Ad : Spin iul → SoCuI の 微分は



ad = dAd . spincu ) →s0(U) CI

adCa 7 x = ax -xa (a -spincu )
,

xER
"

)

政
adleilj ) = 2 lirer

己
double cover なので

NoTe
CoSIt -Sinct

Ad lexpt e, e2 ) ) = sinzt CoSIt
⑥

1 #

∞ in Spincu ) 0 Im
- 2

1 .

ミ
] .

d
in So(ul

ィ

M y ) spin utd とする
｡

Spin (M )
→よSO(M ) A

,

王 : spinin1 -eq

より I
*

A coun - orer

M

bet
A : Levi Civita coun on SOCU)

8
f
cwan on Spin (u) を Spin connection

という
｡ sPin (n3 ≈ so (n ) -valued1 -forr

ィ



2 S = SpinLM )% Wr 上 の 7 をみちびく

local 表示 は ?

s の = Le . , -, en ) local section of Socus

S
~α

local section of Spinu)onVょ

S. t . ま (5 = S
の

fl
,

…

,
fr basis of Ww をとって

力K= [ 5
の
､ fKJETCVの ､

S )

ゆ.
…

; to は local frameofs

このとき

17 = 4 Ʃ g (Dei ,el eiej がk
i-j

-

: ) diAd (eilj ) = adleie; ) = 2 eire.
掏

spiniul AWr
{

spincu ) a wn は Cliftord積
do

曲率 についても

α *｡ まや (FA ) = 4ot)*
(

FA=S α
*

(FA )

より
､

Ra = dD *FA) より



DonS , seis local p. o -

af .

7 a dt I Ʃ g (Dli, e;leie;
ILε

その curvatuve ! よ

Ro ( 4 . Y) = 4 荒 gCRIX .CRiemei,
eileie;

CUVO

ε Eud S)(

poperties of Spin coun

く
,
2 spincul - inv inner product on wr

s I に fibernetcic <
,
7 d . t .

< X . 4
,
47 + cφ . × .47 = 0XETπ MxEM

t
φ
. 4 E $s.

これは 7に 関 しても 保存される

- ) ｡ 7 は Spin (M) の conu か5 induce される

{ ｡ 〈
. ≥ は Spinchl- inv

)< .
T

は parallel wir. t 7u
c

.

X < $. 47 =<x か× 7 +<$
.
24>

同様 に

Dy ( X. $ ) =RX . 4 t .かか
tX
.
YEECM)

“

DETIS)



吐 4
.

4 G TLM.
S) どちらか pfsupport

4 4 ) : = ) ( 4 .

47 volg
M

Connection Laplacian

X . YEHCM) ,

にメ Y一 と とする

PIM.
$ ) 上 の 2階微分作用素

Ro (X .s ) = い 一 X に 注意｡

Def

S t の conn Laplaciaa を

7
*

7= Ʃ Rece : se: 4 u
.

nf
¿

Prop Mg ) cht spir rtd

s < ⑫* b. 4, woly = KB $ , 1747 0lg
ie

.

N
"
*

17 か
.
4) = 7C. 74)

と Cに (77
*

4) =回 る O

これを 示すために 発散定理 をもちいる



Lem ( 発散定理 )

( M
. g , cpt Riem utd ② n=4)

⇒ Sin x , vulg = 0

2 M4中 ､ n : 内向 き単法 ベクトル

I aiv (x )vulg = f (Xi- n 'lriyhlam
M JM

ここで ∂ M には g からの metvic を 入 れる

pwof 2に 中 のとき

カルタ名 の 公式 Lx = d iLx) t [lx , dOURCM)

. .div (× )volg = Lx lvolg ) = dicx, volg
" . )divix )volg =fudlicx )ody) = 0M ァ

by ストー 7ス

2 M キ 中 のでき

= Srin icx 'volslam =San ( X､- nilrmvlam
ィ

pwof of pop

まず DR ε T(M .T
"

U) であり

T* Mnfibernetricく ､ > で 内積 をとる



つまり ､ < D や､
174 >=Ʃ< Dei ゅ 7K: 4 > .

さて ､ g ( v . w ) = ー <感力 ､ 4 > (EWE *M) により
､

VF H (M ) を 定 めると ､

Ʃ ei(g ( vyei ))=- e: < Dei $ 4 >
i

1 = 一 Ʃ∠ TeiDei4 ､ 47 t<Ki や .

Te_ 4>

Ʃ g ( DeiV , e . ) + g ( V
,
Reie: )

<
. div ( V ) : CD

"

D $
.

47 - < D4
.
747

a .
{

y [77カ , 47001g =\
n

く 中174701q
ぃぃ

( 7
*

D 4
,
4 ) ( 7や ､

174 )
,



S Dirac operator

D=Ʃ 0onClR ", Wn )
Spincouw
σ

3 D = Ʃ einle : On PCM. S )
1
Cliffordwulti やっと道具 がそろった! ､｢

( M . g ) spinmfd . Spin (M ) spinser

( D
.
Wn ) spinor rep

S = Spin (M > tWa spinor bundle

I spin counection

ee
, ,

…

, en )
: local o. n. frame

Def

D: =Ʃ C - E.: PLM. S ) → PLM .
S)

Ist ordediffopを Diracoperatoという

D OR R
"

, DEO = D
*

D

Don M . D
'

z ? ?



ideq 1 一咳 ×= Ro ( X. C) onS より

cal Ei. e; - IRolec. e ; )=Deje - IRolej . e: )

syaser wir. r . i.j

( b) ( eie; tdij ) = - Cejeitf.j )
autisyacer

: . Ʃ(a ) ( b ) =- Ʃ( a)b ) =
0

i .j j
.
i

Ʃ Leili + fij ) ( Ce; - ÷ Role: e; ) ] = 0
= - 7

*

D t De - 亡 Ʃ ec - e;
- Rolei

,
e; ) = 0

Lem D ' = Lei.ej-ie;ー

: ) D=Ʃ CDe:) ( e ;7 ey. }

= Ʃeiej pe: Peste -e ;). Des

= Ʃ eilj Cie; t ec .e ;eieit e.e
;). Re;

さ 7 Neiej =Ʃ Wlei); er

ce , "
, en) o .u ' f i . w ; twf = o

そこで Ʃ ei .e ;Reieite .-ej). De;
c.j

= Ʃ eitsLe)ikDektCcLe: ) ; Re;
ω ω

= 0

. .D' :IIli.e;eie
;"



Lem II eieRdei. e; ) = IScal

-) まず
Ʃ

C .- Rol X. eo ) = - IRicXl を 示 す

( ここで YCRic *) . S) = RicLX-
s) )

Rijke = g ( RLei. C; ) ec. ee ) とすると

Ra (X . Y) = 4 Ʃ Rijkexiyiecee

< : 12 Ʃ ejRo ( X , ex )

= 3 Ʃ Riskexi
'

ejeree

= Ʃ (Rijkex
'

bjecee +Riejktiletjlk
+ RikesX

'

ekleez )

= Ʃ (Rijdex
'

ejeree

t RiejkX
" (-2 fejec +2fekejtl; bcee )

+ RikejXi ( - 2 dejekt 2 fkjeetejekle ,
= 2 Ʃ ( - RieekXekt Riejexies
Bianchi

- Rikjj tectRikek xiee

= 6 I Reiek Xiek = - 6RicX

そこで 亡 Ʃ eiejRolec . e; ) = -*Ʃ eikiclei )

= - 4 ƩRiclielile = 4RDio =4 Scaly



Thu ( Lichnerowicz )

D
'

= 7
*

17 t 4 Scal

Cor ( vanishing thar )

M
. 9) Cpt spin mfd

Scal ( x ) 70 (EREM )

or

Scal Cx ) ≥ 0 EREM ) & SCaIC0) 70

⇒ HCD) = 30 }

HLD) = 1 φ EP(M .

S ) 1 Dφ= 0 S

sp of harmonic spinors ( Diracfields )

proof D φ = 0 とする

0 = ( D
'

φ
,
φ ) = L 77φ, φ ) + 4 ( Scal - φ , 9)

= ( 17 φ
.

(7φ) t 4 Sscall φ"wo scal 20る 0 M Z 0

.

: ､

7

φ= 0 ,
"

. 7 ' ×
.
φ 7 = 7140 = 0

141 = couST
.

Scal t0770 f o - fuscalie' rolg aり
φ≡ 0

c1



properties of Dirac operaTor

政 fE C
'

LM )
.

φ

ETLM.SI

DC5 φ 1 = qradf) - φ tfD φ

principal symbol localに
¢

D = Rei -Dec =Ʃ go
;最逮 り(: +Aα )

for 3 = ISI dVE T "M ≈ TxM
.

JS ( D) pr syubol = F1Ʃ igi;”
= f1 . ε Eud(5)

x

とくに oなら引 こー < 引 > Id

= 5く∞ ) )

; D : elliptic operator
4

formally selfadj
4

.
4 t TLS ) どちらか CpT support

< P 4. 47 =Ʃ ceiDe : φ.

47 キ

ニー Ʃ< てei φ
.
ei - 4 >

= -Ʃei <φ .e . 4 > - <φ .Reei) ｡ 4>
- <φ, ec - 7e: 47 )

そこで V E F (M ) を

g ( w こーくY ､wY ? とすると



div (U ) = - Ʃ g( leiV, ei )

= - Ʃ ei <φ
,
e047+<φ

.

( Tkie: ) . 47

' < D φ. 47 = div (U) +<$ D 47

c
. div thar より

､ fin volg cz

( D 4 .
4 ) = [ 4

,
D 4)

cor ( M
. g ｣ Cpt spin

⇒ HCD ) = HLD
'Y

: ) くは 明 らか D
'

φ= 0 なら

0 = ( D 'φ . φ ) = ( D
4

. DYJ =15φで

< . D φ= 0 1

このように

D . TLMS ) → TCM .

S) Dirac operator

⑧ - st order elliptic

m formally self ad

) Cp + (M . g ) 上 で D のスペクトル 分解

ができる



正 M = RR =S S = SX 4
,

D = - F1 相
( flat )

L'CM
.

S) = の Ie Er =<eiwiθ?
¢

UE2丸
eigenvalue = ne

学 = Ʃ aneimo

UmS' tcole
- im G
dθ

ィ

ンの 巨メの 一般化 が cpt Spin ufd 上 で 可能

Thm ( M . g ) cpt spin ufd

D のスペクトル分解 On
L
'

CM .S ) =TLM
.

⑧ Ex : = Ker ( D - tid) CL
'

CM
.

S )

{ dimc
Ex = UCd ) < ∞

Ex は smooth section からなる

SBecDB= { λ 1 Ext 3QSY C R

Spec discreteset,上 ､ 下 に 非有界 (入→±∞)

L ' ( M
.

S) = ④ Eλ
λ E SpecBJ

complete 0 .
1

. systea 3 ti} がとれて

φGLECM .

S ) は φ=Ʃ しφ
.

が ) がイ



dimM = 2m

S = St *5 XL ｣
±
) CSF

171 ｣ ±) ( J
±

-
: φ ET( 19. S

±
) ⇒ D φ ETCM .

SF)

そンで
D = 品 8 onTCM

.

S) * ア(M5)

D
2
=
5Dt 0

>σ D
+
D
-

ィ

Note U - iau
∞

7≡ 3 mod 4 ⇒ SpecD) は 原点対称

( ∵ )n = even

D ( な ) = 入 ( 笑 ) JRφ 1

BD _な ) =一装炎 )
= オ J

4

U ≡ 1 mod 4 UnC Clu の 実現 より Wh に

Spincul - eq &Un の積 と 反可 な

real stror quaternion sto J が λ る

ns kerD へ 遺伝 DY=λ 4 ⇒ DJφ= -×Jφπ



Atiyal -Singerthevrem : outline

S Atiyah - Singer index Cout live,

Heat operaTor (M . g ) : cpfー

p : formal seltadj llipticopOnTCM. E )

7} tiS C . O .
U
. S .S -t . PtO =λ ii

0 ≤ ≤ ね ≤… とする
～

φ = Ʃ . (
φ

.が ) EL' CM
,
E)

,
t 70

_t P

e [φ : =Ʃetし φ) がとする
ia ,

t 70 .より
､

c scs で e
- td

→ 0 ( rap idly/

<
,
e
- t '
(φ ) EPCM

.
S) I C一級少

～→ 積分核
Ke () .y) : =Ʃet が( ) めがy )

じ

る. とについてピー class

e
-t '
( φ) = /

µ

kt (x
. y) や ly) volg (y)

Op - trae をとれて

Trle
- tp ) =Ʃ

e- ti

= 1
µ Triked(Euylg ぃ



MJ ) n = even spin ufd Cpf

(
0 D

-

)
.

2 D
- Dt 0

D =
D + 0 D =

0 D
+
D
-

まず D * = D より (D
±)
*

= DF

H( D) = HLD) より ､KerDkerDiDさ

さて D
-

D+= DJ
*
D
+

norregative op

heatoperator of DDT, DtD
を 考 える

µ to

b: EU ( D
-

D+ ) →Eu ( DD
-

) isom

: ソ
カナ ε EULD

-

D
*) < TCM

.

S + ) ←

DTD - LD+ か ) = DTLD
- D+A ) = µ

D

+

< Dt 4t ε EuLB
+

5
-

) となる

D
の

逆 写像とて µ D -: EulDD-
)

→ E ( D-D
+
)

をとればよいい
そこで

tr ( e
-
tD

-

D )

- tr( e -
tp 5)

= Ʃ e
- tur

- Ʃ e
ー tU



0 以外 の 固有値
､

重複度 は一致
- tlt - t9～

= Ʃ e ー Ʃ e
冊 9- = 0

ー

= dime kerD
-

Dt -dimDD
-

= dimckerbt
-

dimakerD-

L t に depend してない ?

Def

ind ( D) : = dimekerDt - diuekerb

を D の analyticindex eう ィ

- tD
-

Dt - tD
-D-

e , e の heat
op をつかって

indDD= ftrlketi .xt- ke (x- x5 ) volg
P M

t によらない

t → to で 右辺 を 漸近展開 する

1

Kell: yi_ Kecxcy
)～ 4 πexp (-

4月 ( θo (uco) +

tt θ
.
Cx

.
y) + - … )

. indD ) = Sy tvr l . c))volg



積分項 は

A (TM) という char class の n - form の pact

に 一致 する ! !

A ( TM ) は A - clas｣ とよばれ

ポントリャーギン dassn poly (see Milnor )

( TM) = 1 - ⑭ P､ CM1
E 氏

4

G
(48

ナ
.

(_ 4 PLCM)+ 7 P. CM｣)
27 . 3 : 5

t 一

G H
*

CM
.

B )

例 M cpt ntd 4 - aim

丑Sµ
^

(TM ) = -4 SMPCM )

Thr Cindex thu )

( M . y ) upt spin ufd

⇒ indD= SM( TM)=
:ACM )
Agenus

Vote ind (D ) は gによらない diff top invariauty

Cor
M SpinStV が λ る ⇒ ACMIEZy



Prop
M : 46 - dir cpt ufd

δ
.

t

. A
^

CM ) キ 0
.

W ((M ) =ω(M) = 0

⇒ M には Scal 20 となる g は 入 らない ｡

:) もし
､
そのような g が 入 るならっ

(M
. g) spin utd with Scal 70

vavishing thr より HCDJ = 30 S

O = dimkerDt - dimkerD= A (M) 矛盾い

Note
divmkerDe -dimerpは diff top inc

- 方 diuHLD) = dim korbtt diekerb
-

は Y. spinsta に bependa

有名 な 応用 ( ロボリンの 定理 )

Thr M cpt 4 -dis ntd W CMI = W(M) = 0

⇒ σ ( M )は 16 の 倍数

L 4. g, Cpt 4
- dim spin atl

なら divmkerb ±=even を 示
す

Q
4 ⇒ H (2 ) □ け? = 44

QKXC45 め E . V
) OBV .ZE 44



< .W 4≡H44 ,W
4I H ≈42

H Λ HXHS LPVJGVFGH

により
､四元数 Str がり ､ 明らかに

これは Spin (4) - ef である

±
∞ q- str on S

, compatible with 7

の ker± ) にも q -str が 入 る M
8kt4

アでも OKK

. dimckerlD ±) = evena

A -5 - index thr より alg top の fact

P (M) =-2 ⑭ JPCM) = IrCM )
が even となる

ン : で Q : ( M. RI × HEM, R) → R

φ
,
4 ) t→ Jn 4 r 4

はげ (M .R ) 上対称 2次形式

σ ( M ) = Sign ( θ ) U

74 - dimtopoutdMoS . t .

σ(M 0 ) = 8 , w, (Mo )
= W
. (Mo ) = 0

～) この Mo に diff str は 入 らない
《



S Eigen value estimate

(M
. g ) Cpt spin mfd

D
'

= 7
'

17+ ④ Scal λ F SpecD(
'

｡

i "
'

2 4 min Scalcs
CEM

もっとよい 評価 がある
｡

S
.

TM
'

associated bdle of SpinCm ,

Sめ TM ぃ

S め TMESDS31z ( WGPR
"

≈ Wi の Tw )

h . w of Spin iu /

しI . … ま ｣ めくい . o … 0)= し上 …よ)
*

(% ､…

y SpinC 3 ) = SVC2 )

δV( 2 ) 24 ≈ V . spin y2 - rep

SVC21RSCE) I Uk spins rep
( kti -dies )

このとき VI め Vi ≈ V. の V3

Clebsch . Goudam



WH BR
"

≈ Wa の Th を 与えよう

T: Wa めR つかめひ → いか ε Wa は Spinini- eq

. : )π (ゅめ U ) )=π (Yゅめ Adig) v )

= 42 g -") .

4$ ｣ = g .u . t = g .π (かBv)
ィ

.
. Th == KerI は Spinin ) - inv subsp

またに Waコー Ʃ ei ゅめeEWn め飛
も Spin (n ) - e6 ,

in' jmap

st
.
πol = id

c . Wi め RWrPTh livredacible decorp)

具体的 には

φDV = - Ʃ ei- v- φrei

+ ( 4め V + Ʃ ei- U- φrei )

また φ = Ʃ φ pei E WSDRU

φε Th = Kerπ i ⇒ Ʃeli =on

Nore n = even

Wh
±
D B" ≈Th さすWi



すべて Spib (n ) - eq より

Z SBTTM E SDTMISS 31
z

S312 : = SpinCM ) xkerl
β

twistor bundle cuう
79 bli TM

“

neil ( 17 も分解 を 保
っ
)

D : PLYT ( S めTU)
や

prop 1 川

D=Ʃ e. Dei = Tπ O 7 P( SDS
310 )

( T: SDTM → S poj )

では ､ π3にこ S め TM → 53には ? ?

Def Penrose ( twistor) operator

P - = π37: PCM. S)
→ TCM

.

S32 )

explicitly .

P φ) = π312 ( 2 De:φ pe: )

= Ʃ ( De: φ tH ei . D φ ) *eo

φ E KerP = 3 φ ETCM.
S3 I P (4) =0S

を Twistor spinor ea Sa

llore n = even P
±
: TlM

.
S ±) → TCM

;

S者 )



p a forwal ) adjoint は ?

ie
.

( P φ
,
4) = ( 4 .

p
*

4;

( φ EPCM.

S)
,
4ETLM

.

S3% ) )
どちらかはCpfsupport

となる p* : TCM
,

.S32 ) → TCGM .
S )

Prop Pa formal adj op P
*

は

p
*
= - Ʃ巡 ) Me. on TCM

,

S
3z )

CTM part の product
explicitly interior

for φ= Ʃ LBeis . C . S ei - φ.= 0
,

p * (φ) = - Ʃ LTule:) De : ( S; re; )

= - Ʃ (rule : ) ( (De :φ ; )* Itφ ;* )

= 一 Ʃ De : φ. - Ʃ gcei , Peie. ) φな

proof y = Ʃ φ ixe: tP( S312 )
,
4 FT(S )

P 4 , φ 7 = 〈 Ʃ ( 7e: 4 + *
e
:
D 4) めes . Ʃφi めei>

～
ー

usfig

=Ʃ< De : 4 , φ:7 + nƩ くeiD 4
,
φ0 >
へ

→ぐ

Ʃ C: φ. = o
= Ʃ ei < 4

. φi> - Ʃ<4
,
7ei φi7



{ U=Ʃ<4 .φTCcE HLM ) とすると

= div ( V) t < 4
.

p
*

1φ)》 となる

あとは { nvolg をとればよいい

17 ～ D + P 実際

Prop
D
*

7= FD
'
t ptP

巡 g )opt spin ufd

3 parallelspinus } = Kert

= 3 twistor spiborss n tharmomcspinorss
ぃ ぃ

Keri KerD

proof ① ②

P
*

P (φ ) = - Ʃ Pei ( lei φ t seibe )

- sCei .Teies )(De φ t sejse ,
∞ ③ ④

① ③
= 一 Ʃ (Te. :De: φ -PReiei

φ
)

②

- 5 Ʃ( etD φ t eileikφ ))

t 5Ʃ CilD φ
④

= 1774 - ID
'

φ u



Thur (Weitzenbock type formula )

PP無 みD =-Scalぉ
m
～

geometoicsecoud order diff op の

“

よい LinearCoubi
”
は 回率 になる

亞
- C

"

ε + 上 8d +告 d δ= Ric @
τ
conformal killing op

proof of thm

D
'

= 7
*

17t 4 Scal

= P
'

Rt $ Dt EScal "

" I
"

,

“

一型
"

は con formal weight

g roy' =erg

⇒ D
'
= e
選'- " D .

eσ

p
'

= e
しょ - い σ

｡ poe
ー I σ

m

Thue ( Friedrich 's estimate )

(M" y)Cptspin utd , IaspecD

≡ nn, nin Scallx )
3( GM



陛 D φ= λφ とする

λ (φ ,φ ) =D
.

φ)

= ( Pp
φ

, . φ ) + 4 (nsSial4. φ 70 lg
ぃ

4120
≡
4MinStMIC)

1141k
ィ

W - B formala は vanishing thr や

( 下 からの) eigenvalue estimate を 与える ｡

Questiou C ｡
Cc

～

λ '
= 4minScol をみたす spinmtd

は 存在 するか ?

{ 存在 するなら eStimaie は Shurp といえる
｡

"limitingmtd " という

I
"

印
ョ
φ E TLM

.

S｣ st

P φ= 0 & D φ=±46｡ φ

P 4)= 0

⇒ R φ+ IX - DY = 0 LEXEACM ) )

B X . 1744 + Y. 7×φ= * g ( X. Y) D φ
tX

. Y
ィ



そこでご
"

B ヨチ ε ｢ CM.
S) きな

R φ=さ｡ yGAC" '
,

bet yl spinmitd

φ E TCM
,

S ) が Killing numberµ G ¢

の killing sp inor とは

7X φ=µ X . φ EXE ACMS

N.. µ= 0 ⇒ φ parallol spinor
a n = even

φ=φft_ killing spinor withlµ

⇒ φ ャ-φ - ぃ
ンµ

. 4 killing spinor ⇒ φ twistor spinor

proof D 4=Ʃ eile: φ= Euecei φ

= - nµφ

- : 17×φ t $ X - D 4 = 0
ィ

”
φ killing spinor , µ tk
⇒ U φ= F. Ʃ cei φ

,
φ 7ei is

killing vector fielda



killing vecor field *

[⇒ 4 の flow が isoretry

{⇒ Lxg = 0

(⇒ X (g ( Y. Z )) = g ( [ X. Y 3, Z)+ gC Y
.

[X
.

Z ] )

B g ( RYX , Z ) tg ( Y, E X ) = 0

pwotof = we
<
" .

U φ EHCM )

さて
､

7XVφ= F. Ʃ《 Nei) φ , φ7ei

t cei 7xφ , φ> eit < e:φ , Tx φzei
π π

µ X . φ GX . φ

µF
ほ t Lei φ

,
φ 7 7xe: ?

= FMƩ LL-X- X -ei) φ. φ 7 eiノ

tf. Ʃ《cei) - φ,
φ
7 eitcec-φ

,
φ 77xei ]

.

g ( × v φ, Y )

= FIµ CLY- X - XY. 14
,
4 > 十 ①

< ; g ( * v
4
, Y ) *g(

X
,7yv9 )=0



Thr ( M " . g )conrspinmfd with

killing spinor φ with killing numberµ .

⇒ ( ) (M . gI is Einstein manifold

1

( 2 ) µ= 広 n ( nーい
Scal

7X φ=µ X : x
よて MER Or FIR COx )

他 の Killing number があるならµ､

( 3 ) ( 3 - 1 ) µER (

µt0 ) のとき

φ は real killing spinor という
coorplete

｡ ( M.
g ) positiveEinstein, ⇒ cpt

D φ= ± 1
n
.
,
scat . φ2

m 〈 φ .
φ 7 = Lonst

. u 4 is killing vector

( 3-2 ) MEVIR (µ to) のとき

φ は imaginary killing spibor という
｡ ( M . g ) : norCPr negative Einstein

｡ 〈 φ . φ> は non coust fr で Zero ､
点 なし

. v 4 は con formal vector field



(3 - 3) µ= 0 のとき

φ はparallel spinon
. 4, 1 ) は Ricciflat ( Ric = o >

｡ い Y は tilling vector tield
"

Lem
φ killing spinor

IY : = 7x -µ X .

φ は 7- pavalel

とくに φ に Zero ､
点 はないい

proot of thm

Dyφ=µ Y - φ L EYEHCMIL

DXDY φ=µ RY 1 . φ T µ
'

Y. X . φ

. .RBLX . Y ) φ=µ
'

LY . X .
- X - 9. ) φ

ここで DXY- 7yX - [ X. Y] = 0 を 用 いた
｡

- IRicCX) . φ=ƩeRolXie: ) φ

= Ʃµ 'eidei -X . -Xeil φ
= 2( 1 - n )µ×X . φ

< ､ (Ric ( × ) - 4 ( n - 1)µ^ X ) - φ = 0



. 0 =Ʃei ( Riclei ) - 4 ( n-1 µ' ei). - φ

= ( - Scal t 4nin - 1) µ^ )φ

φ に Zevot よし∵

scal = 4n くn- 1
)

µ=

. … .Scal: coust
, µ

E R ar F1 R

S120) (Scako )

そこで ( Ric (X) - 4 (n- "µ
* × ) - φ= 0

(
Y . φ= 0 ⇒ U 11

'

φ = 0 )
φ zero点 がないので Y = 0

Ric ( × )= 4 (n-)
µ ' X =l4

.

.
" Ric = cg より ( M . 9) Einstein

µ= 0 ⇒ R. ic = 0 ( 3 . 3) 0
. k

.

ME R # 0 ) ⇒ Scal 70 Ric =cal.

cMgj comple te ならマイセース 定理より

Y ) CpT

また D φ= Ʃ eilei φ= - nup

= さ 2､ φ

とくに eStimateで｢
ご

"立



また XC φ .

φ 7 = < 7× 9 . × 7+<φ
.

7× 47

= (µ - µ ) < X - φ
,

4>

µ E R より ( φ
.
47 = const

.

< " ( 3 - 1 )0
. k

.

( 3 - 2 ) をみてみる U = FIb LER F 0 )

scal = 4I -) µ' co

M Cp+ とすると D
'

20 i かし D
'

φ=-b
'

φ

｡ : M noncpt.

さて X ( φ .47 =( µ- ) < X . 4
. 4>

= 2F. b CX .Y 47

G
.

( V 9 = Fi Ʃ Le: y ,

φ 7 e : より )
= 2 b g ( v 9 × )

ここで Lvyg = 4614 pg を 示 す

∵ )
7×V 4 = … = - bƩ<LeiX - + X - ec) φ , φ> e:

= 2 b 14Ʃ g ( X. eijei

= 2 b 14 PX

: . (v 4 g ) (
4

. 2 ) =g (DYv9 .Z ) + g (
Y

､EVe)

= 4 b 14 g ( Y . Z ) ル



そこで <φ ,

.

φ 7 = CoUSt # 01 とすると

0 = X < 4
.

47 = 2 b g ( U 4, × ) より

v φ = 0
< . 4 b 141 = 0 矛

: [ 4
. 47 は horcoust fu で

Lem より Zeo ､
点 もない

また Lvyga . g faCoCm ?

" I 4 は conformal rector field
/

Note X : conformal vector field

X の flowが couformal traasf

i.
e

.tetg =
egeλ ヨォ ε C(M )

今 L ×g = 24 g

胆 Lxg = 2 xg ⇒ λ= div (x)/n

twistorspilior
real killing spinou

imaginary filling spinou

Baralel spisow

harmolvic spinor

印 g ( SX . 2 ) + g ( Y , PZX )=mdiv( x'g( Y. Z /

( ES. EG HCM ) )
《



5 killing spinous

7×φ=µX - φ UXEACM )

⇒ M4 g ) Einstein
,
Scal= 4ncu-"µ

metric を gs ag @70) とすれば

µ=± 喂
,
0
,
± Ʃ に normalize

.

そこで
K
± こュ {φやCM. S × にさ Xφ

( or 士 ぼり
とする

dir M = ever φ=φ+ t 4_ → 4 =φャ - %

により Kt = K -

また φ killing G IX - DX -aX . paralel

prop
dimak ± ≤ 2

] -
dimWw

/

dim M = 2 R は Saalov曲率 = ガウス 曲率

. .(
M

' .g )withkilling ⇒ 定曲率



dimM = 3 Ric =og より

M.
(

'

g ) 定曲率 空間

o ( 6U
3

. g) with twistor spinor φ

⇒ U3LY ) conforarally flat.

dirM =4 ( see Fridrich の 本 )

M. 92 φ killing to )

⇒ (M4 g ) 定曲率

( µ= さ｣ ⇒ U4 . 9) ≈{ 480) )

φ parallel
,
M
4
cpT Spice

⇒ L 1M4
. g ) K3 - surface of flattores

d

( HO/(M) = SU(2 ) あとで)

Q dimM ? 5 killing spinor をも ) µ tdは ? ?

その 前 にいくつかさhw

Thm (M ; g ) spion with killing spinor
UC t0 )

⇒ (M
"

. g ) irreducible
as Riemurtel

凹
( Mi . Zo ) RPemitli = 1 . 2



M = M . XML

g = 9. x% TcM = Tπ V
.

M . *Tx
.

Mz

g ( V. tV. , Wt wa )

= g , (2. ,wi ) tg% ( U2
,
WE )

ンの M . 8 ) を g . )
,
( M_ % ) の Riempudouct という

( M .
g ) locally Ricmproduct n 2ま

locally redacible といいそうでないとま

Mys ivreducible という
.

E× C
ー

RLVit V.
, wi

+ wo ) ( uytuc)

= R
, ( Vi ,W . )U , tR .( v,ω; )U

. を 示
せ

proof of thm

φ killing とすると

ROLX
.
Y) φ= µ

'

CYX -
- X . Y. )φ

M locally reducible c すると
､

XE Tπ,OY , YETL .OZO =Vi×VCM

RO ( X. Y) = 0
,
9 LX . Y)

= 0

" µ to より X-'S . φ= 0



O

= X . X . Y . φ = - gCX. X
1Y . - φ

, Y. φ= 0 g (4
.

Y) φ= 0 0 n 2

φ に Zeco っはないのであった､矛盾い

Prop

( n"
,

g ) spinwitth killing spinor
UC t0 )

⇒ paralel D- form は

存在 しない ( pto - U 7

とくに (M . g ) にKihlerstr,
q
- kahlerstr

Ga - str , Spin (7) - str は 入 らない

out line

wip . - foorr

D (ω . φ) = C- JP ω . DeJT d53 ωJ . - φ

- 2 Ʃ ULei) w) . lei φ

φ killing 7ω = 0 なら

Diw - φ ) =µtn- 2ppw - φ

λ
"
≡ nµよりpt 0 . いなら w. φ= 0

O = 174ωφ ) :µwX - φ " W . X- φ = 0

⇒ (LCX) , W ) .φ = o



Cy 返 して WCX
,
… Xp) . φ= 0

φ zero点 なし ｡ ω= o

kahler paralel Irforer o

q -kibler ぃ 4 - forr ま

Ga -utl parallel 3 . -torn φ

4Spinol utd … ､ 4 /

prop

(M
. g ) locally symm ( 7R = 0) spir .

with killing Spinor φ

⇒ Mg ) 定 曲率

proof 略

(M . g ) with killing or paralel spinor

をみたい

｡ Syurspace 除 いてよい

. (M . g ) irr としてよい
universal

*. g
^

) π ( M. g ) covering . localisomety
(14 . g ,siuplycoue としてEよ



$ Holo nomy
と Berger の list

. g ) cour Riem utd

P = OCMI ROLM) = G
↓ Acce conn I- forur
M

8
f : cartee x～ y

ugo
車 6: P. → Py

u G - eq liffeo

x EM fix
,

uf Pr fix

I, CM ] = { O : I→MItF0CDx }

1T, 6 旨

更 Co ) Cu= U ｡( YoEG )

Ψい : 2x [M ) 28 → 9% GG

Lei
Ψn (2, [M )) は G の subgroup .

: ) 互tu) = ngo Id'ku = ugot

0I . ”



7-14

き OO 'DCU に() ) = ま Iugo' )

= 互 4 ｣ ( u ) go , = ( ugo ) Zo "

= U (Yo go' ) = いgo . '

< . g . To ' ε 2～ (2 x (M ))

6 _Ct ) に = i - t ) のhorizontalliftは｢ t )

δCnt )

" D感
き ( 8 . ) Cu ) = ugo

-

Ψ (σ _ ) ( U )% = 匹上 ｣Ug｡ ) = い

<
. ( ugo - ) go = u i .a- = go

"

G I. (2x (M ))

Def

Hol l M g ) : =IU(R (M)) C OCn >

Riem holono my goup (ホロノミ 群 )

H0 lCM , g ) : =出
(R ; (M ) )

vestricted Riem bolonomygroup

という ｡ R, (M ) = 36 FRCM )1 tuxconsthpS



fF RR (M) D " Nte uoug

∞” Lug (2c [M)) =

gT Ψu (R. CM)g

xnsy base pt clhage しても

Ψ( 2 x( U))=ま～ (RzCu )

a -→ 2

～
～

L

Fact - HolCul is Lie subgr of olns

. HolCMs is id councompof4 oku )

. Y (M) : = Lie ( HOLLM) )

Lie subulg of
Ain )

ィ

(
Fac )u は β ( M ) に 値 をもっ

( R は y (M) - valned I- form)

outline of proof
OCM )

2

4
.
Y Govizontal vectortield or P

“ feflow f

傻
f (t ) = φ- s . 4s . 4, ｡ φs (u )

S= VE



F
)
= EX.YJu t YCM>

FA は X
. ' Shovizouralvectortied

の [ X. YI の Vertical 成分 を 測る

FAX . Y ) EX . YIUEFCM )

上 z )kahler utd (n =2µ )

R はU ( 2)- walued2 -focor

C ho lonomy Reduction )
OCM ) A OCUS

↓
M

ョ ¿
⇒ 皀 D HoKM) $

. t . Q GOCU )

M kyt
HOL ( M)- 0f rap

& I *Arc は ( icug) = icu )y )

θ よ s conr I- toror

そして
､

Q
.
i *Hu から . と A を 復元 できるい

He

outline of proof OCM)

UE 3 fix



Q = { v 1 af curre inP ,D=U ,ty = 0

8
'

ct ) ε lHict ｣ } CP

(
つまり

,
U と horizoutal curve で )

結 べる
､
点 ､ 全体

θ は M よ

e..
.

"
け0 ( (M ) - bundle

.

また
､
TP = tの V とすると

TQ = H す (UnTQ ) により
､

Q よ conn

を得 るが
､

これはに Q → P を 考えると

i *A に対応 する
｡

2 : o / (µ)→ (て
また

Q
から P := QYO (U 1

P を 再現できけが 定 まっているので Counoup

を 得 るい



parallel section と ho lonomy
Mg ) OCM ] OCU) HolCM)

山 y 昆
M M

U = OCMIYV with 7

↓
M

CU
. Pl?C

8
.v3

φ= [ U .
2]

d
0

ho lonomy grが def でき

HOLLD = PCHOLLM ｣) C GLCU )

prop xo EM fix

SE TCM
.

4)
.
D = 0

⇒ λ (10) は β
(Ho ( (M)) - inv vectow

a

逆 に 2 t U が β tol ( u ))- inv vector

⇒ parallel sections d
.

τ .Sclo ) = [U.
2]

ィ

principle

parallel section が 多 いほど

ホロノミー 群 は 小さくなる



proof
→ paralle 1 transp

wib. t 7
17B = 0 5

⇒
Fo curve , ID (s] =S

: fE RRCM). I({cxo)] = Sco)

{ (2xo ) =[ U
0

.23 は β CH 01u))- iuv
辶

Vectow

逆 に ､ SC0= しい｡ .23 が β(H 0KM)) ino

とする
｡

x
{(x] := ま()ω)) ～

6
とすると well defined ]10

:)
8 .
≥ x

≈JC 昌
O
.

まくぎ｡ ま=ま ( な % . ) ←β ( HolCM ))
u

上 ( M
. y ) 7 L - C → 17g = 0

FCM ) R GLCH: LR) OLM ) ∝ OCRT

山 r3 ↓
M M

invvector = Ʃeixe :in
R

'*R
"



上 IMn
g

. J
) kia uler utd

179 = 0
.

7J =0

OCM ) VCM) ∝
vCn)

出 → ↓ E
unitary trame の

boudle
M

J= (吉 ) ε Eud(R")が VCn- inu
@cTor

戌 X EFCM ) DX = 0

HOL CM ) C OLN- Y

巫 ω n - forr 7w = 0

⇒ H0 / (MIC SoCn )

HolCM ) に 関 するいくかの Fact

. (M
. go , universsl covering of (

M
. g)

～

π : M sM covering, Locally isometcic

Tπ ､CM ) = }

HollM
.
I ) = H 0 lCU . g)

r3 M simply conr として 考 えよう

∞ (M. y ) = MY , ) × (M2
,
9. ) Riemprod

⇒ HOLLMI = HOLCMIIXHOLLM2 L



σa (Mingy simply coan とする ｡ O (U )
aR

公←
H｡ /( M) ∞ R irredencible lasvep )

B Mg) irreducible ( us Riem mtal

σ ドラーム 分解

(M . g )complote sympcon とする

⇒
ヨ

( M. . Fo ) irr i= 1, " k

K

(M
. g) = TI LM 0

.
Zi )

( = 1

( 140 ( (M ) = π H01 CM : ) }

｡ ( M
, g ) sym Space G/K ( 2R = 0 )

HOLCM) ÷ K

～) SymSp は CarTanにより 分類 ずみ

R
"

に irrに作 する Socu ｣ の subgr を 分類 ( DR0)

Thm Berger)
凢

( M
. g ) : complere , syup conu ,

irr

non - symretric sp

⇒ HO LLM ) は 次のいずれか
｡

C い HoCM ) = Joiu )



( 2 ) M= 2m Vcm )

(3 ) D= 2 m SUIm 7
Ricci
flat ( (4) n= 4 K Sp ( k )

( 5) n= 4 k Sp (k) Sp () = 裂感!
;" s

Ricci (
(o ) = 7 GI CSOCD)

!flat i7 n : 8 Spin (7)
+
( SoC8｣

各 Hol をもつ Ipt mtd
EiuStein

.

は ､ちゃんと存在 する ! !

( see Joyce の 本 )



$ geometric stus

Ka hlergeometry
Mmnfd, J ε TCM .

End (TMD
､

J ーエ

w Jπ : T
π

M め 4 → TaMめ¢ cp× linear

TLM
1 .

: F. eigenspace
ー

TuM
1
. -fi eigenspuce =TxMo

Tπ MD 4 ⇒ T π M パの 凹
@
. 1

π $

π( M
.
J,( ) (T. M.

- Jx )

( )g . J )が almost Herm mtd とは

とは; g( JX .

JS ) = gCX .
Y) EX

. Y

( . Tho に Herm metric λ I )

() I7 Levi -CivitaonalsHemutd Z .J )

7J= 0 のとき ､ MC 9 . J ) を

Kii bler utd t いう

また ω ( X . *) : = g(JX . Y) 2- forr

を Ka hler forr という

( 17ω= 0 )



7 J = 0 より D TM
"

C TMY

X
.

YG TCM
.

TMO' ) に 対 して ､

EX. YJ = DXY- KX ETCM.
TLY

)

.

< .TM " は 可積分
～→ ( M .

J ) は cpy mtd .

つまり ､ M = Yひの､n ､a)S atlas
Ir

Ea : V. → QCVG) CEU =R
CPX Coordinete

s
.
t . Zi = &.itf. Li

J (ほ ) =飛 ､了 (｡) = 一縁
とくに ,φ B %

"

は holomorphic
"

Prop
(M . Y . J ] :Kler G HOLCM ) C VCM )

proof Jo = (
_
呈吉 ) CPX 5tr oorRim

GLCM :GIES XEGLCIM :RSIJX=J} CGL (2r :R)
Ψ 匕

VCM ) ∂ X = AtIB → ( 問号 ) ε Soau )
巡X * ×= Im印 * = Icm

( *EGllm : 4 ) )
～

Iet ( X ) - ldet × 120



Lei rei , Jo は Vcu) - inv vector 17g =0 17J 0

☆

逆に ､ これらを 保存するがひし ) →CMっぴい'
な

1 M
. g .

J 1 ∴ :Kanler とする

TTMDCRAIDN . 1

1
.
0

Λ の local fracme lz,
-
…

; dzm

N1 の local frame IET, . …,dz

( N ≡ TM
"

, N = TM)

ATTM B 4 ≈ *RDNE )
P4E= K ぃ

Λ FE

巫
PT* ^* べ”ャプユ

A
'

" nlocolframe {dzinda; }

N に MX 4 の T ' l irrdecoup)

: ) WE A" ,7w = 0

n= 2
m

MX G = 4 L07
.

さて
M. 0

^ の local frame It, n … ndzr

det φ( - 42りholoi . holo line bundle



K : = Au .
0

holo line bundle を

MI conouical live buadle e "?

Def φ: ±φ ICE )UEI EP( M

.
A -

)

φェ holo fu のとき ､ 4 holo k - formesう

labi- Yaw utd

pop ( M
. 8 . J) kiblermtd とする｡

D nowhere vauishingholom - tormEP (M, K

p 3 k is tlom - hicallytrivial .

⇐ ③ F TLM,K )δ . T
.

2R = 0

令 ④ HOL (M ) CSUCM )

そして M cpt & Ricco flat なら ②⇒③

また ③ ( or④) のとき ( M
. g . J. 2) を Calabi - Yau

mfd とよぶ
, そして Ricci - flat であり

M の first Cherr class C. CM ) = 0

Calabi - Yau mtd というときは Micpt
と 仮定 することが 多 い



proof ③ D④

V ( M ) B G
"

, V(m ) □Λ
"

ε
"

)(

l -dim cpy vectorsp

det: ひ(m) → ひといで与えられる

= C")
*

as V(m ) - modrlo

AU.
'

= Λ
"

(G
*
) VCM ) は det でacT

K = VCM) G de : tvivial ou SUCa )

④ とすると ､

UF ① ENCE -
),Svcml - inv vector

2 E T (M. K)
{
.t . 7

R=0 をとれる : ∴ ③ O. K

③ ⇒ ④ 同様 ④ ⇒ Ricci flat あとで)

の ⇒② も easy .

②⇒ ③ は Upt & Ric = 0 が 必要
｡

ka bler utd 上 RP -E : R114 . E)

2 : 2
E
→ R

P. 8 ti

diff op 17. q - 1
があり

2 *: RRE→ 2

BW公式 205
*
* * “ θ= 77+ 囲率項

→

K =N 上 で 曲率項 =Ric



< .Ricci flat なら､

2 * な = よ J
*

tITZ = D
"

D OR RM
.

O

(
T
I * = 0 on 2

z )

2 holo とすると IR = 0

d .cptRicciflatkaler utd 上 で

0 =f 1721 0olg となり ,22 = 0 : ②⇒③
M

Note Fact

(M
.

J 1 cpt opy utd ,
Kis holo trivial

⇒ ag metric HoL (M ) C SVCUS

( by Calabi 予想 の 解決 )

spinors ou kibler utd

π､ ( SV ( m) ) = 1 .
ie

. 5 vIml simplyconu .

ョ ILiffi Spinc2m >

↓
SUIM ) ∞ SOCIM )

を
ョ

-101 ( M )
(

. SVC ) なら Canouical spinstr

SpinCM ) : SUCMIt 0Spincl



spinor byndle はi

S = SpinCM ) % Wa

= SOCMi %oww となる

しかし
､
SO (M ) マ Wんは ivn でない

Fact
Wn Λ P (ε ")

P= 0

Wo
｡
e(

ε

)Wi- co'e"
(e"'"

" S = N ; P となる
B= 0

そして P= 0 . m は SUCM ) の 自明表現 なので
､

NOG Nm C S は

Golohunle
自明 USso vector bundle ( としても 自明 )

< . 2 つの 独立な Parallelspinor が 存在
.
. HOLLM ) ( SUCM ) ⇒ Ricii flat

No St m= even
NOCSt

,
N-mc
s u=odd



( M.8 . 5) almost hermiciar mtd

W_ CM ) = Ci ( k ) mod 2

= - C ､ ( M )

. . C
.( M ) ≡ 0mod とならspinstr が存在

このてき C
､ CK )/2 EH (M.

Z)

､ L chy line hundle st . L
: K

ぃ

VK とかくが ､存在してもいいとは限らない

u

そして S I す NP BVK
P= 0

なお､ 上kilermfd なら
､

Spin Str 7 SLILTM holo line
,
L
=

k ' ;
に 1

Nore Ka hler なら Lanouical spin- sto をもコ

S' = N ロ D
'

spinc- Divac
(P= 0 = 8

*
t は

hyperkfd /

1 M 4tg , が hyperkablermfdとは､

ョエいヨエン ε T (M, End ( TM) )

ゅ [3: = よ
,
Iン = ーよっよいよ｡ = ー 1はi = 0

∞ g ( IiX , IiY ) = g (X. Y ) で 23



モデルは H二 R
4K

PE H を 右 から X → XP

とすると 4
は
H - linear space

GL ( K
.
14) ∞ けK X S AX (左 )

は 4 - linear

内積は ､ CX
. YT = Re ( * *) =Ʃ ReCxizi)

I , CX) = XE ,
IICX) = *5

< I. C *) .
I (Y)> = Re ( * EYE )

= ReLXTiT) = ReK .T)

いよい I｣ ､
I 3 goonHK は ､

Sp ( K )= LG CK : 14 ) ～ 504 K ) - invariant

(逆 も O. K . )

そこで
(Ma "

, g ) が hyperkihler mta

印 HOLLMI C SPCKI CSOL4K )

とくに
､ Sp ( K ) CSUL2K ) より

hyperkabler ⇒ spir mtl.

Ricciflar
.



spinors on h - k -mtd

( M
. 8,
4k
Iい I2 ) W - k mfd

～ )(M " I . )Kaler HOLCMICSUC2 K)

S ⇒ k No . P

P= O て
irr かをみる

ω ( X . Y) : = g ( IxX, Y) + Figは 3 X
,
Y)

は 2. forr であるが

W ( IIX . Y ) FIW (X.Y )= W (X ,IiY)

. 17ω= 0 とくに Go% w. ir .-t . Il
,

. ω : paraHe1)nondegbolb 2- form
GT ( M.̂^ -)

. we
:
parallel Le-torr

l
=1 .2 ,

.
-
, k .

また W holo nondeg より

ω : TM
'

XTM
'
→ F noudey

～MZTMI )
E

TMI= NO 1

ω

(.g . は )ケーラー



S = す roP = は Λ
PO

h
12-4 . G 4ω>の ^:“

l
=0 . 1 .

…
. K

" . S on h - k utd は

kt 1 個の parallol spinor

wle =0 . 1 .
2

.. kS をもっ

Ga - mfd

octonion

OnH の H
,

( U .
b ) ( a

,
d) : = ( ac - db

,
datbe )

により non comm
,
nonasso (Ry)Zt xCYE )]

な R よ alg ① を 得 る ( Udimk ①= 8 )

｡ ① n 共役 ( 9
.
b ) : = ( a ､

- b )

｡ ( 1
. Y7 : = ReC xy )

｡ Re ( θ ) = } (9 . DEH の H 1GR } AR

｡ Im (Q) = REQ )
t

= R
7

σ Ux 11UY 11 = 112 y11 , x= にし x も o )



｡ 7 タス 積 on ①

x × Y : = Im ( Ix ) = I ( Yx - xy )

bilinear f auticomrute

さらに､
か

. YEw( ① ｣に 対 しに

<1
. 7=- 8 tr( x × ( Yx )) となる｡ 必

( クロス 積 → 内積 )

3 重 クロス積on① ,

x × Y × Z : = 上 ( x (yz ) - Z [gx )》 ε ①
trilinear f articommate

さらに
､ x, Y

.

ZE In楽 ｣ に 対 して

Re (x × y × Z ) = < x, 1R ) となる｡

吐
( ) Im ①) ≈ R

"
上 associative 3- form

中 ()い. y. Z ) = くが
､ YZ 7

(2) ① = 1R
8
I の Cayley 4 -form

互

(
x

. y
. ,Z ､w
) : =< x . ､ Y ×ZXW?



上 ①≈ 1R
8 を 考 える

G
2
: = { gEGL ( 8 : R) / g (x ) g (y) = ICxy )

tS
. YG 4 }

( π
,
1 ) = 1

'
dim Gc = 14 の Liegr )

1 = ( 1
.

0) G ① に対 し

｡ g ( 1 ) g ( い = g' ) = () ､ く川に 1

:JC ( い
､ 存在 g ( 1) = 1

g ( Re ① ) = ReD ) ∴ GIC GI ( Im ① )

G 2 は ① の 積 を 保 つ → クス積 を保っ

<

｢
.

@ より Im (①) の 内積 を 保 つ

また Voに 力 へ * か on Im ① ) も 保つ

以 上 より Gz C SOL 7 )

π
.内 2 ) = 1 1

～ Spinl) canonicallift
より Pr ↓∞ でがいる

｡

G 2S 0CG )

Ga=
{ gGGL ( Im①11 y* =



また ,
W

( Cpx f-dis ) ≈ 4 *47

as 7a- onodule

G : trivial rep

47 : nataral vep of G. CSo(7)

bef ( M .
y

) 7 - dim Riem nfd

HO / LM ) C G . ( C SO 173 ]

のとき G 2
- ntd という ｡

G 2 - inv 3- form $ ～ ,7$= 0

prop (M . g ) : Ga - mfd

⇒ しい
ョ $ associarive 3- form 7t = 0

( 2 ) canonical spin Str をもち

SI MXG BTMDG

とくに
a

φ parallel spinor
( 3 ) Ricci flar

φ

cvote M 7 t $ 9ssociative 3､form

∞ GICM ) &GI GaCSO (7 )
d
M rs y Riem

alrost Ga -mfl



7 $ ) alcuost Ga とする

HOLKM ) CG 2 G74 = 0

っ

力= 0 & d *か= ｡

D は 中から 定 まる (､ 中 に対する honlineareq )
ィ

Spin 7) - mfd

Spin( 7) ( 508) て 何 ! ?

→/賀 Dynkin diag forSo8)
ー

\
｡

→ 外部自己同型 あり
e

m Spin 8の irl8 -dim re1 ) rep は 3 つ

Ad
Ad =Spin8 ) →So(8 )SPin ↴ ①

1
D ± : Spin 8) ヨ ① ( = 0 ± )
～

にこれをつくる

0 Lx
RFR① ax → A,( = Lx o

on ①の ①

従
ここで Lxly= xY in ①

このとき Ax ty t Ay Ax = - 2 <x, Y7 となる



. UI R 116 ) ≈ Endp ( ①+ の ①
-

)

(
Ae , Ae . … Aen = ( 哲線)
4 r =Clix 4∞①の④

W8
r

さて R
"

GR
8 ( IUQC ① )

spinN)= 1 g = V .- up I V0GR
"

, p = 1. 2 .

- 3

C Spin [ 8 )

これは SpinD = { gESpin (8) 1 Adig) eo = eo }

eof ReQ C ①

同様 に

Spin ( 7 )± } gt Spin) DIlg) eo = e｡ s
$

( eot ①± )
Spin(1 )

→ SpinN )
t

っ

SpinDC Spin$ ) ↓
U

e Spin (7 ｣
5

Ad : Spin & )→ S 0C8) で



Ad Ispinn ) ( ± 1 ) = 1 not ing

しかし AdI spinlt は inj

irr

i
. Spin ( 7)

t
C SO ( 8) A ①

Fact ① よの Cayley 4- form ±

Spin ( 7 ) += LYEGL (8 : R1 g
*性 =形

//

さて
､

～ Spin (8) caronical lift
Ir ↓ がある

Spin t SOL8)

また spiny 2 ①
+

め ¢ こ Wな
ユ

CE QTBG は Spinlst- invvector

Note SpinNIt R ① ≈ R
8

(1 .0 ) =eo t
①
,Geo =2

. SpinDYGe
｡

ZSDC ①

同様に Spin 9) R ① t

eof ot
,

Geo=
GICG SpinD )

6 ↓ Ad
SOn ｣

C. E ① TD ¢ ≈ W7 が Ga - ino vector ( W7 ≈GのC7]
ィ



De5 ( M
. y ) 8- dim Riemutd

け｡ ( (M ) ( Spin ( n｣
｢

( So (8) のとき

Spin 7- untd ei う

凹 (M . g ) spin-aftd ( ま=*互 )

⇒ ( ) I cayley 4 - form 17王= 0

( 2 ) canouical Spin Stz をもち

STE MX 4 の CMJ
SA TMDGd CM) 内 の

( 3)
a
φ parallel spinor 7 -Imion coup

(41 Ricci flat utd

N M . 王 lmost Spin-mtd

H01 ) G SninR ) G 7 E = 0

3 dd = 0
u



5 分 類 定理

これまでの 考察 から

(M
. g ) complere , simply connected

irvedacible las Riem )
, spinmtd

With φ : parallel spinor
. ;Uy ) Ricci flat

Stept Mg) symsp とすると

irr
, simnly cour, Riccitlat より

Y ) =( B" . gE )
crica

Stepr g ) nonsym sp

Berger の 分 類 より
､

to1 ( M) = So(n), V(m) . SV(m) , Sp (k )

Sp (k) sp), SpinD, Ciz

｡ parullel spinor をもっ sctn
｡ Sp (K) Sp ( 1) ⇒ Einstein mfd

Scal = 0 より 1 Ho (Cu 1 = Sp(k )

. UCm ) ⇒ Ricci flat kihler
.
. Hol ( Ul = SUCm1



SUCM )
, Sp ( k ) . G2

. Spin- ufd .

paralle / Spinor をもった

Theorem ( Waug , 1989 )
( M

"
. g , : complere . simply couu .

irr
. spion utd ( diMM≡ 2 )

N= } φ E TCM. S ) 17 φ= 0}
とする

N±= 3 φ PCM､SI
)1174 = 0S

dim N 70 なら
, Mz ) は次のいずれか

dim M HOLCM ) geod stw dimNt, dimo- )

4K {V (2 K) カラビーカウ C L
.
O 7

4 kt2 {VE2 K + 1) カラビーヤウ い
｡ )

4k SpCK ) 超ケーラー (t 1
,
01

7 (72 G 2 I

8 SpinNsSpin2 ( 1
.
0 )

次 に real killing spinor をも omtds

( Friedrica estimate の limiting ufa)

を 1分 類 する
､



Rieranuicaacone (リーマン錐 )

Def ( M
. g , n - aim Rieur mfd

T : = M XRt
, 5 = g+ aの 惑(U

,
∞ )

ー

π : M FCx
.
V ) D xG .M

この M .
g ) を 1 M. g ) のリーマン錐 という

K

7 . g の Levi - Civita conu

EXC KOSzUl 公式 をつかって
､

F品
ar = 0 , r メ== Txar( TXY = Rs- rg ( x, Y) ar ( 2r = 量 )

を 示ーせ
｡ ここで X EFCM ) を

Xix . r ) : = ( Xx . O ) ET π MGTVRT

により XExCM ) nextendしている
｡

EXC
( M . g ) の 曲率 Rは

. R ( X
,
2rlar = RCX .Y )OV =RCXADY = Q

RLX . Y ) ZRCX .S) Z+ gX .EJY -LYZ)X

となることを 示 せ

と ∠ に M flat G M は S
"

に isometrica



この EXC より Ricci 曲率とスカラー 曲率 は

そ RIC LX.
YJ = RiIC *Y ) -CU -)SCX. Y )

Scaltx.v( Scalco)- nin
- i ) )

目標 ( M
, g ) 上 の Killing Spinor

d
( M

, g ) 上 の parallel spinor
/

SOCM ] :( M . g ) のoviented o. n .

trawr bundle

SOn+, ( M ) : = SOLM ) × SOCM+ 1 )
剝

C : Soa) agi→
g o

ε SOCU+ 1 )
O I

Ʃ Rut
"

SOUtLMJXR ETM す MXR

canorical section Of MXR を

ent( x ) = ( 2 . 1 ) とかく

このてき π* SOu +t､ (M ) E SOCM )
On T

∵ ) π
*

SOn + ､ ( M ) a ( e, ez,
- …

, en, enti
) ④

→tei ,. -" ,ena,ent . = 2 r)ESO42

: = で ci = elr a



同様 に

Spinnt ､ (M) : = Spin (M) ×: Spinchts

とすちると

π
*

Spinnti ( M ) ⇒SpinCi )

次 に Spinor space の 対 応 をみる

n=2µ
ー

SpinCre) CUIm =¢ (2
") 2 G

2
"

= Wim

紐 $e
ecs Ci esutt (

｢
= 1
,
…
,
2m

SpinCIm+i) lrm-CC IC(2
m ) *( *)

D
Lutc

: Spin ( Imt1) A 42
"

= Wiuti

を Spinumlr vestrict

～

{
O
2mel spincrmm ュ Δ Lum

Wamti WIひ
N = 29 - 1 f±

Spin (2m-1 ) CCUm - ､ に 4(
2^) の 4な ) □42

"

e 0

Spin (2m ) Cl 2m Du
:

P ±1 spinczmn
D
2m-に
P ±1 spinczu_ - リ

< .
D2 Ispin (am+ )∞ Imt , WitI Wrur - y



以上か ら
1
PS, n (nti ) CQnz Cln ､

し し

/ spiniul c Ce 0

ンの 埋め込みは SOC)↳ SOL+) から 導 かれてる
ものと 同 じ

さ た = 2m

Qim = C (2
) R 2 :WIu

uti
ンの ④omnvep を SpinC2m +) rrestrict すると

(D
Lmtl
,
Wim +
i ) と 同値 である｡X一方 Spin (2m ) rrestrictしたものが

( Orm
, 2uW ) である ｡

｢

.

{
I
2mti spin (2m)

⇒ D 2m

Wimti は Wim las Spin (am) rep space)

そ = 2 µ - 1 Clamt Clim
- e

$ Us a 1

2

Clam- e ≈ 4 ( 2
- )の ① ( 2) ｡ C

$

ein



ン以上 より
S = SpinCM ) % Wn

n

≈ { Spinnti ( M ) y Wht , In - 2m )
Duti

±

Spinnt ､ (M1 × Wuti ( =2µ-)
Onti

5
=

SpinLM ) Y% Wh+i
,
5 ±

nti

は
π
*S ≈ [ェ (M =2µ )

= 2µ-1 )

そこで

φ EPCM . S ) xπφ EFCM ,

5)
onf ±

)
,

** * ) より
､

I ' X . 2 r
.πφ=π

' φ )

π{ t" en.

' X . EY . π
'

φ= π
*

( X . Y. φ)

また T = dt I Ʃ gtTei , e; je: . e; .



と ⑦ の EXC より

Ear 4 = , TCr4 = DekI- Itc. ar. y
( tG ETCM 5 ) )

∴ φE TCM.
S) に対 して

1 Tgr
π
*

φ= 0
.

ー

DX π
*

φ= π
* CR φ - IX . φ )

とくに
φ

: killingspinoronliM. g )

⇒ π
*

φ : parallelspinrOn tT, g )

逆に , 4 parallel spinor なら

Gzr4==0 し 2 方向 に ConsT )

<
. J= π

* ( 41m )
己に = 1 リ

0 = Dip 4 = Rere - Iec . ar - 4tり

4lm は killing spinor
.

H = 2M- 1のてき ､らた 5 ーをもちいよと

Txπ ' φ= π
*

( R φ+I X . φ ) となる
｡



Thu Mg ) spin mtd T.g)Rieur coue

M よ real killing spinor ons
U に 1

M ± paralel spivor on 5 lo05 ± 1
"

.

そこで Mr wang の result を apply しょう

Fact ( G 9 /lo+ (9791

( M
. g ) complete Riem utd

⇒ ( T
. g ) irr or flat

と C に M simply coun , upt, Holkin) red

なら [M . g , flat ie . y ) spheve .

(M
. g ) : simply coun , complere, spin

with real killing spinor φ

( killing number ± I )

～> . cpt Einscein
,
irvedircible

Scal = nin- 1 ハ

. Ric =0
.

π
*

φ pavalle /



M : reduci ble なら
,

M は δ
u

I: irrならMnRie= 0l : nonsyu )

Wang n result より

to1 ( M) = SUCM ), Splk1 .SpinN .2

K 仕 こ = う φ EPCM
.

S 11 D×φ=± IX.φ
S

n = 2r

dim M = 2mt1

with parallel spinor 山
c ∵ HOl LMJ= G

, ( dim N= 1 )

ョ
φ killing spinor ( Kn = I )

φ= 4t +φ- → φt - φ- ku
.

= -1

- dim k ± = 1

亞
CY ) N - K StV BM ,Z) Ga -Str

outline

4 uss 3 .tormonGsont

↴ g ( X. JY ) = φ (ar. X .
Y) ouM

により J を def



(M
.

g. J 1 almost Heror

また ､

g ( VJ ) ( 4 ). 7(丁J ( 4) )

= g ( 4
.

× )
,g ( 4 .Y 7 - gl× -Y

-

gCJX.yン
∵ り = とのてま VJ

but xJ キ 0

. . MO
.
g 1 Neavykabler mfdy

逆
に ( Mo . g .

J ) N - K

$ : = driw+ 5 rPdw on M

I は assuciative 3 - forer & 5力 = 0

'
. ( in . g ) Ga - mtdy

n = 2 M - (

401 ( y) = SV(2K)4 +1= 4K )

dim Ut= 2 , dinIN-

=2

on M dimkt = 2
,
dimk

-

= 2

版 Calabi - Yar . M Ein SaSaki
に 1



( M.
g ,with' 3 vecroutield .

が Sasaki
.
ufd とは

い ☆ killing vector field

( 2) $== - 17S L 1
.

1 ) tensor

とすると
:g ( 5 . ) ( -forca

｡ ゆ =
- id t りめる

( 3 ) ( 17×か ( S) = g (XY) 5 ーそ( Y)×π

M : ケーラー ufd

る : = J( rar) により M Sasaki

M . Calabi Yuer ⇒ 14 : Ein Stein

逆 に (
J( r 2r) = 3

,
JC3) = - rar

J (X1 = - φ ( X )

により M EinsteinSasaki

⇒ 版calabiyace
.

/



Thm Bar19
～

MC" g ) covmpleresimplyconu ,spin mtd

with real killing spinor .

⇒ (M . g ) は 次のにずれか｡

n = dimM は｡ 1(M ) geor sto dimkt, k
-

u 派 Sw (2] , 2:
S)

4 Kー { S VC26 ) Sasaki - Ein ( 2
.
01

4kt 1 SUC2kt ( ) Sasaki - Ein くし . (
)

4 K - 1 SpCk ) 3 . -Sasaki く 1 .)

6 G 2 neavly kailer ( 1. O )

て Spin ? hearly parallel Gr C 1
.
o 1



Imag inary killing spinor の case

M1
. g) φ 7×φ= FIIX - φt )

141≡<φ .47mon -constfuRero点 ない
V 4 - F. Ʃ cei φ

.
φ 7ei

cont vectr field

Lveg = 2141g

さらに VY ER'

CM ) Z FCMD
テンソ解断

とすると dVφ=0
.

Tashiro
1965

Fact V : conformalvecor field

Lug = 2hlfClu ))( airv = nf )
さらに UV = 0

N : V の Zero ､
点 の 数

⇒ N ≡2

( ) N= 2 (M. y ) xsaconf )

( い ) (N= ( (M . g ) T
R

"cof )
@

～ 日
( ろ)N = 0 M = FXR

,

g = Actigtdt'
.R →1 B*, U =Uct



( 3 ) の Case
､

もう少し計算すると
｡

( .

M
. g) : imaginarly killing spinor をもつっ

⇒ (M
. g) = ( FYR. e

ー2 を
gFtdt

')
I pavallel Spinor をもっ 1959

( by Baum !

｢

)
2 = き



質問 があったので )

← T
*
(ん )CQLV) = TEV /J

(5') π

π I0
.

π 1
k

は inj

所 ちゃんとした pwof を 与 える

f : V FVi→ 2へ ～ 2 ( v) ε Eud (N
*

v )
? interior procduct

～. F : T
*
( V) → End ( ^

*

V) rextend

f ( v ) fvs = - cv. Vアをみたす
F

<
. T

*
CV ) → Eud (Λ

“

V )

兀 也
～

T* い/J(S')
下

～

( Fの constructionに ､ π
lv. π1k inj は 不要

であり
､
T
*いなくいりの 正体がわからなく

ても 0
.
K

. )

に F 1) = E ｡ π( )より ､ π くい t ロ

. : π IR は inj

また ､ FV) にー τいいに 2 π ( 6) =0 ならも ≈0

.

. Tπ lu inj n



Def of R - S operator , R-Sfields ⑪

( M . g ) : Riem spin mfd s

S → M : spinor bundle on M 1
S め TMES め T

*M ( TM =S. ) i M

NS の S
312 irrdecomp

D : Diracop

へ
P(S ) P(S め TMP
(
S )

Pr ( φxe) = he - φ

prP (S 31z )
P : 7 =

"

D + P
Penrose ( twistor ) op



S 312 め TM= S312 の S す 5512 す [3k.%
⑧

FQ+ DT P5zQ : Ravita - Schwinger op
+ P312

.

3k

ア1 15kや R (S312 D )T
"

M
→
P (Sa )

AQ
'

tbpp
*

(> T(S )
+ C 著P 5z

p
*

: adi of p
←
P td “:P :' z

= Cur

Q is t-storder selfad elliptic , but σ (Q
'

)t 8OJ(

pis overderermined elliptic , ie .pp is elliptic
↳ T[S312 ) にKerp #ImP(



R . S op via twisted Divac op ⑨
n

DTM : TLSDTM ) →R( SめTM )byめI ) Rei
S
"

xS312

. .DTM=
に D 2 P

*

% P Q ) θ
twisted Lichnevowicz

DTM = D + Scall8 - IxRiC ニ
OtScal 2 ( Ric- ig )

+

2 (Ric - n ' g ) D +Scal 8 -Ricz
q
2 ll d

-
)

"
D

' t
n
4ptp 2 (

P

* Q- DP
*
)

DTMDTM = DTRDTM

I (QP - Pp )Q ' pp
*



Prop ( M. g , cpe Einstein spin mfd ⑩

0 Standard2

+ PP *= 4 +88scalQ Laplacion[ QP = N
-

2PD
,

P *Q =DPY =77 + 8 CR )

O P = PE
,
PTO = 0 P

*

, QO =OQ

Ingeneral .
T (S: = Kerp

*

PIwP OQ
.
<

0 = 23
%
春

0 + scalonKerpt
( Similarto □:0)

vanishing thm is
Qミ ( (oescal/8) onImp ミ

not easy .

where D : Standard Lap [ on Gk
,
casimir)



Ravita - Schwinger field @

φ : R . Sfield D φ ET(S312 )
.

DTMφ= 0

印φ GT (S312) , Q φ= 0
.

p
*

φ= 0

RSLM ] : = dim { φ 1 φ : R-Sfieldss

dimM = even. upt Finstein spin

RSCM >≡ IRSIM )-RSLM )に i (M> ch (TM ) |
. M cht Einstein spin Scal ≡ 0

⇒ RSCM ) = dim kerQ



RS - fields on cpt sym sp ⑭

362 = Casimir op on GlK "
.
D 30 onGlk

vanishingthm Glk cpt typeiorsymspdices >8

( .. Einstein )

⇒ RS ( G/K ) = 0
-ン ) Q

=
D 32 tScal

o
O

ThM [ H - S
.
2019]

Glk irr cpttype symm space with RS 70

⇒ GlK = GaC 4 )
,
HP, G-/so 4, ( oq -kahler )

SU ( 3 ) ( PSU 131 . sta}



(M y ) opt Riem spin

with 7 φ= 0 φ ET( S3: )

⇒ M symsp .tollu ) in Berge 's list

SOCU )
.
VcUl

Ga, Sping δ

SULK 7 } 312 trivial comp もたない

SPC11spk

Spcn ) はS312 = 囮

n -11固 の trivial coap



Homma- Semuelmauu )

( MU . g ) cpt ivr spin uith

paralel R-S tields

⇒ M Y) は

Gr .C
4 )
,
HP
,

G

-/S0( 4), SVL 3 )

or h - k utd
/


