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序
人類が宇宙への進出を果たした 1960年代,ペンローズ (R. Penrose)は時空の幾何学

への新たなアプローチとしてツイスター理論のアイデアを導入した ([59]).ペンロー
ズは当初,ツイスター理論が重力の量子化へのブレイクスルーをもたらすことを期待
していたが,重力の量子化に明快な説明を与える新たな物理学の理論となることはな
かった.

しかし 1970年代,ツイスター理論の潮流はペンローズの期待とはやや異なる形で,

微分幾何や代数幾何, 表現論, 可積分系といった数学の領域にも波及し大きな寄与を
もたらすこととなった. とくに 1970 年代の後半にはアティヤ (M. F. Atiyah), ヒッチ
ン (N. J. Hitchin), シンガー (I. M. Singer) らによって, 実 4 次元の自己双対共形多様
体とそれに随伴する 3次元複素多様体との間の対応が明らかにされ,ツイスター理論
にリーマン幾何学の立場からの数学的な基礎付けが与えられた ([5]).

そして 1980 年代, ヒッチンはこの結果を自己双対共形構造以外の対象に拡張する
という問題意識の下, ミニツイスター空間と呼ばれる 2 次元複素多様体を導入し, 3

次元複素多様体上のアインシュタイン・ワイル構造との対応を明らかにした ([33]).

ヒッチンの切り拓いたミニツイスターのフロンティアではその後,代数幾何によるア
プローチが盛んに試みられ,現在に至るまで多くのミニツイスター対応の具体例が構
成されている.
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本稿ではその具体例の中でも古くからよく知られている,リーマン球面の接束と 3

次元複素ミンコフスキー空間の対応,および 2つのリーマン球面の直積空間と 3次元
複素双曲空間の対応を取り扱う.とくに後者の対応については, 3次元複素双曲空間に
実構造を与えた場合のミニツイスター対応 (3次元双曲空間上のミニツイスター対応)

から,ツイスター対応に類似した形で 2次元球面と 2次元球面上の測地線の空間の対
応が自然に現れる.本稿ではこの球面と球面上の測地線の空間の間の対応を単に球面
上のツイスター対応と呼ぶことにするが,本稿ではこの球面上のツイスター対応が 3

次元双曲空間上のミニツイスター対応と整合性を持つこと, すなわち, 以下の図式に
おいてミニツイスター対応を経由した場合の対応が球面上のツイスター対応と一致す
ることを示す.

H3 CP1×CP1

S2 S2 上の測地線の空間

ミニツイスター対応

ツイスター対応

また,本稿の構成は主に 4つのセクションからなる.第 1節ではツイスター理論の
記述に用いられるスピノール算法や複素ミンコフスキー空間上の幾何構造などを扱
う. そして, 第 2 節では複素多様体の変形理論を用いたツイスター理論の一般論とそ
の具体例として平坦時空上のツイスター対応を扱う.第 3節では第 2節の内容を踏ま
え, ミニツイスター理論の一般論, その具体例として平坦時空上のミニツイスター対
応, 双曲空間上のミニツイスター対応を扱い, 第 4 節で本稿の主題である球面上のツ
イスター対応と双曲空間上のミニツイスター対応の関係を扱うことにする.
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1 複素時空とスピノール算法
特殊相対論の舞台として知られるミンコフスキー空間は,ツイスター理論の最初期

のモデルに用いられる最も基本的な空間であり,複素化して様々にリアルスライスを
取ることで多様な幾何学が現れる.加えて,複素化したミンコフスキー空間上の変換群
を考えることにより, スピノールの概念が自然に導かれる. このスピノールがツイス
ター理論を構築する基本単位となる. 本節では, ツイスター理論を扱うための準備と
して複素ミンコフスキー空間やスピノールに関する諸定義,複素ミンコフスキー空間
上の計量構造や変換群, 実構造などについて扱う. なお, 本節は [2], [70], [102], [106]

等を参考に構成した.

1.1 ミンコフスキー空間の複素化
ミンコフスキー空間を複素化した空間は,物理的な対象としての空間というよりは

むしろ, 幾何学的な対応を記述する上で自然に現れる空間であり, 以下のように通常
のミンコフスキー空間の定義を複素数に拡張した形で与えられる.

定義 1.1. (複素ミンコフスキー空間)

Cn と計量 g : Cn×Cn→ C ;

g(x,y) = x0y0− x1y1− x2y2−·· ·− xnyn

の組 (Cn,g) を n 次元複素ミンコフスキー空間 (complexified n-dimensional

Minkowski space), あるいは複素時空 (complexified space-time) と呼び, CMn

と表す. とくに, CMn の計量 g を複素ミンコフスキー計量 (complexified

Minkowski metric)と呼ぶ.

なお, n = 4の場合には単に CMと表すことにする.

ミンコフスキー空間の中には計量 g に関するノルムが 0 となるような特殊なベク
トルが存在しており,相対論的にはこれらのベクトルを接ベクトルに持つようなミン
コフスキー空間の直線は,光線や質量を持たない粒子の運動の軌跡として解釈される.

このような特殊なベクトルは CMn 内にも存在しており,複素時空上の幾何学を扱う
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上でも非常に重要な役割を果たす.

定義 1.2. (ヌル)

CMn のベクトル xがヌル (null)であるとは, CMn の計量 gについて

g(x,x) = 0

となることをいい, CMn の部分空間 Sがヌル (null)であるとは, Sがヌルベク
トルを含むことをいう.また, CMn 内のヌルベクトルの集合

{ x ∈ CMn | g(x,x) = 0}

を光円錐 (light cone)と呼ぶ.

図 1 3次元ミンコフスキー空間の光円錐

CM に同型な空間の座標を用いて, ヌルベクトルの特徴付けを行う. CM と複素係
数 2× 2 行列全体のなす空間 M(2,C) の間の同型写像 ι : CM→M(2,C) を次で与
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える:

ι(x) =
1√
2

xaσa =
1√
2

(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
.

ただし, σa は Pauli行列である:

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

このとき, ι の与え方から直ちに次がしたがう.

命題 1.3.

CMの計量 gとM(2,C)の行列式について次が成り立つ:

g(x,x) = 2det(ι(x)).

次に, C2⊗C2 と M(2,C) の間の同型写像 ι ′ : C2⊗C2→M(2,C) を以下のように
与える:

ι ′(xABeA⊗ eB) =

(
x00 x01

x10 x11

)
.

ただし,添字の A, Bは 0と 1の値を取るものとし, e0, e1 は C2 の標準的な直交基底
とする:

e0 =

(
1
0

)
, e1 =

(
0
1

)
.

この ι ′ の定め方と命題 1.3から,ヌルベクトルの特徴付けを得る.

命題 1.4.

0でない x ∈ CMについて,以下は同値である:

(1) xがヌルベクトルである,

(2) det(ι(x)) = 0,

(3) rank(ι(x)) = 1,

(4) ある ξ ,η ∈ C2 を用いて, ι(x) = ξ · tη = ι ′(ξ ⊗η)と表せる.
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1.2 スピノール
ツイスター理論を記述する上で非常に有用なツールであるスピノールは,言うなれ

ば “ベクトルの平方根”のようなものである.ここまで CMや C2⊗C2 の同型対応を
主に取り扱ってきたが,ここではその同型対応と CM上の直交群の表現を通じてスピ
ノールの導入を行うことにする.

はじめに CM上の計量 gと向きを保つ線形変換全体のなす群

SO(4,C) =
{

H ∈ GL(4,C)
∣∣ tH ·H = I4, det(H) = 1

}
の二重被覆を考える.写像 α : Z2→ SL(2,C)×SL(2,C)を

α(±1) = (±I2,±I2),

β : SL(2,C)×SL(2,C)→ SO(4,C)を

β (P, Q) x = ι−1(P · ι(x) ·Q−1) (x ∈ CM)

によって定めると, α は単射, β は全射である.とくに

0 Z2 SL(2,C)×SL(2,C) SO(4,C) 0α β

は完全列であるから

SO(4,C)∼= (SL(2,C)×SL(2,C))/Z2

を得る.

次に, C2 への SL(2,C) 作用を考える. SL(2,C) 表現には自然表現と双対表現の 2

種類が考えられる:

自然表現 SL(2,C)↷C2 ; ξ 7−→ Pξ ,
双対表現 SL(2,C)↷C2 ; η 7−→ tQ−1η .

この自然表現の表現空間を VL (= C2),その双対表現の表現空間を VR (= C2)と表す.

これを組み合わせて VL⊗VR (= C2⊗C2)への SL(2,C)×SL(2,C)作用を

SL(2,C)×SL(2,C)↷VL⊗VR ; ξ ⊗η 7−→ (Pξ )⊗ (tQ−1η)
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によって定めると,この作用はM(2,C)への SL(2,C)×SL(2,C)作用

SL(2,C)×SL(2,C)↷ M(2,C) ; X 7−→ P ·X ·Q−1

に一致する.実際,

ι ′((Pξ )⊗ (tQ−1η)) = (Pξ ) · t(tQ−1η) = (Pξ ) · (tηQ−1)

= P · (ξ · tη) ·Q−1 = P · ι ′(ξ ⊗η) ·Q−1

である.これを踏まえ,スピノールを以下のように定義する.

定義 1.5. (スピノール)

SL(2,C) 自然表現の表現空間 VL を左巻きスピノール空間 (left-handed

spinor space), その双対表現の表現空間 VR を右巻きスピノール空間 (right-

handed spinor space) といい, まとめてスピノール空間 (spinor space) と呼ぶ.

とくに, VL の各元を左巻きスピノール (left-handed spinor), VR の各元を右巻
きスピノール (right-handed spinor)といい,こちらもまとめて単にスピノール
(spinor)と呼ぶ.

ファン・デル・ヴェルデン表示
スピノールの計算にはファン・デル・ヴェルデン表示 (Van der Waerden notation)

と呼ばれる独自の添字記法が用いられる. この添字記法では, 左巻きスピノールの成
分の添字を 0,1,右巻きスピノールの成分の添字を 0̇, 1̇と表示して,左巻き,右巻きを
区別する:

ξ = ξ AeA =

(
ξ 0

ξ 1

)
∈VL,

η = η ȦeȦ =

(
η 0̇

η 1̇

)
∈VR.

ただし, e0̇ = e0, e1̇ = e1 である.これに対応して, VL, VR 上の線形変換の添字は以下の
ように与えられる:

Λξ =

(
Λ0

0 Λ0
1

Λ1
0 Λ1

1

)(
ξ 0

ξ 1

)
=

(
Λ0

Aξ A

Λ1
Aξ A

)
,

8



Λ′η =

(
Λ′0̇0̇ Λ′0̇1̇
Λ′1̇0̇ Λ′1̇1̇

)(
η 0̇

η 1̇

)
=

(
Λ′0̇Ȧη Ȧ

Λ′1̇Ȧη Ȧ

)
.

また, スピノール空間にはそれぞれ双対空間 V ∗L , V ∗R が考えられるが, この V ∗L , V ∗R
の元は次のように添字を下に付けて表す:

ζ = ζAeA =

(
ζ0
ζ1

)
∈V ∗L ,

ς = ςȦeȦ =

(
ς0̇
ς1̇

)
∈V ∗R .

ただし, e0 = e0̇ = e0, e1 = e1̇ = e1 である.これに対応して, V ∗L , V ∗R 上の線形変換の添
字は以下のように与えられる:

Λ̃ζ =

(
Λ̃ 0

0 Λ̃ 1
0

Λ̃ 0
1 Λ̃ 1

1

)(
ζ0
ζ1

)
=

(
Λ̃ A

0 ζA

Λ̃ A
1 ζA

)
,

Λ̃′ς =

Λ̃′
0̇

0̇ Λ̃′
1̇

0̇

Λ̃′
0̇

1̇ Λ̃′
1̇

1̇

(ς0̇
ς1̇

)
=

Λ̃′
Ȧ

0̇ ςȦ

Λ̃′
Ȧ

1̇ ςȦ

.

さらに,スピノール空間を組み合わせてスピノール空間のテンソル積

T m
n (VL)⊗T k

l (VR) =VL⊗·· ·⊗VL⊗V ∗L ⊗·· ·⊗V ∗L ⊗VR⊗·· ·⊗VR⊗V ∗R ⊗·· ·⊗V ∗R

を考えることができるが,この空間の元の添字は次のように与えられる:

ϕ = ϕ A1···AmȦ1···Ȧk
B1···BnḂ1···Ḃl

eB1···BnḂ1···Ḃl
A1···AmȦ1···Ȧk

.

ただし eB1···BnḂ1···Ḃl
A1···AmȦ1···Ȧk

は T m
n (VL)⊗T k

l (VR)の基底である:

eB1···BnḂ1···Ḃl
A1···AmȦ1···Ȧk

= eA1 ⊗·· ·⊗ eAm ⊗ eB1 ⊗·· ·⊗ eBn ⊗ eȦ1
⊗·· ·⊗ eȦk

⊗ eḂ1 ⊗·· ·⊗ eḂl .

とくにM(2,C) = ι ′(VL⊗VR)の座標は,この表示を用いて(
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)

と表される.
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スピノールの複素共役
スピノールの複素共役を, 各成分の複素共役を取り, 左巻きと右巻きを入れ替える

操作として定義する:

· : VL→VR ; ξ =

(
ξ 0

ξ 1

)
7→ ξ =

(
ξ

0̇

ξ
1̇

)
:=

(
ξ 0

ξ 1

)
,

· : VR→VL ; η =

(
η 0̇

η 1̇

)
7→ η =

(
η0

η1

)
:=

(
η 0̇

η 1̇

)
.

V ∗L , V ∗R についても同様である:

· : V ∗L →V ∗R ; ζ =

(
ζ0
ζ1

)
7→ ζ =

(
ζ 0̇
ζ 1̇

)
:=
(

ζ0

ζ1

)
,

· : V ∗R →V ∗L ; ς =

(
ς0̇
ς1̇

)
7→ ς =

(
ς0
ς1

)
:=
(

ς0̇
ς1̇

)
.

また, T m
n (VL)⊗T k

l (VR) の複素共役についても同様に左巻きと右巻きを入れ替える
操作として定める:

· : T m
n (VL)⊗T k

l (VR)→ T m
n (VR)⊗T k

l (VL) ;

ϕ = ϕ A1···AmȦ1···Ȧk
B1···BnḂ1···Ḃl

eB1···BnḂ1···Ḃl
A1···AmȦ1···Ȧk

7→ ϕ = ϕ Ȧ1···ȦmA1···Ak
Ḃ1···ḂnB1···Bl

eḂ1···ḂnB1···Bl
Ȧ1···ȦmA1···Ak

ただし,各係数は
ϕ Ȧ1···ȦmA1···Ak

Ḃ1···ḂnB1···Bl
= ϕ A1···AmȦ1···Ȧk

B1···BnḂ1···Ḃl

である.

添字の上げ下げ
ベクトルの添字の上げ下げは計量テンソルとの縮約を取って双対ベクトルに変換す

る同型対応であるが,スピノールの添字の上げ下げはレヴィ・チヴィタ記号との縮約
を取って双対スピノールに変換する同型対応である. すなわち, スピノールの添字を
下げる操作は

♭L : VL→V ∗L ;
(

ξ 0

ξ 1

)
7→
(

ξ0
ξ1

)
:=
(

ξ AεA0
ξ AεA1

)
=

(
−ξ 1

ξ 0

)
,
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♭R : VR→V ∗R ;

(
η 0̇

η 1̇

)
7→
(

η0̇
η1̇

)
:=

(
η ȦεȦ0̇
η ȦεȦ1̇

)
=

(
−η 1̇

η 0̇

)
,

スピノールの添字を上げる操作は

♯L : V ∗L →VL ;
(

ξ0
ξ1

)
7→
(

ξ 0

ξ 1

)
:=
(

ε0AξA
ε1AξA

)
=

(
ξ1
−ξ0

)
,

♯R : V ∗R →VR ;
(

η0̇
η1̇

)
7→

(
η 0̇

η 1̇

)
:=

(
ε 0̇ȦηȦ
ε 1̇ȦηȦ

)
=

(
η1̇
−η0̇

)
によって与えられる.ただし, ε は 2次元のレヴィ・チヴィタ記号である:

ε =

(
ε00 ε01
ε10 ε11

)
=

(
ε0̇0̇ ε0̇1̇
ε1̇0̇ ε1̇1̇

)
=

(
ε00 ε01

ε10 ε11

)
=

(
ε 0̇0̇ ε 0̇1̇

ε 1̇0̇ ε 1̇1̇

)
=

(
0 1
−1 0

)
.

なお, 0でない 2つのスピノール(
ξ 0

ξ 1

)
∈VL,

(
ξ0
ξ1

)
∈V ∗L

は C2 のベクトルとしては異なるベクトルであるが, 共に ξ と表し, 成分表示の添字
の位置によってその 2つを区別することにする.ドット付きの場合についても同様で
ある.

スピノールの内積
左巻きスピノール,右巻きスピノールの内積をそれぞれ以下で定める:

〈ξ ,ζ 〉 := ξAζ A = εABξ Aζ B = εABξAζB,

[η ,ς ] := ηȦς Ȧ = εȦḂη Ȧς Ḃ = ε ȦḂηȦςḂ.

命題 1.6.

スピノールの内積について以下が成り立つ:

(1) スピノールの内積は反対称である:

〈ξ ,ζ 〉=−〈ζ ,ξ 〉 , [η ,ς ] =− [ς ,η ] ,
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(2) スピノールの内積は SL(2,C)不変である:

〈Λξ ,Λζ 〉= 〈ξ ,ζ 〉 , [Λη ,Λς ] = [η ,ς ] (Λ ∈ SL(2,C)),

(3) CMの任意のヌルベクトルどうしの内積は,スピノールの内積の積に分
解できる:

g(x,y) = 〈ξ ,ζ 〉 · [η ,ς ] .

ただし, ι(x) = ι ′(ξ ⊗η), ι(y) = ι ′(ζ ⊗ ς)である.

証明 (1),(2) については右巻きの場合も同様に計算できるから左巻きの場合のみ
示す.

(1) レヴィ・チヴィタ記号は添字の入れ替えで正負が入れ替わるから

〈ξ ,ζ 〉= εABξ Aζ B =−εBAξ Aζ B =−〈ζ ,ξ 〉

である.したがって内積は反対称である.

(2) 任意の Λ ∈ SL(2,C)について

〈Λξ ,Λζ 〉= εABΛA
CξCΛB

Dζ D

= Λ0
CξCΛ1

Dζ D−Λ1
CξCΛ0

Dζ D

= (Λ0
CΛ1

D−Λ1
CΛ0

D)ξCζ D

= (Λ0
0Λ1

1−Λ1
0Λ0

1)ξ 0ζ 1 +(Λ0
1Λ1

0−Λ1
1Λ0

0)ξ 1ζ 0

= ξ 0ζ 1−ξ 1ζ 0

= εABξ Aζ B = 〈ξ ,ζ 〉

である.したがって内積は SL(2,C)不変である.

(3) ι(x) = ι ′(ξ ⊗η), ι(y) = ι ′(ζ ⊗ ς)より

1√
2

(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
=

(
ξ 0η 0̇ ξ 0η 1̇

ξ 1η 0̇ ξ 1η 1̇

)
,

1√
2

(
y0 + y3 y1− iy2

y1 + iy2 y0− y3

)
=

(
ζ 0ς 0̇ ζ 0ς 1̇

ζ 1ς 0̇ ζ 1ς 1̇

)
であるから

〈ξ ,ζ 〉 · [η ,ς ] =
(
ξ 0ζ 1−ξ 1ζ 0)(η 0̇ς 1̇−η 1̇ς 0̇

)
12



= ξ 0η 0̇ζ 1ς 1̇−ξ 0η 1̇ζ 1ς 0̇−ξ 1η 0̇ζ 0ς 1̇ +ξ 1η 1̇ζ 0ς 0̇

=
1
2
(x0 + x3)(y0− y3)− 1

2
(x1− ix2)(y1 + iy2)

− 1
2
(x1 + ix2)(y1− iy2)+

1
2
(x0− x3)(y0 + y3)

= x0y0− x1y1− x2y2− x3y3 = g(x,y)

である.

命題 1.6の (3)の証明と同様の手順により次の関係式を得る.

命題 1.7.

CMの計量 gに関して以下が成り立つ:

g(x,y) = gabxayb = εABεȦḂxAȦyBḂ.

1.3 リアルスライス
CM の定め方から, 座標 (x0,x1,x2,x3) を実数に制限することで 4 次元ミンコフス

キー空間Mを CM内に実現することができるが,空間の “切り方”を上手く変えるこ
とによってユークリッド空間 E4 やニュートラル計量空間 R2,2 の構造も CM内で実
現することができる. ここでは複素ベクトル空間上の実構造の定義を与え, 具体的に
実構造を構成することで実際にMや E4 が得られることを見ていく.

定義 1.8. (実構造)

複素ベクトル空間 V 上の実構造 (real structure) とは, 以下の条件を満たす
ような写像 σ : V →V をいう:

(1) σ は反線形写像 (antilinear map)である:

(i) σ(x+ y) = σ(x)+σ(y),

(ii) σ(λx) = λσ(x) (λ ∈ C),
(2) σ は対合写像 (involution)である:

σ ◦σ = idV .

13



また, σ に関する V 内の不動点全体のなす空間

V σ := { x ∈V | σ(x) = x}

を, σ による V のリアルスライス (real slice)と呼ぶ.

例 1.9. (ミンコフスキー空間M)

CMの実構造 σ を
σ(x) = x

によって与えると,この σ によるリアルスライスは集合として

CMσ = { x ∈ CM | x = x}= { x ∈ CM | Im(x) = 0}= R4

である. CMの座標を実部と虚部に分けて x = ux + ivx と表すと,計量 gの CMσ への
制限は

g(x,y) = u0
xu0

y−u1
xu1

y−u2
xu2

y−u3
xu3

y

となり,ミンコフスキー計量の符号と一致する.すなわち, σ による CMのリアルスラ
イスはMとなる.

また, ι を用いてM(2,C)の座標で記述すれば

ι(σ(x)) =
1√
2

(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
=

1√
2

t(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
= tι(x)

であるから, σ ′ : M(2,C)→M(2,C)を

σ ′(X) = σ ′
(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
=

t(
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
= tX

で定めれば, σ ′ は ι ◦σ = σ ′ ◦ ι を満たすような M(2,C) 上の実構造となる. この σ ′

によるM(2,C)のリアルスライスは

M(2,C)σ ′ =
{

X ∈M(2,C)
∣∣ tX = X

}
であり,これはエルミート行列全体のなす空間である.
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例 1.10. (ユークリッド空間 E4)

CMの実構造 σ を

σ


x0

x1

x2

x3

=


x0

−x1

−x2

−x3


によって与えると,この σ によるリアルスライスは集合として

CMσ =
{

x ∈ CM
∣∣ Im(x0) = 0, Re(x1) =Re(x2) =Re(x3) = 0

}
である. CMの座標を実部と虚部に分けて x = ux + ivx と表すと,計量 gの CMσ への
制限は

g(x,y) = u0
xu0

y + v1
xv1

y + v2
xv2

y + v3
xv3

y

となり,ユークリッド計量の符号と一致する.すなわち, σ による CMのリアルスライ
スは E4 となる.

また, ι を用いてM(2,C)の座標で記述すれば

ι(σ(x)) =
1√
2

(
x0− x3 −x1 + ix2

−x1− ix2 x0 + x3

)
=

1√
2

(
x0− x3 −x1− ix2

−x1 + ix2 x0 + x3

)
であるから, σ ′ : M(2,C)→M(2,C)を

σ ′(X) = σ ′
(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
=

(
x11̇ −x10̇

−x01̇ x00̇

)
= εXε−1

で定めれば, σ ′ は ι ◦σ = σ ′ ◦ ι を満たすような M(2,C) 上の実構造となる. この σ ′

によるM(2,C)のリアルスライスは

M(2,C)σ ′ =
{

X ∈M(2,C)
∣∣ εXε−1 = X

}
である.

例 1.11. (ニュートラル計量空間 R2,2)

CMの実構造 σ を

σ


x0

x1

x2

x3

=


x0

x1

−x2

x3
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によって与えると,この σ によるリアルスライスは集合として

CMσ =
{

x ∈ CM
∣∣ Im(x0) = Im(x1) = Im(x3) = 0, Re(x2) = 0

}
である. CMの座標を実部と虚部に分けて x = ux + ivx と表すと,計量 gの CMσ への
制限は

g(x,y) = u0
xu0

y−u1
xu1

y + v2
xv2

y−u3
xu3

y

となり,ニュートラル計量の符号と一致する.すなわち, σ による CMのリアルスライ
スは R2,2 となる.

また, ι を用いてM(2,C)の座標で記述すれば

ι(σ(x)) =
1√
2

(
x0 + x3 x1 + ix2

x1− ix2 x0− x3

)
=

1√
2

(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
= ι(x)

であるから, σ ′ : M(2,C)→M(2,C)を

σ ′(X) = σ ′
(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
=

(
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
= X

で定めれば, σ ′ は ι ◦σ = σ ′ ◦ ι を満たすような M(2,C) 上の実構造となる. この σ ′

によるM(2,C)のリアルスライスは

M(2,C)σ ′ =
{

X ∈M(2,C)
∣∣ X = X

}
= M(2,R)

である.

以降の議論においては, CM, M(2,C), C2⊗C2 を同一視して ι(x), (ι ′−1 ◦ ι)(x) を
単に xと表し, CMの計量 gに関する内積を

x · y := g(x,y) = gabxayb = εABεȦḂxAȦyBḂ

と表すことにする.
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2 ツイスター理論
ペンローズによるツイスター理論は,時空の 1点を通る光線の集合が球面と同一視

できるという幾何学的なアイデアと,ミンコフスキー空間上の微分方程式の研究にそ
の端を発しており, ペンローズの創始以降, 重力理論やゲージ理論といった分野に大
きな寄与をもたらしてきた. 本節では, ツイスター空間と呼ばれる複素多様体と物理
的な対象である時空との間の幾何学的な対応の記述を目的として,前半に複素多様体
の変形理論を用いたツイスター理論の一般論を扱い,後半で具体例として平坦時空上
のツイスター理論を扱うことにする.なお, 2.1節は [62], [106]等を, 2.2節および 2.3

節は [2], [71], [91], [102]等を参考に構成した.

2.1 複素多様体上のツイスター理論
ツイスター理論の黎明期においてペンローズが導入したのは,時空内の一点を通る

光線を記述するための複素射影空間であり,これが最初期のツイスター空間であった.

ツイスター空間の定義はその後, ツイスター理論の曲がった時空上への拡張に伴い,

代数幾何や複素幾何の言葉で記述されるようになった.現在に至るまでツイスター空
間の導入にはいくつかの方法が考えられてきたが,ここでは時空とは独立に以下のよ
うな定義を与える.

定義 2.1. (ツイスター空間)

T を 3次元複素多様体, Cを T の 1次元複素部分多様体とする. T とCが以
下の条件を満たすとき, T をツイスター空間 (twistor space), C をツイスター
直線 (twistor line),あるいは非線形重力子 (nonlinear graviton)といい,ツイス
ター空間の各元をツイスター (twistor)という:

(1) Cは T の非特異有理曲線 (リーマン球面の正則埋め込み)である:

C ∼= CP1,

(2) Cの法束が O(1)⊕O(1)である.
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ただし, O(n)は CP1 上の正則直線束である.

複素多様体上のツイスター理論を構築する上でキーとなるのは,ツイスター空間内
におけるツイスター直線の変形である. 複素多様体の変形理論により, ツイスター直
線の変形のパラメータの空間は 4 次元となることが保証されるが, その際, 以下で定
義される複素解析族が,ツイスター空間と変形のパラメータの空間との間の橋渡しを
する.

定義 2.2. (複素解析族)

複素多様体 Z の複素解析族 (complex analytic family) とは, 以下の
条件を満たすような複素部分多様体の族 {Yx }x∈X, あるいは Y =

{ (x,z) ∈ X×Z | z ∈ Yx }をいう:

(1) パラメータの空間 Xは連結な複素多様体である,

(2) 各 x ∈ Xについて, Yx は Zのコンパクト複素部分多様体である,

(3) Yは X×Zの複素部分多様体である,

(4) 各 y ∈ { x}×Yx について以下が成り立つ:

TyY∩Ty({ x}×Z) = Ty({ x}×Yx).

とくに, Y を Zのコンパクト複素部分多様体とするとき, Y を含むような複素
解析族 {Yx }x∈X を Zにおける Y の変形 (deformation)という.

このコンパクト複素部分多様体の変形に関しては変形理論の次の結果が知られてお
り,これがツイスター空間から時空を生成する際の理論的な後ろ盾となる.

定理 2.3. (小平 [42])

Z を複素多様体, Y を Z のコンパクト複素部分多様体, N を Y の法束とす
る.このとき H1(Y,N)∼= 0ならば, Y のある変形 {Yx }x∈X が存在して,任意の
x ∈ Xに対し

TxX∼= H0(Yx,Nx)
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が成り立つ.ただし, Nx は Yx の法束である.

図 2 コンパクト複素部分多様体の変形と複素解析族

この小平の定理をツイスター空間の状況に適用する. Zとしてツイスター空間 T を
取り, Y としてツイスター直線Cを取る.一般に

H1(Y,N)∼= H1(C,O(1)⊕O(1))∼= 0

であるから,ある複素解析族 F = { (x,z) ∈M×T | z ∈Cx }が存在して,各 x ∈Mで

TxM∼= H0(Yx,Nx)∼= H0(Cx,O(1)⊕O(1))∼= C4

となる.したがってMは 4次元複素多様体である.このとき, M, T への射影

µ : F→M ; (x,z) 7→ x,

ν : F→ T ; (x,z) 7→ z

から次のダブルファイブレーションを得る:

F

M T

µ ν

この構成方法から,任意の x ∈Mについて

ν(µ−1(x)) =Cx ∼= CP1
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である.

定義 2.4. (複素共形構造)

複素多様体 M 上の正則な非退化 2階共変対称テンソルを M 上の複素計量
(complex metric)といい, M 上の複素計量のスケーリングに関する同値類

[g] = {φ ·g ∈ Γ(T ∗M⊗T ∗M) | φ ∈H(M), φ 6= 0}

を M 上の複素共形構造 (complex conformal structure),あるいは単に共形構造
(conformal structure)という.ただし, H(M)は M 上の正則関数全体のなす空
間であり, φ 6= 0は任意の x ∈M に対して φ(x) 6= 0となることを意味するも
のとする.

また, [g]に関するワイルテンソルW が,ホッジ作用素 ∗について

∗W =W

を満たすとき,共形構造 [g]は自己双対 (self-dual)であるという.

ツイスター直線の法束が O(1)⊕O(1)であることを利用してM上の共形構造を構
成する. x をM の任意の点とし, x に対するツイスター直線 Cx ∼= CP1 の斉次座標を
z = [z0,z1]とする. O(1)の正則切断は z0,z1 の 1次式で表されるから,点 xにおける任
意の接ベクトル u ∈ TxM∼= H0(Cx,O(1)⊕O(1))は, 2つの 1次式の組

(az0 +bz1,cz0 +dz1)

として表される.とくにこの各係数 a,b,c,d は TxM∼= C4 の座標を与える.

定義 2.5. (α 曲面)

ダブルファイブレーションにおいて点 z ∈ T に対応するMの曲面

Az := µ(ν−1(z))⊂M

を zに対応するMの α 曲面 (α-surface)という.

各 z ∈Cx に対し, α 曲面 Az は点 x を含むから, M の接ベクトル u ∈ TxM が TxAz

に含まれるとき, T における u方向へのCx の変形は zを固定する.
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図 3 ダブルファイブレーション

したがってMの接ベクトルについて次の同値な条件を得る.

命題 2.6.

xをMの点, z = [z0,z1]をCx の点とし, uを xにおける接ベクトルとする:

u =

(
a b
c d

)
= (az0 +bz1,cz0 +dz1) ∈ TxM∼= H0(Cx,O(1)⊕O(1)).

このとき uに関して以下は同値である:

(1) uが zに対応する α 曲面 Az の接ベクトルとなる:

u ∈ TxAz ⊂ TxM,

(2) zが 2つの 1次式 az0 +bz1,cz0 +dz1 の共通零点となる:

az0 +bz1 = cz0 +dz1 = 0,

(3) uの行列式が 0となる:

det(u) = ad−bc = 0.
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図 4 1点を固定するツイスター直線の変形は α 曲面の接ベクトルに対応する

これを踏まえ, M上の 2次形式 hを

h(u) = ad−bc

で定めると, hからM上の複素計量 gが

g(u,u′) = h(u+u′)−h(u)−h(u′)

と定まるが, この定め方から計量 g は, 各 z ∈ Cx に対応する α 曲面 Az の接平面
TxAz をヌル平面とするような複素計量になっている. なお, O(1)⊕O(1) の正則切断
(az0 +bz1,cz0 +dz1)の表示には定数倍の自由度があるため,計量 gの定め方には関数
倍の自由度が残る.したがってMには共形構造 [g]が一意に定まることになる.

定義 2.7. (α 平面)

[η ] ∈ P(VR) = CP1 に対して, CMの 2次元部分空間

A[η ] := {ξ ⊗η ∈ CM | ξ ∈VL } ∼= C2

を [η ]の α 平面 (α-plane)という.

M の接空間と CM を適当に同一視することによって, α 曲面の接平面は α 平面
と同一視できる. Mについては可積分性に関する以下の結果が知られており,ツイス
ター空間の構造はMの自己双対共形構造を与えることが分かる.

定理 2.8. (ペンローズ [62])

4次元複素共形多様体 (M, [g])について以下は同値である:
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(1) [g]が自己双対である,

(2) Mの接空間の任意の α 平面 Aに対し, Aを接平面に持つような α 曲
面が存在する.

以上までの内容から,ツイスター空間 T と複素多様体Mの対応は次のようにまと
めることができる.

定理 2.9. (ツイスター対応)

ツイスター空間 T と複素多様体Mの間のダブルファイブレーション

F

M T

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

自己双対共形多様体 ツイスター空間
(M, [g]) ←→ T

点 x Cx ツイスター直線
α 曲面 Az z 点
接空間 TxM H0(Cx,Nx) 法束の正則切断

2.2 複素ミンコフスキー空間上のツイスター理論
ツイスター対応の具体例として最もよく知られているのは,複素時空 CMと 3次元

複素射影空間 CP3 の対応である.ここでは 2.1節の流れに則して,射影空間内のツイ
スター直線の変形から複素時空を構成し,その対応を見ていくことにする.

はじめにベクトル空間 Tを,スピノール空間 VL と V ∗R の直和として定める:

T=VL⊕V ∗R ∼= C4.
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P̃T=CP3 を Tの射影化とし,ツイスター空間 Tとして P̃T内の以下の開集合を取る:

PT :=

z =


ω0

ω1

π0̇
π1̇

 ∈ P̃T

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

π0̇
π1̇

)
6=
(

0
0

)∼= CP3 \CP1.

PTは 2つの開集合

U+ =
{

z ∈ P̃T
∣∣∣ π1̇ 6= 0

}
, U− =

{
z ∈ P̃T

∣∣∣ π0̇ 6= 0
}

でカバーでき, U+ 上の座標は

ω0
+ =

ω0

π1̇
, ω1

+ =
ω1

π1̇
, π+ =

π0̇
π1̇

,

U− 上の座標は
ω0
− =

ω0

π0̇
, ω1
− =

ω1

π0̇
, π− =

π1̇
π0̇

で与えられる.共通部分 U+∩U− における座標変換は

ω0
+ = π+ω0

−, ω1
+ = π+ω1

−, π+ =
1
π−

であるから, PT= U+∪U− は CP1 上の階数 2の正則ベクトル束 O(1)⊕O(1)の全空
間に一致する.したがって,変形の基準となるツイスター直線として

C =




0
0
π0̇
π1̇

 ∈ P̃T

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

π0̇
π1̇

)
6=
(

0
0

)∼= CP1

を取ると, C の法束は O(1)⊕O(1)であるから, C の変形は複素時空 CMの座標を用
いて

Cx =




x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

π0̇
π1̇

 ∈ P̃T

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

π0̇
π1̇

)
6=
(

0
0

)∼= CP1

と表示することができ,複素解析族 Fは

F = { (x,z) ∈ CM×PT | z ∈Cx } ∼= CM×CP1
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と与えられる.これにより次のダブルファイブレーションを得る:

F ∼= CM×CP1

M= CM T = PT

µ ν

命題 2.10.

CM上の異なる 2点 x,yに関して以下は同値である:

(1) x,yに対応するツイスター直線Cx,Cy が交点を持つ,

(2) xと yの差 (x− y)がヌルである.

証明 (1)⇒ (2)

Cx とCy の交点を

z =


ω0

ω1

π0̇
π1̇

 ∈Cx∩Cy

とすると, zは関係式
ωA = xAȦπȦ = yAȦπȦ

を満たすから, (xAȦ− yAȦ)πȦ = 0である. π の直交補空間は 1次元であるから,

(x− y)はある ξ 0,ξ 1 ∈ Cを用いて

xAȦ− yAȦ = ξ Aπ Ȧ

と表せる.よって (x− y)はヌルベクトルである.

(2)⇒ (1)

xと yの差 (x− y)がヌルであるとすると, (x− y)はある ξ ∈VL,π ∈VR を用
いて

xAȦ− yAȦ = ξ Aπ Ȧ

と表される. πȦ との縮約を取ると,スピノールの内積の反対称性より

(xAȦ− yAȦ)πȦ = ξ Aπ ȦπȦ = 0
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となる.したがって
xAȦπȦ = yAȦπȦ

であるから, Cx∩Cy 6= /0である.

図 5 CMと PTのツイスター対応

命題 2.10 より, 固定した x0 ∈ CM に対応するツイスター直線 Cx0 上に任意の点 z

を取ると, zを通るようなツイスター直線の族は,任意のパラメータ ξ 0,ξ 1 を用いて

xAȦ = xAȦ
0 +ξ Aπ Ȧ

と表示される.したがって, zを通るようなツイスター直線の全体は α 平面

A[π] = {ξ ⊗π ∈ CM | ξ ∈VL } ∼= C2

を x0 方向に平行移動させた空間に対応する.

以上までの内容から,ツイスター空間 PTと複素時空 CMの対応は次のようにまと
めることができる.

定理 2.11. (ツイスター対応)

ツイスター空間 PTと複素時空 CMの間のダブルファイブレーション

F ∼= CM×CP1

M= CM T = PT

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:
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複素ミンコフスキー空間 ツイスター空間
CM ←→ PT

点 x Cx ツイスター直線
α 平面 A[π] z 点

2.3 ミンコフスキー空間上のツイスター理論
ミンコフスキー空間M上のツイスター理論は, PT内のヌルツイスターと呼ばれる

ツイスターとM内のヌル直線との対応を与える最も古典的なツイスター理論である.

ここでは CMのリアルスライスとしてミンコフスキー空間Mを取り,複素時空の実
構造をダブルファイブレーション経由でツイスター空間に誘導することによって,複
素時空上のツイスター理論の枠組みの中でM上のツイスター理論を実現することに
する.

なお,以降の議論において複素解析族を用いたダブルファイブレーションの表示は
やや冗長であるから,以下のように対応を簡略化することにする:

CM×CP1

CM PT

µ ν

µ(x, [π]) = x, ν(x, [π]) =


x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

π0̇
π1̇

.
1.3節で扱ったように, CM内のリアルスライスとして得られるMはエルミート行

列全体のなす空間であったから, Mの各点 xは

xȦA = xAȦ

という条件を満たす.したがって,任意に [π] ∈ P(V ∗R ) = CP1 を取って,複素時空上の
ツイスター対応を与える関係式

ωA = xAȦπȦ
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の両辺に πA を縮約させると

ωAπA = xAȦπȦπA = xȦAπȦπA = ω ȦπȦ,

すなわち
〈ω,π〉= [ω,π]

という条件を得る.

定義 2.12. (ヌルツイスター空間)

ツイスター空間 PT内の空間

PN :=




ω0

ω1

π0̇
π1̇

 ∈ PT

∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈ω,π〉= [ω,π]


をヌルツイスター空間 (null twistor space)といい,ヌルツイスター空間の各元
をヌルツイスター (null twistor)という.

ヌルツイスター空間の導入方法から直ちに, ν(µ−1(M))が PNに含まれることが分
かるが,以下の命題から PNはMと完全に対応する空間であることが分かる.

命題 2.13.

ミンコフスキー空間Mとヌルツイスター空間 PNについて以下が成り立つ:

ν(µ−1(M)) = PN.

とくに,任意のヌルツイスター z ∈ PNは,ある x0 ∈Mに対応するツイスター
直線Cx0 に含まれる.

証明 PN⊂ ν(µ−1(M))を示す.任意にヌルツイスター

z =


ω0

ω1

π0̇
π1̇

 ∈ PN
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を取ると, zは条件
ωAπA = ω ȦπȦ

を満たす. この条件は ωAπA の虚部が 0 であることを意味するから, ωAπA は
ある実数 λ を用いて

ωAπA = ω ȦπȦ = λ

と表すことができる.この λ を用いてMの点 x0 を

x0 =



1
λ

(
ω0ω 0̇ ω0ω 1̇

ω1ω 0̇ ω1ω 1̇

)
(λ 6= 0)

1
|π0̇|2

(
ω0π0 +ω 0̇π0̇ + |π1̇|2c ω 1̇π0̇−π1π0̇c

ω1π0−π1̇π0c |π0̇|2c

)
(λ = 0, π0̇ 6= 0)

1
|π1̇|2

(
|π1̇|2c ω0π1−π0̇π1c

ω 0̇π1̇−π0π1̇c ω1π1 +ω 1̇π1̇ + |π0̇|2c

)
(λ = 0, π1̇ 6= 0)

で定める.ただし, cは任意の実数定数である. x0 は関係式

ωA = xAȦ
0 πȦ

を満たすから,ヌルツイスター zは x0 に対応するツイスター直線Cx0 に含まれ
る.したがって PN⊂ ν(µ−1(M))である.

命題 2.13で構成した x0 は,ヌルツイスター z ∈ PNに対応する α 平面とMの共通
部分

Γz := µ(ν−1(z))∩M

がMのヌル直線であることを示す際にも用いられる.

命題 2.14.

PN の各点は M 内のヌル直線と一対一に対応する. すなわち, 以下が成り
立つ:

(1) 任意のヌルツイスター z ∈ PNに対し, Γz はヌル直線である,

(2) 任意のヌルツイスター z,z′ ∈ PNに対し, Γz = Γz′ であるとすると, z= z′

である,
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(3) Mの任意のヌル直線 Γに対し,あるヌルツイスター z ∈ PNが存在して
Γ = Γz となる.

証明
(1) 任意のヌルツイスター

z =


ω0

ω1

π0̇
π1̇

 ∈ PN

に対応する CMの α 平面は,命題 2.13で構成した x0 ∈Mとパラメータ ξ に
よって

xAȦ = xAȦ
0 +ξ Aπ Ȧ

と表すことができる.とくに ξ Aπ Ȧ の部分はMとの共通部分において,実数パ
ラメータ rを用いて r πAπ Ȧ と表されるから, Γz は

xAȦ = xAȦ
0 + r πAπ Ȧ

と表すことができる.したがって, Γz はヌル直線である.

(2) zと z′ を PNの任意の点とし, Γz = Γz′ とする.このとき,ヌル直線 Γz = Γz′

上の任意の点 xは

xAȦ = xAȦ
0 + r πAπ Ȧ = x′AȦ

0 + r′ π ′Aπ ′Ȧ

と 2通りに書き表すことができるが, 2つのヌル直線の接ベクトルは同一方向
でなければならないから, π ′ は π の複素定数倍である:

π ′ = cπ.

したがって
x′AȦ

0 = xAȦ
0 +(r− r′|c|2)πAπ Ȧ

であるから, π ȦπȦ = 0より

z′ =


x′0Ȧ

0 π ′Ȧ
x′1Ȧ

0 π ′Ȧ
π ′0̇
π ′1̇

=


{

x0Ȧ
0 +(r− r′|c|2)π0π Ȧ

}
cπȦ{

x1Ȧ
0 +(r− r′|c|2)π1π Ȧ

}
cπȦ

cπ0̇
cπ1̇

=


cx0Ȧ

0 πȦ
cx1Ȧ

0 πȦ
cπ0̇
cπ1̇

= z
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を得る.

(3) ΓをMの任意のヌル直線とする. Γの接ベクトルはMのヌルベクトルであ
るから, Γの任意の点 xは,あるスピノール π ∈VR と Γ上のある点 x0,および
実数パラメータ rを用いて

xAȦ = xAȦ
0 + r πAπ Ȧ

と表すことができる.このとき z ∈ PNを, π と x0 を用いて

z =


x0Ȧ

0 πȦ
x1Ȧ

0 πȦ
π0̇
π1̇


と定めると, zはCx0 に含まれるから Γz = Γである.

命題 2.13 と命題 2.14 より, CM と PT の間のダブルファイブレーションを M と
PNへ制限することで, Mと PNの間のツイスター対応を得る.

定理 2.15. (ツイスター対応)

ヌルツイスター空間 PN とミンコフスキー空間 M の間のダブルファイブ
レーション

M×CP1

M PN

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

ミンコフスキー空間 ヌルツイスター空間
M ←→ PN

点 x Cx ツイスター直線
ヌル直線 Γz z 点
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3 ミニツイスター理論
ヒッチンによって導入されたミニツイスター理論は,ミニツイスター空間と呼ばれ

る 2次元複素多様体と, 3次元複素多様体上のアインシュタイン・ワイル構造と呼ば
れる幾何構造との間に局所的な対応を与えるものであり,近年の研究においては代数
幾何や可積分系との関連が盛んに調べられている. ツイスター対応同様, アインシュ
タイン・ワイル空間はミニツイスター直線の空間であり,逆にミニツイスター空間は
アインシュタイン・ワイル空間のヌル曲面をパラメトライズする空間となっている.

本節では 2節と同様の流れで,前半に複素多様体の変形理論を用いたミニツイスター
理論の一般論を扱い,後半で具体例として平坦時空上のミニツイスター理論,および 3

次元双曲空間上のミニツイスター理論を扱うことにする.なお, 3.1節は [33], [39]等
を, 3.2節は [3], [15], [29]等を, 3.3節は [10], [13]等を参考に構成した.

3.1 複素多様体上のミニツイスター理論
はじめに,共形キリングベクトル場によるツイスター対応のリダクションを考える

ことでミニツイスターの概念が自然に導かれることを見ていく. T をツイスター空間,

(M, [g])を T に対応する自己双対共形多様体とし, K ∈X(M)をM上の共形キリング
ベクトル場とする:

LKgab = ∇aKb +∇bKa =
1
2
(∇cKc)gab.

この K のフローは α 曲面を α 曲面に移すから,それに対応してツイスター直線をツ
イスター直線に移すような T 上の正則ベクトル場 V が定まる.そこで, Cを T のツイ
スター直線とし, V は C上で消えないとすると, V は Cの法束 Ñ の自明な部分直線束
V⊂ Ñ を定める.したがって

Ñ/V∼= (O(1)⊕O(1))/V∼= O(2)

であるから, T/V においてCの法束は O(2)となる.すなわち,ツイスター空間 T をベ
クトル場 V の積分曲線で割ることで,法束が O(2)となるような非特異有理曲線を持
つ 2次元複素多様体が現れる.
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図 6 M上の共形キリングベクトル場に対応して T 上にベクトル場が定まる

定義 3.1. (ミニツイスター空間)

MT を 2次元複素多様体, CをMT の 1次元複素部分多様体とする. MT と
Cが以下の条件を満たすとき, MT をミニツイスター空間 (minitwistor space),

Cをミニツイスター直線 (minitwistor line)といい,ミニツイスター空間の各元
をミニツイスター (minitwistor)という:

(1) CはMT の非特異有理曲線 (リーマン球面の正則埋め込み)である:

C ∼= CP1,

(2) Cの法束が O(2) = O(1)⊗O(1)である.

定理 2.3 をミニツイスター空間の状況に適用する. Z としてミニツイスター空間
MT を取り, Y としてミニツイスター直線Cを取る.一般に

H1(Y,N)∼= H1(C,O(2))∼= 0

であるから,ある複素解析族 Y= { (x,z) ∈W×MT | z ∈Cx }が存在して,各 x ∈Wで

TxW∼= H0(Yx,Nx)∼= H0(Cx,O(2))∼= C3

となる.したがってWは 3次元複素多様体である.このとき, W, MT への射影

µ : Y→W ; (x,z) 7→ x,
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ν : Y→MT ; (x,z) 7→ z

から次のダブルファイブレーションを得る:

Y

W MT

µ ν

この構成方法から,任意の x ∈Wについて

ν(µ−1(x)) =Cx ∼= CP1

である.

次に,ミニツイスター直線の法束が O(2)であることを利用してW上の共形構造を
構成する. xをWの任意の点とし, xに対するミニツイスター直線Cx ∼=CP1 の斉次座
標を z = [z0,z1]とする. O(2)の正則切断は z0,z1 の 2次式で表されるから,点 xにお
ける任意の接ベクトル u ∈ TxW∼= H0(Cx,O(2))は

az2
0 +2bz0z1 + cz2

1

と表される.とくにこの各係数 a,b,cは TxW∼= C3 の座標を与える.

各 z ∈Cx に対し, Wの曲面

Sz := µ(ν−1(z))⊂W

は点 xを含むから, Wの接ベクトル u ∈ TxWが TxSz に含まれるとき, MT における u

方向へのCx の変形は zを固定する.この u方向への変形は通常,固定点を 2つ持つが,

zが 2次方程式
az2

0 +2bz0z1 + cz2
1 = 0

の重解となる場合,その 2つの固定点は一致する.したがって, Sz の接ベクトルについ
て次の同値な条件を得る.

命題 3.2.

xをWの点, z = [z0,z1]を Cx の点とし, uを xにおける Sz の接ベクトルと
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する:

u =

(
a b
b c

)
= az2

0 +2bz0z1 + cz2
1 ∈ TxSz.

このとき uに関して以下は同値である:

(1) uによる Cx の変形が zのみを固定する.すなわち, zが次の 2次方程式
の重解となる:

az2
0 +2bz0z1 + cz2

1 = 0,

(2) uの行列式が 0となる:

det(u) = ac−b2 = 0.

図 7 ミニツイスター直線の変形

これを踏まえ, W上の 2次形式 hを

h(u) = ac−b2

で定めると, hからW上の複素計量 gが

g(u,u′) = h(u+u′)−h(u)−h(u′)

と定まるが,この定め方から計量 gは,各 z ∈Cx に対応する曲面 Szの接平面 TxSzをヌ
ル平面とするような複素計量になっている.なお, O(2)の正則切断 az2

0 +2bz0z1 + cz2
1

の表示には定数倍の自由度があるため, 計量 g の定め方には関数倍の自由度が残る.

したがってWには共形構造 [g]が一意に定まることになる.
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定義 3.3. (アインシュタイン・ワイル空間)

(W, [g])を n次元複素共形多様体, DをW 上の捩れなしアフィン接続, RD
i j

を D に関するリッチテンソルとする. このとき, 以下を満たすような W を
n次元アインシュタイン・ワイル空間 (n-dimensional Einstein-Weyl space)と
いう:

(1) W 上のある 1-形式 ω ∈Ω1(W )が存在して次を満たす:

Dg = ω⊗g.

ただし, ω はリスケーリング

g 7−→Ω2g

の下で次の変換則を満たすとする:

ωi 7−→ ωi +2∂i logΩ,

(2) W 上のある関数 Λが存在して次を満たす:

RD
(i j) = Λgi j.

3次元の場合のアインシュタイン・ワイル構造に関しては,ミニツイスター空間MT

とそれに対応するW の間で以下の結果が知られており, ミニツイスター空間の構造
はW上のアインシュタイン・ワイル構造を与えることが分かる.

定理 3.4. (ヒッチン [33])

MT をミニツイスター空間とし, W をミニツイスター直線のパラメータ空
間とする.このとき,以下の条件を満たすようなW上のアインシュタイン・ワ
イル構造が一意に存在する:

(1) Wのヌルでない測地線 Γに対し,ミニツイスター直線の族 {Cx }x∈Γ は
MT 上のある 2点を通るようなミニツイスター直線の族となる,

(2) Wのヌル測地線 Γに対し,ミニツイスター直線の族 {Cx }x∈Γ はMT上
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のある 1点を通るようなミニツイスター直線の族となる.

以上のことから,ミニツイスター空間MT とアインシュタイン・ワイル空間Wの
対応は以下のようにまとめることができる.

定理 3.5. (ミニツイスター対応)

ミニツイスター空間MTと複素多様体Wの間のダブルファイブレーション

Y

W MT

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

アインシュタイン・ワイル空間 ミニツイスター空間
(W, [g]) ←→ MT

点 x Cx ミニツイスター直線
ヌル曲面 Sz z 点
接空間 TxW H0(Cx,Nx) 法束の正則切断

3.2 複素ミンコフスキー空間上のミニツイスター理論
ミニツイスター空間のよく知られている具体例には,リーマン球面の接束の全空間

と 2つのリーマン球面の直積空間の 2つがある.ここでは PTと CMのツイスター対
応のリダクションとして,リーマン球面の接束と 3次元複素ミンコフスキー空間の間
のミニツイスター対応を構成し,後半でそのリアルスライスとして 3次元ユークリッ
ド空間を取った場合を扱うことにする.

CMの座標を

x̃ =

(
x̃00̇ x̃01̇

x̃10̇ x̃11̇

)
=

1√
2

(
x0 + x3 x1− ix2

x1 + ix2 x0− x3

)
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とし, τ を x2 座標方向のベクトルとする:

τ =

(
τ00̇ τ01̇

τ10̇ τ11̇

)
=

(
0 −1
1 0

)
.

x̃は τ を用いて
x̃ =

1√
2

(
x0 + x3 x1

x1 x0− x3

)
+

ix2
√

2
τ

と分離できるから, τ 方向を同一視することによって, CM3 の座標は

x =

(
x0̇0̇ x0̇1̇

x1̇0̇ x1̇1̇

)
=

1√
2

(
x0 + x3 x1

x1 x0− x3

)
と与えられる.スピノールとして表示すれば

xȦḂ = εABx̃AȦτBḂ− ix2
√

2
ε ȦḂ = εABx̃A(ȦτBḂ) = x̃ (Ȧ

A τAḂ)

である. CM3 の計量 gについては 4次元の場合同様,行列式で与えることができる:

det(x) =
1
2
{(x0)2− (x1)2− (x3)2}.

とくに,座標 xȦḂ は対称であるから,次の同値な条件を得る.

命題 3.6.

0でない x ∈ CM3 について,以下は同値である:

(1) xがヌルベクトルである,

(2) det(x) = 0,

(3) ある π ∈VR を用いて x = π⊗π と表せる.

τ 方向の任意の平行移動

x̃AȦ 7−→ x̃AȦ +λτAȦ (λ ∈ C)

は PT上の変換 
ω0

ω1

π0̇
π1̇

 7−→


ω0 +λτ0ȦπȦ
ω1 +λτ1ȦπȦ

π0̇
π1̇

=


ω0−λπ1̇
ω1 +λπ0̇

π0̇
π1̇
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に対応する. したがって, PT から得られるミニツイスター空間MT は, PT をこの変
換による軌跡で割った空間として与えられる.とくに λ として

λ =
ω0

π1̇

を取れば,開集合 U+ において


ω0−λπ1̇
ω1 +λπ0̇

π0̇
π1̇

=


ω0

π1̇
−λ

ω1

π1̇
+λ π0̇

π1̇π0̇
π1̇
1

=


0

ω0π0̇+ω1π1̇
(π1̇)

2
π0̇
π1̇
1


と表される.一方で λ として

λ =− ω1

π0̇

を取れば, U− において


ω0−λπ1̇
ω1 +λπ0̇

π0̇
π1̇

=


ω0

π0̇
−λ π1̇

π0̇
ω1

π0̇
+λ

1
π1̇
π0̇

=


ω0π0̇+ω1π1̇

(π0̇)
2

0
1
π1̇
π0̇


と表される.そこで, ω+,ω− を

ω+ =
ω0π0̇ +ω1π1̇

(π1̇)
2 , ω− =

ω0π0̇ +ω1π1̇
(π0̇)

2

で定めると, ω+ と ω− は

ω+ =

(
π0̇
π1̇

)2

ω− = (π+)
2ω−

を満たす.したがって, τ に対応する変換によって与えられるミニツイスター空間MT
は正則ベクトル束 O(2)の全空間,すなわち CP1 の接束の全空間である:

MT= TCP1 =


ω

π0̇
π1̇

 ∈ C⊕V ∗R

∣∣∣∣∣∣
(

π0̇
π1̇

)
6=
(

0
0

)
/
∼,
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ω
π0̇
π1̇

∼
c2ω

cπ0̇
cπ1̇

 (c ∈ C\{0}).

とくに, MTの各点は PTから
ω0

ω1

π0̇
π1̇

 7−→
ω

π0̇
π1̇

=

ω0π0̇ +ω1π1̇
π0̇
π1̇


と与えられる.ツイスター対応の関係式より,ミニツイスター対応の関係式は

ω = ω0π0̇ +ω1π1̇ = x̃0ȦπȦπ0̇ + x̃1ȦπȦπ1̇

=
(
π0̇,π1̇

)(x̃00̇ x̃01̇

x̃10̇ x̃11̇

)(
π0̇
π1̇

)

=
(
π0̇,π1̇

){(x0̇0̇ x0̇1̇

x1̇0̇ x1̇1̇

)
+

ix2
√

2

(
0 −1
1 0

)}(
π0̇
π1̇

)

=
(
π0̇,π1̇

)(x0̇0̇ x0̇1̇

x1̇0̇ x1̇1̇

)(
π0̇
π1̇

)
= xȦḂπȦπḂ

となるから, CM3 とMTの間のダブルファイブレーションは次のように与えられる:

CM3×CP1

CM3 = CM/τ MT= TCP1

µ ν

µ(x, [π]) = x, ν(x, [π]) =

xȦḂπȦπḂ
π0̇
π1̇

.
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図 8 MT上のミニツイスター直線の変形

命題 3.7.

CM3 上の異なる 2点 x,yに関して以下は同値である:

(1) x,yに対応するミニツイスター直線Cx,Cy がある 1点で接する,

(2) xと yの差 (x− y)がヌルである.

証明 (1)⇒ (2)

Cx とCy の接点を

z =

ω
π0̇
π1̇

 ∈Cx∩Cy

とすると, zは関係式
ω = xȦḂπȦπḂ = yȦḂπȦπḂ

を満たすから, (xȦḂ−yȦḂ)πȦπḂ = 0である.とくにいま, Cx とCy は 1点で接す
るから判別式は

(x0̇0̇− y0̇0̇)(x1̇1̇− y1̇1̇)− (x0̇1̇− y0̇1̇)2 = det(x− y) = 0

である.したがって (x− y)はヌルベクトルである.

(2)⇒ (1)
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xと yの差 (x− y)がヌルであるとすると, (x− y)はある π ∈VR を用いて

xȦḂ− yȦḂ = π Ȧπ Ḃ

と表される. πȦπḂ との縮約を取ると, π ȦπȦ = 0より

(xȦḂ− yȦḂ)πȦπḂ = π Ȧπ ḂπȦπḂ = 0

となる.したがって
xȦḂπȦπḂ = yȦḂπȦπḂ

であるから, Cx∩Cy 6= /0である.

また, Cx とCy が 2点で交わるとすると π とは別に

(xȦḂ− yȦḂ)π ′Ȧπ ′Ḃ = π Ȧπ Ḃπ ′Ȧπ ′Ḃ = 0

を満たすような π ′ が存在することになるが, π Ȧπ ′Ȧ = 0より π ′Ȧ は πȦ の複素数
倍となるからxȦḂπ ′Ȧπ ′Ḃ

π ′0̇
π ′1̇

=

xȦḂπȦπḂ
π0̇
π1̇

,
yȦḂπ ′Ȧπ ′Ḃ

π ′0̇
π ′1̇

=

yȦḂπȦπḂ
π0̇
π1̇


である.したがって, Cx とCy は 1点で接する.

ミニツイスター直線Cx0 上の任意の点 zに対し,関係式 ω = xȦḂπȦπḂ を満たすよう
な x ∈ CM3 は, nȦḂπȦπḂ = 0を満たす n ∈ CM3 を用いて

xȦḂ = xȦḂ
0 +nȦḂ

と表示できる.とくに, CM3 における π⊗π の直交補空間は 2次元であるから, nは任
意の複素数パラメータ λ ,λ ′ を用いて

nȦḂ = λπ Ȧπ Ḃ +λ ′κ ȦḂ

と分解できる.ただし, κ は π⊗π に垂直な x1-x3 平面上のベクトルである:

κ =

(
κ 0̇0̇ κ 0̇1̇

κ 1̇0̇ κ 1̇1̇

)
=

(
−2π 0̇π 1̇ (π 0̇)2− (π 1̇)2

(π 0̇)2− (π 1̇)2 2π 0̇π 1̇

)
.
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したがって,関係式 ω = xȦḂπȦπḂ を満たすような xは

xȦḂ = xȦḂ
0 +λπ Ȧπ Ḃ +λ ′κ ȦḂ

と表せる.また,このような xは任意のパラメータ ξ 0̇,ξ 1̇ を用いて

xȦḂ = xȦḂ
0 +ξ (Ȧπ Ḃ)

と表示することもできるから, zを通るようなミニツイスター直線の全体はヌル平面

S[π] := {ξ ⊗π +π⊗ξ ∈ CM3 | ξ ∈VR } ∼= C2

を x0 方向に平行移動させた空間に対応する.

図 9 ヌル平面 S[π] は π⊗π 方向にのみヌルである

以上までの内容から, ミニツイスター空間 MT と 3 次元複素ミンコフスキー空間
CM3 の対応は次のようにまとめることができる.
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定理 3.8. (ミニツイスター対応)

ミニツイスター空間MTと 3次元複素ミンコフスキー空間 CM3 の間のダ
ブルファイブレーション

CM3×CP1

CM3 MT

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

3次元複素ミンコフスキー空間 ミニツイスター空間
CM3 ←→ MT= TCP1

点 x Cx ミニツイスター直線
ヌル平面 S[π] z 点

次に, CM3 のリアルスライスを取った場合の対応を考える. CM3 上の実構造
σ : CM3→ CM3 を

σ(x) = σ

(
x0̇0̇ x0̇1̇

x1̇0̇ x1̇1̇

)
=

(
x1̇1̇ −x0̇1̇

−x1̇0̇ x0̇0̇

)
= εxε−1

で定めると, σ による CM3 のリアルスライスは 3次元ユークリッド空間 E3 である.

MTに任意の点

z =

ω
π0̇
π1̇

 ∈MT
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を取り, x0 ∈ E3 を次で定める:

x0 =



1
2|π|2α

(
2(ωπ0π1 +ωπ0̇π1̇) ωπ2+−ωπ2+

ωπ2+−ωπ2+ 2(ωπ0π1 +ωπ0̇π1̇)

)
(α 6= 0)

1
2π2−π2−

(
2ωπ2− −ϒ(ωπ2−+ωπ2−)

−ϒ(ωπ2−+ωπ2−) 2ωπ2−

)
(α = 0)

1
2|π|2β

(
−2(ωπ0π1 +ωπ0̇π1̇) ωπ2−+ωπ2−

ωπ2−+ωπ2− 2(ωπ0π1 +ωπ0̇π1̇)

)
(β 6= 0)

1
2π2+π2+

(
2ωπ2+ ϒ(ωπ2+−ωπ2+)

ϒ(ωπ2+−ωπ2+) 2ωπ2+

)
(β = 0).

ただし
|π|2 = |π0̇|

2 + |π1̇|
2,

π2+ = (π0̇)
2 +(π1̇)

2, π2+ = (π0)
2 +(π1)

2,

π2− = (π0̇)
2− (π1̇)

2, π2− = (π0)
2− (π1)

2,

α = π0π1̇ +π1π0̇, β = π0π1̇−π1π0̇,

ϒ =


π0̇
π1̇

(π1̇ 6= 0)

π1̇
π0̇

(π0̇ 6= 0)

である.この x0 は関係式 ω = xȦḂ
0 πȦπḂ を満たすから, MTの各点は必ずある x0 ∈ E3

に対応するミニツイスター直線 Cx0 に含まれることが分かる. したがって, CM3 と
MT のダブルファイブレーションにおいて CM3 を E3 に制限することによって, E3

とMTの間のダブルファイブレーションが得られる:

E3×CP1

E3 MT

µ ν

とくに, MTの任意の点 zに対応するヌル平面と E3 の共通部分
ℓz := µ(ν−1(z))∩E3

は, CP1 上の各点を対蹠点へ移す操作

·̂ : P(VR)→ P(VR) ;

[
π 0̇

π 1̇

]
7→

[
π̂ 0̇

π̂ 1̇

]
=

[
−π1

π0

]
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を用いて
xȦḂ = xȦḂ

0 + irπ̂(Ȧπ Ḃ) (r ∈ R)

と表せるから, ℓz は E3 内の直線である. したがって, MT は E3 の直線をパラメトラ
イズする空間となっている.実際, E3 内の任意の直線 ℓは, ℓの進行方向の単位接ベク
トル υ と, ℓ上の原点に最も近い点 pによって指定できるから, CP1 と S2 の適当な同
一視により

MT= T S2 =
{
(p,υ) ∈ R3×S2 ∣∣ p ·υ = 0

}
は E3 内の直線全体のなす空間そのものであることが分かる.

図 10 3次元ユークリッド空間上の直線

定理 3.9. (ミニツイスター対応)

ミニツイスター空間MTと 3次元ユークリッド空間 E3 の間のダブルファ
イブレーション

E3×CP1

E3 MT

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:
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3次元ユークリッド空間 ミニツイスター空間
E3 ←→ MT= TCP1

点 x Cx ミニツイスター直線
直線 ℓz z 点

3.3 複素双曲空間上のミニツイスター理論
ミニツイスター対応の 2つ目の具体例は, 3次元複素双曲空間と 2つのリーマン球

面の直積空間の対応である. 3.2節同様, CMと PTのツイスター対応のリダクション
としてミニツイスター対応を構成し,後半でリアルスライスを取った場合の対応も扱
うことにする.

はじめに, CP3 を CMの射影化

CP3 = P(CM) =

{(
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
∈ CM

∣∣∣∣∣
(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
6=
(

0 0
0 0

)}/
∼ ,(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
∼

(
λx00̇ λx01̇

λx10̇ λx11̇

)
(λ ∈ C\{0})

とみなし, CP3 内の空間 Qを以下で定める:

Q :=
{
[x] ∈ CP3 ∣∣ det(x) = 0

}
.

そして, CP3 から Qを除いた部分を

CH3 := CP3 \Q =
{
[x] ∈ CP3 ∣∣ det(x) 6= 0

}
とおく.

定義 3.10. (複素双曲空間)

CP3 内の CH3 を, 3 次元複素双曲空間 (3-dimensional complex hyperbolic

space) という. ただし, CH3 には CM から誘導される複素双曲計量が定まっ
ているものとする.
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CM上の任意のスカラー変換
x 7−→ λx

は, PT上の変換 
x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

π0̇
π1̇

 7−→


λx0ȦπȦ
λx1ȦπȦ

π0̇
π1̇


に対応するから,この変換によって PTから得られるミニツイスター空間は

CP1×CP1 = P(VL)×P(V ∗R )

である.とくに, ρ : CP1×CP1→ CP3 を

ρ
([

ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
=

[
ω0π 0̇ ω0π 1̇

ω1π 0̇ ω1π 1̇

]

によって与えると, ρ は CP1×CP1 の埋め込みであり,その像は Qに一致する.した
がって, CM 上のスカラー変換から CH3 と Q ∼= CP1×CP1 の間のダブルファイブ
レーションを得る:

CH3×CP1

CH3 = CP3 \Q CP1×CP1 ∼= Q

µ ν

µ(x, [π]) = x, ν(x, [π]) =

([
x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

]
,

[
π0̇
π1̇

])
.

命題 3.11.

CH3 上の異なる 2点 [x], [y]に関して以下は同値である:

(1) [x], [y]に対応するミニツイスター直線C[x],C[y] がある 1点で接する,

(2) xと yの内積について次が成り立つ:

(x · y)2 = (x · x)(y · y).
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証明 (1)⇒ (2)

C[x] とC[y] の接点を

z =
([

ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
∈C[x]∩C[y]

とすると, zは関係式 [
ω0

ω1

]
=

[
x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

]
=

[
y0ȦπȦ
y1ȦπȦ

]
を満たすから, ω は 0でない複素数 λ ,λ ′ を用いて

ωA = λxAȦπȦ = λ ′yAȦπȦ

と表される. ωAωA を計算すると

ωAωA = λλ ′(εABxAȦyBḂ)πȦπḂ

となるが, ωAωA = 0であるから

(εABxAȦyBḂ)πȦπḂ = 0

である.とくにいま, C[x] と C[y] は 1点で接するから, π に関するこの 2次方程
式は解をただ一つ持つ.したがって,判別式は

(εABxA0̇yB1̇ +εABxA1̇yB0̇)2−4(εABxA0̇yB0̇)(εABxA1̇yB1̇) = (x ·y)2− (x ·x)(y ·y) = 0

であるから, (2)の主張を得る:

(x · y)2 = (x · x)(y · y).

(2)⇒ (1)

(x · y)2 = (x · x)(y · y)であるとすると, 2次方程式

(εABxAȦyBḂ)πȦπḂ = εAB(xAȦπȦ)(y
BḂπḂ) = 0

の解 π は一意に定まり, xAȦπȦ は yBḂπḂ の複素定数倍となる.したがって[
x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

]
=

[
y0ȦπȦ
y1ȦπȦ

]
である.
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ミニツイスター直線C[x],C[y] の交点を

z =

([
x0ȦπȦ
x1ȦπȦ

]
,

[
π0̇
π1̇

])
=

([
y0ȦπȦ
y1ȦπȦ

]
,

[
π0̇
π1̇

])
∈C[x]∩C[y]

とすると, 0でない複素数 λ を用いて

xAȦπȦ = λyAȦπȦ

と表せるから, [x]と [y]の関係はある ξ ∈VL を用いて

xAȦ = λyAȦ +ξ Aπ Ȧ

と与えられる.

したがって,ミニツイスター直線C[x0] 上の任意の点 zに対応するヌル曲面 Sz は

Sz = { [x0 +ξ ⊗π] ∈ CH3 | ξ ∈VL }

と表される.

定理 3.12. (ミニツイスター対応)

ミニツイスター空間 Qと 3次元複素双曲空間 CH3 の間のダブルファイブ
レーション

CH3×CP1

CH3 Q

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

3次元複素双曲空間 ミニツイスター空間
CH3 ←→ Q

点 [x] C[x] ミニツイスター直線
ヌル曲面 Sz z 点
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次に, CH3 のリアルスライスを取った場合の対応を考える. CH3 上の実構造
σ : CH3→ CH3 を

σ([x]) = σ

([
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

])
=

[
x0̇0 x1̇0

x0̇1 x1̇1

]
=
[tx]

で定めると, σ による CH3 のリアルスライスはミンコフスキー空間の光円錐を除い
て射影化した空間 P(M\Q)であり,この空間の対角成分の符号が一致する部分を

H3 :=

{[
x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

]
∈ P(M\Q)

∣∣∣∣∣ x00̇,x11̇ 6= 0,
x11̇

x00̇
> 0

}

と表すことにする. この空間は以下の埋め込みにより 3 次元双曲空間の上半モデル
H+ と同一視できる:

iH3 : H+ =


x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ z > 0

→H3 ;

x
y
z

 7→ [ 1 x− iy
x+ iy x2 + y2 + z2

]
.

さらに,上半モデル H+ と単位円板モデル D3 の対応は

ϕ : H+→ D3 ;

x
y
z

 7→
u1

u2
u3

=
1

x2 + y2 +(z+1)2

 2x
2y

x2 + y2 + z2−1

,

ϕ−1 : D3→H+ ;

u1
u2
u3

 7→
x

y
z

=
1

u2
1 +u2

2 +(1−u3)2

 2u1
2u2

1−u2
1−u2

2−u2
3


によって与えられるから, H3 と D3 は

iD3 : D3→H3 ;u1
u2
u3

 7→ [u2
1 +u2

2 +(1−u3)
2 2(u1− iu2)

2(u1 + iu2) u2
1 +u2

2 +(1+u3)
2

]
=

[
|u|2+1

2 −u3 u1− iu2

u1 + iu2
|u|2+1

2 +u3

]

と対応する.

また, CP1 の CP3 への埋め込みをスピノールの種類ごとに

ρL : P(VL)→ CP3 ;
[

ξ 0

ξ 1

]
7→

[
ξ 0ξ

0̇
ξ 0ξ

1̇

ξ 1ξ
0̇

ξ 1ξ
1̇

]
,
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ρR : P(VR)→ CP3 ;

[
η 0̇

η 1̇

]
7→

[
η0η 0̇ η0η 1̇

η1η 0̇ η1η 1̇

]
,

ρ∗L : P(V ∗L )→ CP3 ;
[

ζ0
ζ1

]
7→

[
ζ 0ζ

0̇
ζ 0ζ

1̇

ζ 1ζ
0̇

ζ 1ζ
1̇

]
=

[
ζ1ζ 1̇ −ζ1ζ 0̇
−ζ0ζ 1̇ ζ0ζ 0̇

]
,

ρ∗R : P(V ∗R )→ CP3 ;
[

ς0̇
ς1̇

]
7→

[
ς0ς 0̇ ς0ς 1̇

ς1ς 0̇ ς1ς 1̇

]
=

[
ς1ς1̇ −ς1ς0̇
−ς0ς1̇ ς0ς0̇

]
で定めると, 2つの点 [

π0̇
π1̇

]
∈ P(V ∗R ),

[
π0

π1

]
=

[
π1̇
−π0̇

]
∈ P(VL)

は CP3 の同じ点に対応する:

ρ∗R

([
π0̇
π1̇

])
= ρL

([
π0

π1

])
=

[
π0π 0̇ π0π 1̇

π1π 0̇ π1π 1̇

]
.

したがって, CP1×CP1 の部分集合

∆̃ :=
{([

ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
∈ CP1×CP1

∣∣∣∣ [ω,π] = ω ȦπȦ = 0
}

は実質的に CP1×CP1 の対角集合とみなすことができる.実際, ω ȦπȦ = 0より ωA は
πA の複素数倍であるから, ∆̃の各点は([

ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
=

([
π0

π1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
と表される.以降の議論においては,ミニツイスター空間として CP1×CP1 から ∆̃を
除いた空間

Q̃ := (CP1×CP1)\ ∆̃∼= Q\CP1

を考えることにする.

Q̃上の各点
z =

([
ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
∈ Q̃

に対して, [x] ∈H3 を任意の λ ∈ Rを用いて

xAȦ = ωAω Ȧ +λπAπ Ȧ
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と与えると,この [x]は [ω] = [xπ]を満たすから, ν : CH3×CP1→ Qを H3×CP1 と
Q̃に制限しても ν は全射である.したがって, H3と Q̃の間のダブルファイブレーショ
ンを得る:

H3×CP1

H3 Q̃

µ ν

とくに, Q̃の各点 zに対応する CH3 のヌル曲面 Sz と H3 の共通部分 Γz は

xAȦ = ωAω Ȧ +λπAπ Ȧ,

あるいは任意の t ∈ Rを用いて

xAȦ = etωAω Ȧ + e−tπAπ Ȧ

と表される曲線である. この曲線 Γz は ∂H3 ∼= CP1 上の [ω] と [π] を結ぶような H3

上の測地線である.

図 11 境界上の 2点を結ぶ 3次元双曲空間上の測地線

命題 3.13.

任意の [x] ∈H3 に対し, C[x] 上の各 z = ([ω], [π])に対応する測地線

Γz : ωAω Ȧ +λπAπ Ȧ (λ ∈ R)

は, λ = det(x)のとき [x]を通る.
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証明 [x]を H3 上の任意の点とし, z = ([ω], [π])をC[x] 上の任意の点とする. zに対
応する H3 上の測地線 Γz のパラメータ λ として

λ = det(x) = x00̇x11̇− x01̇x10̇

を取り, x がエルミート行列であることを用いて各成分ごとに具体的に計算す
ると

ωAω Ȧ +λπAπ Ȧ = (xAḂπḂ)(x
ȦBπB)+det(x)πAπ Ȧ

= (x00̇π1π 1̇− x01̇π1π 0̇− x10̇π0π 1̇ + x11̇π0π 0̇)xAȦ

= (x · (π⊗π))xAȦ

となる.したがって, [ω⊗ω +λ (π⊗π)] = [x]である.

図 12 点 [x]を通る 3次元双曲空間上の測地線

定理 3.14. (ミニツイスター対応)

ミニツイスター空間 Q̃ と 3 次元双曲空間 H3 の間のダブルファイブレー
ション

H3×CP1

H3 Q̃

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:
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3次元双曲空間 ミニツイスター空間
H3 ←→ Q̃

点 [x] C[x] ミニツイスター直線
測地線 Γz z 点
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4 球面上の測地線とミニツイスター対応
2節で扱った 4次元ミンコフスキー空間M上のツイスター対応は,ヌルツイスター

空間と呼ばれるM上のヌル測地線全体からなる空間との対応を与えるものであった.

加えて,前節で扱った 3次元ユークリッド空間 E3 上のミニツイスター対応は E3 上の
直線全体からなる空間 TCP1 との対応, 3次元双曲空間 H3 上のミニツイスター対応
は H3 上の測地線全体からなる空間 Q̃との対応であった.このようなツイスター対応
は,多様体とそれに対応する測地線の空間を用意すれば, Mや E3, H3 以外の対象,例
えば R3 内の単位球面 S2 に対しても同じように考えられると予想できる.実際,この
アイデアは少なくとも S2 に対しては上手くいく.そこで本節では,前半に球面と球面
上の測地線 (大円)の空間との対応を扱い,後半でこの対応が H3 上のミニツイスター
対応から自然に現れることを見ていくことにする.

4.1 球面上のツイスター対応
S2 上の向き付けられた測地線Cは, Cの進行方向に対して右ねじ方向を向いている

S2 上のベクトル (赤道に対する北極方向のベクトル)と一対一に対応するから, S2 上
の測地線の空間は実質的に S2 とみなすことができる.

図 13 球面上の測地線とそれに垂直なベクトル

そこで, 通常の球面としての S2 と大円の空間としての S2 との対応を, ツイスター
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対応を真似て以下のようなダブルファイブレーションの形で与えることにする:

S2×S1
0

S2 S2

µ ν

ただし, S1
0 は R3 の x-z平面に埋め込んだ単位円周

S1
0 =


υ1

0
υ3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ υ2
1 +υ2

3 = 1

∼= S1

とし, µ,ν は以下で与えるものとする:

µ(u,υ) = u,

ν(u,υ) = R(u)υ =



u2 +
u2

3
1+u2

u1 − u1u3
1+u2

−u1 u2 −u3

− u1u3
1+u2

u3 u2 +
u2

1
1+u2


υ1

0
υ3

 (u2 6=−1)

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

υ1
0
υ3

 (u2 =−1).

この写像 ν は回転 R(u)によって S1
0 を uに垂直な平面に埋め込むような操作である.

図 14 ν は S1
0 を uに垂直な平面に埋め込む
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したがって,図式左側の S2 の各点 uに対し ν(µ−1(u))は uに垂直な S1 となる.こ
の uに垂直な大円をCu と表す.逆に, wを図式右側の S2 上の任意の点とすると

ν−1(w) =
{
(u,υ) ∈ S2×S1

0
∣∣ u ·w = 0, υ = R(u)−1w

}
であるから, µ(ν−1(w))は wに垂直な大円Cw である.

定理 4.1. (点と大円の双対性)

S2 と S2 の間のダブルファイブレーション

S2×S1
0

S2 S2

µ ν

に関して,各幾何構造は以下のように対応する:

2次元球面 2次元球面
S2 ←→ S2

点 u Cu 大円
大円 Cw w 点

なお, S1
0 は補助的に導入した x-z平面上の単位円周であり, S2 上の点と大円

の対応は S1
0 の取り方に依らない.

4.2 ミニツイスター対応のリダクション
3次元双曲空間 H3 から中心を除いた空間を

H′3 :=
{
[x] ∈H3

∣∣∣∣ [x] 6= [1 0
0 1

]}
とする.これに対応して,ミニツイスター空間 Q̃ = (CP1×CP1)\ ∆̃から対角集合

∆ =

{([
ω0

ω1

]
,

[
π0̇
π1̇

])
∈ Q̃

∣∣∣∣ [ω0

ω1

]
=

[
π0̇
π1̇

]}
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を除いた空間を
Q̃′ := Q̃\∆

とする.ただし,ここで Q̃から除いた ∆の各点は, H3 上の中心を通るような直線に対
応している.実際, CP1 と S2 の対応はスピノールの種類ごとに

oL : P(VL)→ S2 ;
[

ξ 0

ξ 1

]
7→ 1
|ξ 0|2 + |ξ 1|2


ξ 0ξ

1̇
+ξ 1ξ

0̇

i
(

ξ 0ξ
1̇−ξ 1ξ

0̇
)

−|ξ 0|2 + |ξ 1|2

,

oR : P(VR)→ S2 ;

[
η 0̇

η 1̇

]
7→ 1
|η 0̇|2 + |η 1̇|2

 η0η 1̇ +η1η 0̇

i
(

η0η 1̇−η1η 0̇
)

−|η 0̇|2 + |η 1̇|2

,

o∗L : P(V ∗L )→ S2 ;
[

ζ0
ζ1

]
7→ 1
|ζ 0|2 + |ζ 1|2


ζ 0ζ

1̇
+ζ 1ζ

0̇

i
(

ζ 0ζ
1̇−ζ 1ζ

0̇
)

−|ζ 0|2 + |ζ 1|2

,

o∗R : P(V ∗R )→ S2 ;
[

ς0̇
ς1̇

]
7→ 1
|ς 0̇|2 + |ς 1̇|2

 ς0ς 1̇ + ς1ς 0̇

i
(

ς0ς 1̇− ς1ς 0̇
)

−|ς 0̇|2 + |ς 1̇|2


で与えられるから

oL

([
ω0

ω1

])
= oL

([
π0̇
π1̇

])
=−o∗R

([
π0̇
π1̇

])
より, ∆の各点は対蹠点どうしのペアである.したがって, Q̃′ の各点は S2 上の対蹠点
どうしでない異なる 2点に対応する.とくに, S2 上の対蹠点どうしでない異なる 2点
は S2 上の大円を指定するから, Q̃′ から S2 に対して次の写像が自然に定まる:

Λ : Q̃′→ S2 ; ([ω], [π]) 7→ o∗R([π])×oL([ω])

|o∗R([π])×oL([ω])|
.

ただし, 右辺の “×” は R3 の外積であり, Λ は [π] と [ω] に垂直な北極方向のベクト
ルを対応させる写像となっている.したがって, Λは S2 上の測地線の空間への全射と
なる.
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一方, H3 の境界が S2 であることに着目して,写像 ∂ : H′3→ S2 を

∂ (u) =
u
|u|

,

あるいは行列表示で

∂

([
|u|2+1

2 −u3 u1− iu2

u1 + iu2
|u|2+1

2 +u3

])
=

[
1− u3

|u|
u1
|u| − i u2

|u|
u1
|u| + i u2

|u| 1+ u3
|u|

]

と定める.この写像は H3 の中心点からの射影によって各点を境界へうつす操作であ
る.この写像を, S2 の測地線の空間に対応する S2 への写像だとみなすと以下の図式を
得る:

H′3×CP1

H′3 Q̃′

S2 S2

µ̃ ν̃

∂ Λ

点と大円の双対対応

定理 4.2.

3 次元双曲空間上のミニツイスター対応は球面上の点と大円の双対性を与
える.すなわち,上の図式に関して以下が成り立つ:

(1) 左下の S2 上の任意の点 uに対して次が成り立つ:

Λ(ν̃(µ̃−1(∂−1(u)))) =Cu,

(2) 右下の S2 上の任意の点 wに対して次が成り立つ:

∂ (µ̃(ν̃−1(Λ−1(w)))) =Cw.

証明 図を用いながら証明を行う.
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(1) uを S2 上の任意の点とすると, ∂ の定め方から, ∂−1(u)は H3 の中心点と u

を結ぶ線分となる.この線分を ℓu と表す.

この線分 ℓu を含むような H3 の切断面の 1つを Du とすると, Du の境界 ∂Du

上の対蹠点でない任意の 2点の外積は Du に垂直となる.

したがって, ℓu 上の任意の [x] に対して Λ(ν̃(µ̃−1([x]))) は u に垂直な大円 Cu

となるから, Λ(ν̃(µ̃−1(∂−1(u)))) =Cu である.
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(2) wを S2 上の任意の点とすると, Λの定め方から, Λ−1(w)の各点は wに垂直
な大円Cw 上の対蹠点どうしでない任意の 2点のペアとなる.

したがって, Λ−1(w) 上の各点 ([ω], [π]) はミニツイスター対応によって, 大
円 Cw で切った H′3 の切断面上の [ω] と [π] を結ぶ測地線に対応するから,

µ̃(ν̃−1(Λ−1(w)))は大円Cw で切った H′3 の切断面そのものになる.

∂ は H3 の中心点から境界への射影であるから, ∂ (µ̃(ν̃−1(Λ−1(w)))) = Cw で
ある.
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