
Gerbeのことはしりませんが、string classと関係があって、ゲージを
mathcalARの上で考えるかΩM の上で考えるかの違いのような気がしま

すので、loop group bundleについての結果をまとめてみました。それか
ら torsoや gerbeと以前やっていた non abelian de Rham theoryとは関
係がりそうなので、それもまとめて見ました．参考になれば幸いです。

StringClass: MはパラコンパクトでC∞-smooth（C∞-class function
で１の分解が出来る。有限次元多様体やヒルベルト多様体なら良い）、

ξ = {gUV }をM 上のG = U(n)-bundle (nは任意）とします。
U をM の開集合とし f : U → G, GはGまたはそのリー環　等、とし

たとき fΩ : ΩU → ΩGを

(fΩ(γ))(t) = f(γ(t)), γ ∈ ΩU, t ∈ S1,

とし、ξから誘導されるΩM 上のΩG-bundle ξΩを ξΩ = {gΩ
UV }で定義し

ます（開被覆についての議論は [3]を見てください）。特に ξがM の接バ

ンドルであれば ξΩは ΩM の接バンドルになります。

f : X → ΩG があれば　 f \ : X × S1 → G を

f \(x, t) = (f(x))(t), x ∈ X, t ∈ S1,

で定義します。これからX上のΩG-bundle Xi = {gUV }にたいしX×S1

上のG-bundle Ξ\を {g\
UV }で定義できます．

String class は loop group bundle Ξの特性類で Ξ\の Chern character
Ch(Ξ\)をつかって

c̃p(Ξ) = (2πi)p+1(p + 1)!
∫

S1

Chp+1(Ξ\),

で定義します。直接 Ξの接続・曲率（これらはG-bundleの場合と同じよ
うに定義されます）{AU}, {FU}で表すには　最初に

∫ 1

0
tr(F p

u · g′UV g−1
UV )dt = BV −BU ,

と書けることを示します（g′は loop変数 tについての微分）。また

d(
∫ 1

0
tr(F p

Ug′UV g−1
UV )dt =

∫ 1

0
tr(F p

V ∧A′V )dt−
∫ 1

0
tr(F p

u ∧A′U )dt,

となりこの右辺の項は閉形式（の差）ですから (2p + 1)-closed form
∫ 1

0
tr(F p

U ∧A′U )dt− dBU ,
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は X の上で定義され　これのド・ラム類が（一般次元の場合も含めて）

string classです。ただし　これは　有理形式ですから　中心拡大との関係
では　 c̃1(Ξ) = 0からは　 Ξがリー環の中心拡大（Kac-Moody algebra)
に値をとる接続を持つ　というところまでしか言えません．

最初の定義式を使えば、ξΩの string classがCh(ξ)の transgression im-
age になることが分かります。ΩM の string classは接バンドルの string
class ですから、M のChern class (Pontrjagin class)の transgression im-
age になります。

Loop group bundle の　特性写像は　 g : X → Gです。　 gと Ξの対
応は具体的にあたえられますが、省略します（[1]にかいてあります）。g

によるH∗(G,Z)の生成元の引き戻しは

−(2πi)p+1 (2p + 1)!
(p + 1)!

tr((g−1dg)2p+1),

のド・ラム類ですが、この事をつかうと string classは gによるH∗(G,Z)
の生成元の引き戻しになることが分かります（この証明はカレントの計算

を使うので、いやなのですが、ほかの証明は知りません）．

Non abelian de Rham theory: 今までの議論では　 bundleだけを
考えているので、string classは integral class（gは一価）ですが、bundle
の概念を拡張した　 non abelian de Rham theory を使うと多価の gにた

いして同様の議論が出来ます．

G = GL(n,C)のときの non abelian de Rham theory はGt, Gdを定数

　および微分可能なG-valued function の芽の層、M1を dθ + θ ∧ θ = 0
となる行列値関数の芽の層　 ρ(g) = g−1dgとして得られる完全列

0 −−−−→ Gt −−−−→ Gd
ρ−−−−→ M1 −−−−→ 0,

(およびこれと chiralな dθ − θ ∧ θ = 0となる行列値形式の芽の層と写像
dg · g−1 から得られる完全列）に関するコホモロジー論です。荒く言って

　この完全列からコホモロジーの「完全列」

0 −−−−→ H0(M, Gt) −−−−→ H0(M, Gd)
ρ−−−−→ H0(M,M1) δ−−−−→

−−−−→ H1(M, Gt)
ρ∗−−−−→ H1(M, Gd) −−−−→ H1(M,M1) δ−−−−→

−−−−→ H2(M, Gt) −−−−→ H2(M, Gd)
ρ∗−−−−→ H2(M, M1),

がえられます（M1は群の層でもないので、完全列といっても kernel =
imageの意味です。また　正しくは Bockstein map δを通るたびに右手

系と左手系が交代します）。M1 には　mathrmGdが gauge action で作
用するので、torso (gerbe)に近い感じです。
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H0(M,M1)は　大域的可積分接続の集合でH1(M,Gt) ∼= Hom(π1(M), G)
で、δ(θ)は微分方程式 dg = gθのmonodromy（表現）になります．従っ
て δ : H0(M,M1) → H1(M, Gt) は Riemann-Hilbert 対応です。また
tr(θ2p−1は閉形式で,dg = gθがM 上で、解をもてば、この形式のド・ラ

ム類（×(2πi)p−1(2p− 1)!/(p− 1)!)が integral classになります。

H1(M, M1)の元 {ωUV }は ωUV = g−1
UV dgUV と書いたとき

gUV gV W gWU = cUV W , constant,

となります（このコホモロジー集合と gerbe のコホモロジー論とは関係が
ありそうです）。また

ωUV = AV − g−1
UV AUgUV ,

となる１－形式の族 {AU}が存在します。{gUV }がバンドルをきめていれ
ば、{AU}は接続形式ですから、上の分解は接続の一般化で、これから曲
率形式を定義すれば、Chern class（の拡張）が定義できますが、一般に
は integral classにはなりません。

H1(M,M1)の元にたしてもバンドルのときと同様にΩM 上のΩGにか

んする１次元非アーベル　ド・ラム集合へのリフトができます。そこでバ

ンドルのときと同じ議論をすれば（ΩGについて Gの場合と同じような

完全列とそのコホモロジー集合を作って）non integral な string class が
えられます ([1])。またこのことからH1(M,M1)の元はグラスマンへの多
価写像と解釈できます。

H2(M,M1)は定義が複雑で、今のところ意味がわかっていません。群
の層についてはアーベルでなくても３次元まではなんとか定義できるよう

ですが、どう使うのか知りません（２次元のコホモロジー集合も意味がわ

かりません）．

Supplement: V をGの表現空間とするとL2(S1)⊗V はΩGの表現空

間ですから Ωg-bundle Ξ = {gUV }に associate した L2(S1) ⊗ V -bundle
ができます。sokode Ωg-valued 1-form AU が

(
1
i

d

dt
+ AU )gUV = gUV (

1
i

d

dt
+ AV ),

をみたすとき {AU}をΞの 1/id/dtにかんする接続と定義します。この時

1/id/dt + AU の spectreは U に関係しませんから

η(AU )(x) = η(
1
i

d

dt
+ AU (x))(0), x ∈ U,
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はM 上の関数で　 1/id/dt + AU (x)が 0-modeを持っているところで、
不連続になり、その微分は M -上の閉形式になり　そのド・ラム　クラ
スは Ξで決まります。Distributionの意味で微分すれば dη(AU )は Y =
{x|ker(1

i
d
dt + AU ) 6= {0}}に supportがあります。

Ξの特性写像を g : X → Gとすれば　 gからAU が計算でき、それを

使うと

Y = {x|det(g(x)− I) = 0},
が導かれます（例えば G = SU(2) = S3 = X とすれば　恒等写像から

きまるバンドルについては string class は一点の dual class で実現され
る）。gの固有値　１の重複度によって各次数の string class を realizeす
る subvariety (chain)を得ることも可能です ([3],[7]).
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