
４次元多様体の不変量
ー楕円曲面とそこから派生する例をめぐって

上　正明

楕円曲面やそれに関連する（楕円曲面と同相だが複

素構造を持たない，またはそこから派生する）４次元

多様体を中心に，Seiberg-Witten不変量による判別に関

するSurvey.
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1. Seiberg-Witten不変量

X : ４次元閉多様体 s : Xの spinc構造

Fr → X orthogonal frame bundle of X

Pspinc → X lift of Fr to a principal spinc(4) bundle

S± → X associated ± spinor bundle

L = det S+ = det s the determinant line bundle

XのRiemann計量gを１つとって

A(L) : L上の connection全体

Γ(S+) : S+の cross section全体

q : Γ(S+) → Ω2
+(X),

〈c(v)ψ, ψ〉S+ = 4〈v, q(ψ)〉Ω2
+(X)

c : ∧2
+T ∗X =→ End(S+) clifford積
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X上の configuration space の元

(a, ψ) ∈ CX = A(L)× Γ(S+)

に対する (perterbed) Seiberg-Witten 方程式

(SW )





F+
A + iω = q(ψ)

DAψ = 0

F+
A Aの curvature FAの self-dual part

ω Xの self-dual 2-form (perturbation)

DA Dirac operator coupled with A

BX(s) = CX(s)/GX

ZX(s) = {(A,ψ) ∈ CX(s)|SW 方程式をみたす}
MX(s) = ZX(s)/GX (Seiberg-Witten モジュライ空間)

ゲージ群GX = Map(X,S1)の作用

ϕ(A,ψ) = (A− 2ϕ−1dϕ, ϕψ) (ϕ ∈ GX)
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Birr
X (s) = {(A,ψ) ∈ CX(s) | ψ 6≡ 0}/GX

Bred
X (s) = {(A,ψ) ∈ CX(s) | ψ ≡ 0}/GX

Mirr
X (s), Mred

X (s)はそれぞれ既約，可約なSW方程式

の解からなるMX(s)の部分空間．

Fact.

H±
2 (X) maximal positive (negative) definite subspace of H2(X,R)

b±2 = dim H±
2 (X)

• MX(s)はコンパクト．

• b+
2 (X) > 0ならばgenericな(g, ω)に対し，Mred

X (s) =

∅，かつMX(s)は向き付け可能な有限次元多様体．

• dimMX(s) = (c1(L)2− (2χ+3σ))/4. ただし (χ, σ)

はそれぞれXのオイラー数，符号数．

• MX(s)の向きは∧topH1(X)⊗∧topH2
+(X)のhomol-

ogy orientationを指定すると定まる．

4



Definition (Seiberg-Witten(SW)類とSW 不変量).

M̃X(s) = ZX(s)/G0
X

G0
X = {g ∈ GX|g = id over p}

The principal S1 bundle M̃X(s) → MX(s) に付随す

るC-bundle L →MX(s)に対し

SWX(s) = 〈c1(L)d/2, [MX(s)]〉
(d = dimMX(s))，ただしd/2が非負の整数でないとき

はSWX(s) = 0とおく

SWX(s)の同値な定義 (d/2が非負の整数のとき)

X上の d/2個の generic point Λ = {xi}とC-linear sur-

jection Φi : S+|xi
→ Cを genericに選ぶと

MΛ
X(s) = {[A,ψ] ∈MX(s)|Φi(ψ(xi)) = 0 (xi ∈ Λ)}

は符号つきの有限個の点．これに対して

SWX(s) = ]MΛ
X(s) (符号付き点の個数)

Definition.　（SW不変量）L ∈ H2(X,Z)に対し

SWX(L) =
∑

c1(det s)=L

SWX(s)
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Fact. • b2
+(X) > 1ならば，SWX(s), SWX(L)は(g, ω)

によらずXの微分同相類の不変量 ( homology ori-

entationからくる符号差をのぞく）．

• SWX(L) 6= 0なるL ∈ H2(X,Z)（XのSW類）は

高々有限個．

• b2
+(X) = 1ならばSWX(s)は (g, ω)の取り方に依存

する（Wall crossing formula)

以下簡単のため b2
+(X) > 1の場合のみ考える．

Definition.

SWX =
∑

SWX(L)eL

形式的にZ[H2(X,Z)]の元とみなせる．

Fact. ϕ : X1 → X2 diffeomorphism preseving the ho-

mology orientations of X1 and X2. Then

ϕ∗SWX2 = SWX1
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Remark. Xの spinc-構造 s ⇐⇒ (S+, S−, L)に対する

SW方程式の解 (A,ψ)に対し，

s ⇐⇒ (S+, S−, L)

（S±, Lの complex conjigate）に関して (−A,−ψ)もSW

方程式をみたすことから

SWX(s) = (−1)(χ+σ)/4SWX(s)

=⇒ L ∈ H2(X,Z)がSW類ならば−Lもそう．
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Xがある３次元多様体Nにより２つの部分に分かれ

る場合のSW不変量の記述

X = X1 ∪N X2, ∂X1 = N, ∂X2 = −N

（N = S3ならば連結和分解に対応する．）

X = X̂1]X̂2, X̂i = Xi ∪D4

Xiの代わりにXi ∪ [0,∞) × N上のSW moduli space

を考えて貼り合わせ公式を求める．

以下 cylindrical end N̂ = [0,∞) × Nをもつ４次元多

様体X = X0 ∪ N̂ , (∂X0 = Nに N̂上product metric に

なるようなRiemann計量gを入れて考える．
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spinc構造の対応

π : N̂ → N

に対応して

ŝ N̂の spinc構造 P̂ → FrN̂

⇐⇒ (one-to-one)

s Nの spinc構造 P → FrN

s : P → FrN （P は pricipal U(2) = spinc(3)bundle

over N）に付随する spinor bundle SN = P ×U(2) C2に

対しN ∼= {t} ×N ⊂ N̂への制限を介して

SN
∼= S+|{t}×N

∼= S−|{t}×N

後者の同型はJ = ĉ(dt) ( ĉ: Clifford multilication on N̂)．

Fact. L̂ = det ŝ上のconnnection ÂはN̂上のGauge変換

でdt成分のないものへ変換される (in temporal gauge).

Âに同伴するDirac作用素を{t} ×Nに制限すると，

DÂ = J(∂t −DA(t)) (A(t) = Â|{t}×N)
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Definition. ((X, s)に対するSW moduli space )

• CX = A(L)× Γ(S+)

• ZX(s) = {(A,ψ) ∈ CX | (SW )4
∫

X |FA|2 < ∞ (finite energy)}
• MX(s) = ZX(s)/GX

Definition.

j∗ : H2(X0, ∂X0,Z) ∼= H2
c (X,Z) → H2(X0,Z)

に対し，

• H2
±: the maximal positive (negative) subspace of H2(X0, ∂X0,R)

• b2
±(X) = dim H2

±, σ = b2
+ − b2

−

Fact. • b2
+(X) > 0の時，generic (g, ω)に対し，Mred

X (s) =

∅,　かつMX(s)は有限次元の向き付け可能な多様

体（ただしコンパクトとは限らない）

• MX(s)の向きは∧topH1(X0, ∂Xo,R)⊗∧topH2
+(X0, ∂X0,R)

の”homology orientation”で決まる．

• dimMX(s)はAtiyah-Patodi-Singer index theoremで

与えられる．
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Definition. (cylindrical end N̂ = [0,∞) × N上の SW

方程式)

sN = s|{t}×N , SN
∼= S+

∼= S−, LN = detsN , CN =

A(LN)× Γ(SN)に対して，

(A(t) = A|{t}×N , ψ(t) = ψ|{t}×N) ∈ CN

(A in temporal gauge)とおくと N̂上のSW方程式は

ψ̇(t) = DA(t)ψ(t)

Ȧ(t) = q(ψ(t))− ∗FA(t) − iw0

∗: Hodge star on N , qはNのClifford積の adjoint,

〈c(b)ψ, ψ〉SN
= 2〈b, q(ψ)〉∧1(N),

ω0 ∈ ∧1(N)は perturbation （もとの perturbation ωに

対して

ω|N̂ = dt ∧ ω0 + ∗ω0

この式は CN 上のChern-Simons-Dirac functionalの gra-

dient flowに等しい．
11



E(A,ψ) =
1

2

∫

N

(A− A0) ∧ (FA + FA0 + ∗ω0)

+

∫

N

Re〈DAψ, ψ〉dvol

γ ∈ GN = Map(N,S1)の作用:

E(γ(A,ψ))− E(A,ψ) = −8π2

∫

N

(deg γ) ∧ c1(L)

（deg γはGN → [N,S1] = H1(N,Z)でのγの像）

=⇒ E : BN = CN/GN → R/Z

（ただし c1L ∪ γ = 0 for all γ ∈ H1(N,Z)ならば

E : BN → Rを引き起こす）．

Definition. (3次元の (perturbed) SW方程式)

(SW )3 :





∗(FA + iω0) = q(ψ),

DAψ = 0

(SW )3 の解　⇐⇒ 　Eの critical point

• ZN(sN) = {(A,ψ) ∈ CN |SW 3}
• MN(sN) = ZN(sN)/GN

• (Mred
N (sN) = {(A, 0) ∈ ZN(sN)}/GN)
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MX(s)およびMN(sN)の局所構造

C = (A,ψ) ∈ ZX(s)におけるdeformation complex

0 → Ω0(X, iR)
LC→ Ω1(X, iR)×Γ(S+)

swC→ Ω2
+(X, iR)×Γ(S−)

LC : the infinitesimal Gauge action at C

swC : the liniearization of he SW equation

H0(C) = 0 ⇐⇒ C irreducible, H2(C) = 0 ⇐⇒ C is regular

両方の条件をみたすなら（b2
+ > 0ならgeneric perturba-

tionで regularになる）

TCMX(s) = H1(C) ∼= kerDC

orientation of MX(s) ⇐⇒ the trivialization of ∧topTMX(s)

⇐⇒ trivialization of indDC
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ここでDC = L∗C+swC = (d∗+d+)⊕DA+(the 0-th order term).

=⇒ homology orientation （∧topH1 ⊗ ∧topH2
+の orien-

taion）で向きが入る. MX(s)の(形式的）次元は indDC

で与えられる．

CN = (AN , ψN) ∈ ZN(sN)でのdeformation complex:

0 → Ω0(N, iR)
LC0→ Ω1(N, iR)×Ω(SN)

sw3
C0→ Ω1(N, iR)×Γ(SN)

LC0 : infinisesmal Gauge action

sw3
C0

: linearzation of the SW 3 equation

[CN ] ∈MN(sN)の近傍はKuranishi写像を使って記述

される．

SC0 : slice of the gauge orbit through C0 ⊂ kerL∗C0

Π : TC0CN → kerL∗C0
, Π1 : kerL∗C0

→ H1(C)

に対し，SW 3(C0 + Ċ) = 0, (Ċ ∈ SC0) ⇐⇒

(1− Π1)ΠSW (C0 + Ċ) = 0, Π1ΠSW (C0 + Ċ) = 0
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と分けて書いて第１式の解を第２式に代入することに

より

f : U ⊂ H1(C0) → H1(C0) (Stab(C0)-equivariant)

such that

neighborhood of [C0] ∼= f−1(0)/ Stab(C0)

=⇒
MN(sN) smooth at C0 if f ≡ 0 (regular at C0) and Stab(C0) = 0

Definition. (sN , gN) (spinc structure and the metric on

N)が”good” ⇐⇒ ∀(A,ψ) ∈ ZN(sN) (irreducible)が reg-

ular かつ∀(A, 0) ∈ ZN(sN) に対し，Dirac operator DA

が invertible

Example 1. • Nが正のスカラー曲率の計量をもて

ば（たとえばspherical space form）good (Weitzenböck

公式)でMirr
N (sN) = ∅.

• N = T 3, gNがflat計量のとき，unperturbed (ω0 =

0)ならばSW 3の解は(A, 0), A flat connectionのみ．

=⇒
c1(det sN) 6= 0 =⇒MN(sN) = ∅
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c1(det sN) = 0ならば

MN(sN) = Mred
N (sN) ∼= H1(N,R)/H1(N,Z) = T b1(N)

ただし trivial connectionのところでdegenerate (not

good).

• N = T 3, g flat c1(det sN) = 0のときはperturbation

ω0 6= 0を適当にとるとMN(sN)は１点 [A0, ψ0],

(A0: trivial connection, ψ0, covariantly constant with

q(ψ0) = iω0)（non-degenerate) (by Taubes, B.D.

Park)

Fact. X with cylindrical end N̂において，(sN , gN)が

good =⇒
∂∞ : MX(s) →MN(sN)

[A,ψ] ∈MX(s)を N̂上 in temporal gaugeで (A(t), ψ(t))

で表すと，t → ∞で (A∞, ψ∞) = ∂∞(A,ψ)に近づく．

実際はG∗N = {γ ∈ GN |γ extends to γ̂ ∈ GX}に対し
H1(N,Z)/j∗H1(X,Z) -cover

ZN(sN)/G∗N →MN(sN)

を経由する．
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Moduli spaceの gluing

X = X1 ∪N X2, ∂X1 = −∂X2 = N

X+ = X1 ∪ [0,∞)× ∂X1, X− = X2 ∪ [0,∞)× ∂X2

XR = X1 ∪ [−R,R]×N ∪X2

gR cylinder上productになるXRの計量

ωR perturbationで cylinder上

dt ∧ ∗ω0 + ω0 (ω0はN上のperturbation)

(gN , ω0)がN上”good” とする．
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(AR, ψR) spinc構造 sに対するSW方程式の解の列

MX±(s±) (s± = s|X±) がコンパクトなら，R → ∞と
するとup to gauge transformationsで

(AR, ψR)|X1 → (A+, ψ+), (AR, ψR)|X2 → (A−, ψ−)

([A±, ψ±] ∈MX±(s±))

∂∞[A+, ψ+] = ∂∞[A−, ψ−] = [A0, ψ0] ∈MN(sN)

逆に [A±, ψ±] ∈MX±(s±) with ∂∞[A+, ψ+] = ∂∞[A−, ψ−]

を与えたとき，上の意味でX±上これらの解に近づく

XのSWの解 (A,ψ)があるか？

Fact.各C± = (A±, ψ±)のdeformation complexのH2(C±)

がゼロなら存在する．

(A±, ψ±)をcylinder上cup-off fuctionをかけてでつなぎ

X上の approximate SW solutionを作る．=⇒ これを摂
動して真の解を得る (H2(C±)はそのためのobstruction)

（b+(X±) > 1ならば適当なperturbationのもとH2(C±) =

0にできる）
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後はcylinder上でつなぐときのGauge変換分の自由度

をみてやる．以下N = T 3の場合にこれを見る．
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N = T 3の場合

spinc構造の gluing

X −X1 ∪N X2上の spinc構造 s

c1(det sN) 6= 0 =⇒MN(sN) = ∅
=⇒MX(s) = ∅

よって以下次のことを仮定．

c1(det sN) = 0

Definition.

S0(X1) = {s: X1の spinc構造 | c1(detSN) = 0}
S0(X1, ∂X1) = {(s, z) | s ∈ S0(X1),

z ∈ H2(X1, ∂X1,Z), j∗z = c1(det s)}

H1(X1) → H1(∂X1)
δ→ H2(X1, ∂X1)

j∗→ H2(X1) → H2(∂X1)

zの指定　=⇒ trivialization detsN
∼= N ×C　
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(si, zi) ∈ S0(Xi, ∂Xi), (i = 1, 2) にたいし，

det s1|N
z1∼= N ×C

z2∼= det s2|N
は id : FrN → FrNを coverする spinc(3)-bundleの同

型 φ : P1|N → P2|N を誘導する．=⇒ （Nと N̂上の

spinc構造の１対１対応を経由して）

P : S0(X1, ∂X1)× S0(X2, ∂X2) → S0(X)

(s1, z1), (s2, z2) → s = (s1, z1)]φ(s2, z2)

Definition. X+上のconnection A ∈ A(det s) with ||FA||L2 <

∞はend上でA = A0+ia (A0 : trivial connection on T 3 )

の形．

Aβ = A0 + iβa β : cut-off fuction

cA = [
i

2π
FAβ ] ∈ h2(X1, ∂X1,Z) ∼= H2

c (X+,Z)

(s, z) ∈ S0(X1, ∂X1)に対し，

ZX+(s, z) = {(A,ψ) SW solution | cA = z}
MX+(s, z) = ZX+(s, z)/GX+

MX+(s) = ∪j∗z=c1(dets)Mx+(s, z)
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Remark. compactness of the moduli spaces

• X+ with cylindrical end N̂ = [0,∞)×N上のfinite

energy SW moduli spaceは常にコンパクトとは限

らない.

• R × N上の任意の finite energy SW solutionがN

の SW 3 solutionの pull-back に限るならばコンパ

クト．end上unperturbed (ω0 = 0)の場合，Chern-

Siomons-Dirac functional E がCN/GN → Rへ liftし

(たとえば c1(detsN)が torsion )，Eの critical point

setが連結な場合ならばコンパクト（．T 3の例は

これにあたる）．N = T 3で endで perturbする場

合もMN(s, z)はコンパクト（Taubes, B.D. Park）．

Definition. (X+ with cylindrical endのSW 不変量)

(s, z) ∈ S0(X1, ∂X1)にたいし，

G0
X+ = {γ ∈ GX+|g = id over ∗ }
M0

X+(s, z) = ZX+(s, z)/G0
X+
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M0
X+

(s, z) → MX+(s, z)に付随する line bundle Lに
対し

SWX+(s, z) = 〈c1(L)
d
2 , [MX+(s, z)]〉

（ただしd = dimMX+(s, z)でd/2が非負の整数でなけ

ればSWX+(s, z) = 0とおく．）

z ∈ H2
c (X+,Z) ∼= H2(X1, ∂X1,Z)に対し，

SWX+(z) =
∑

(s,z)∈S0(X1,∂X1)

SW (s, z)

SWX+ =
∑

SWX+(z)ez ∈ Z[H2(X1, ∂X1,Z)]

（ただしperturbationωがあるmに関してz·[ω] ≤ m∀z
のときに有限和（Taubes））

Fact. b2
2(X+) > 1ならSWX+はmetricによらずhomol-

ogy orientationを保つ diffeomorphism ϕ : X+ → X ′
+に

対し，SWX+(ϕ∗s, ϕ∗z) = SWX ′
+
(s, z).

X = X1 ∪N X2, (N = T 3)の場合 s ∈ S0(X) ⇐⇒
c1(det cN) = 0ならば適当な pertubationでMN(sN)は

（non-denerateな）１点　=⇒
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SWX(s) =
∑

((s1,z1),(s2,z2))∈P−1(s)

SWX+(s1, z1)SWX−(s2, z2)

和をとって

Theorem (Taubes, Park). 1X = X1 ∪T 3 X2, b+
2 (X1) >

1, B+
2 (X2) > 1でかつ ω ∈ H2(X,R)で ω|T 3 6= 0 ∈

H2(T 3,R)なる元があれば

SWX = j1(SWX+)j2(SWX−) ∈ ZH2(X,Z)

（jkは j∗k : H2(Xk, ∂Xk,Z) → H2(X,Z)から引き起こさ

れる．ω0 = ω|T 3を endのperturbationに利用する）．

なおX = X1 ∪T 3 T 2×D2のときはより具体的な公式

が少し別のやり方で得られている（後述）

1以下 Taubes による．Park の定式化は見かけが異なるが本質的には同じ
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2. 楕円曲面とそこから派生する例

Definition.（楕円曲面）

Riemann面Bへのholomorphicな写像

π : X → B

で一般ファイバー（πの正則値の逆像）が楕円曲線（実

２次元トーラス）となるものを持つ複素曲面．以下ど

のファイバーも (−1)曲線を含まない，（相対的）極小な

場合のみ考える．

(1) 特異ファイバー（πの特異値の逆像）自体の分類

（小平）

(2) 複素構造を変形すると（微分同相類を変えずに）

特異ファイバーは次の２種類のみにできる (Kas-

Moishezon)
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(a) I1型ファイバー(fishtail). I1の正則近傍N(I1)は

T 2×D2に１個の２ハンドル(with framing -1)が

H1(T
2,Z)の生成元（T 2は一般ファイバー）の

１つをつぶすようにはりついたもの（そのcore

は vanishing cycle）．射影π : N(I1) → D2にお

いて∂D2の周りの局所モノドロミーは


1 1

0 1




またはその conjugate.
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(b) 多重トーラス（重複度p）pI0. 一般ファイバは

その上にp重にまきつく．

(3) 多重トーラスを含む楕円曲面はそれらを含まない

楕円曲面から”対数変換”することで得られる（小

平）

Definition. cusp ファイバー II . ２次元球面上１個の

cusp型特異点をもつもの．その正則近傍N(II)は複素

構造の変形により２このI1型特異点に分裂する　⇐⇒
N(II)は T 2 × D2にたいしH1(T

2,Z)の生成元をつぶ

すように２この２－ハンドル (vanishing cycle)をつけた

もの．
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Fact. 特異ファイバーをもつが多重トーラスを含まな

い楕円曲面Xは微分同相類を変えずに次のように変形

される．

(1) B = S2の場合（Kas-Moishezon）ある kに対し，

12k個のI1型ファイバーを含む．Bの基点上の（一

般）ファイバー∼= T 2にたいしH1(T
2,Z)の生成元

σ1, σ2を定めるとそれぞれの特異ファイバーのvan-

ishing cycleはσ1, σ2, σ1, . . . と交互にならぶ（対応

する局所モノドロミーは


1 1

0 1


 ,


 1 0

−1 1


 , . . .）

(2) B = Σg （種数 g）の場合（Y. Matsumoto）B =

B0∪D2（D2は2-disk）と分けたとき，X = T 2×
B0 ∪ π−1(D2)かつπ−1(D2)はあるkにつき上と同

様に 12k個の I1型ファイバーを含む．
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Definition.（ファイバー和）

E1, E2 ２つの楕円曲面

（またはT 2を一般ファイバーとするファイバー空間）

f1, f2 E1, E2の一般ファイバー

E1]T 2E2 = (E1\N(f1))∪(E2\N(f2)) E1とE2のファイバー和

（N(fi) ∼= T 2 ×D2はfiの tubular neighborhood）

Definition. E(k) : 多重ファイバーのないS2上の楕円

曲面でちょうど 12k個の I1型ファイバーを含むもの．

χ(E(k)) = 12k, σ(E(k)) = −8k

π1(E(k)) = 1

E(k)はσ · σ = −kなる cross section σを含む
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Fact. 特異ファイバーを持つが多重ファイバーは持た

ない（極小）楕円曲面の微分同相類は

E(k) (k ≥ 1) baseがS2の場合 (Kas-Moishzon)

T 2 × Σg]T 2E(k) baseがΣgの場合 (Y.Matsumoto)

に限る．ここで

E(k) = E(1)]T 2] . . . ]T 2E(1)

E(1) = CP 2]9CP
2
, E(2) = K3 surface

Definition. 多重ファイバーを持つ楕円曲面はそれら

を持たないものから「対数変換」で得られる．

E :（多重ファイバーなしの）楕円曲面

f : Eの一般ファイバー

E0 = E \ N(f )にたいし，orientation-reversing diffeo-

morphism

ϕ : ∂(T 2 ×D2) ∼= T 3 → T 3 ∼= ∂(E0)
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をとって

Eϕ = E0 ∪ϕ T 2 ×D2

a, b, c generators of H1 of ∂E0
∼= T 3

b, c generate H1(f,Z)

Fact. • ϕの isotopy類はϕ∗ : H1(T
3,Z) → H1(T

3,Z)

で決まる．

• Eϕの微分同相類は

ϕ∗([∗ × ∂D2]) = γ = pa + qb + rc ∈ H1(∂E0,Z)

を指定すると一意的に定まる．（よってEϕ = Eγと

書く）．（ϕ : T 3 → T 3がT 2×D2のself-diffeomorphism

に拡張⇐⇒ ϕ∗[∗ × ∂D2] = ±[∗ × ∂D2]）

• EγにおいてT 2×{0} ⊂ T 2×D2は重複度pの多重

ファイバー．（p = 0のときはEγはファイバー構造

を持たない）

31



Fact. 特にE = E(k)あるいはより一般に cusp fiber II

を (smooth embeddingとして) 含むとき，Eγ (γ = pa +

qb + rc)の微分同相類はpのみで決まる（重複度pの対

数変換）

（N(II)のself-diffeomorphismの観察による(Moisehzon,

U)）

この場合Eγ = Epと書く．

⇐⇒
多重ファイバー以外の特異ファイバーを持つ（極小）

楕円曲面は多重ファイバーのないものE（上記）に有

限回の対数変換を施したもの

Ep1,...,pk

Theorem. （楕円曲面の分類の初等的な部分）

（極小）楕円曲面の微分同相類は基本群が有限巡回

群でなければオイラー数と基本群できまる（Y. Mat-

sumoto, U)

π1Eが有限巡回群⇐⇒ E = E(k)p,q (k ≥ 1, p, q ≥ 1)
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（E(k)p,1 = Ep, E(k)1,1 = E(k)）

このとき

π1E(k)p,q = Z/ gcd(p, q)Z

（Eが多重トーラスだけを特異ファイバーに持つ場

合の分類もできる）

Theorem. （楕円曲面の分類ー非初等的部分｝

E(k)p,q ∼= E(k′)p′,q′ ⇐⇒ k = k′ and {p, q} = {p′, q′}
ただしE(1)p ∼= E(1) ∼= CP 2]9CP

2
のみ例外．

Remark. • χ(E(k)p,q) = 12k, σ(E(k)p,q = −8k, b+
2 (E(k)p,q) =

2k − 1, b−2 (E(k)p,q) = 10k − 1

• The universal covering of E(k)p,q is E(sk)p/s,q/s, where

s = gcd(p, q)

• E(k)p,qの homeomorphism typeの分類 (Freedman,

Hambleton-Kreck)

Donaldson不変量による証明( ....R. Friedman) =⇒ Seiberg-

Witten類（不変量）によるより簡単な分類
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Theorem. （楕円曲面のSW 不変量｝

E = E(k) (or E(k)p,q)の一般ファイバーf , 重複度p,

qの多重ファイバーfp, fqに対し

x = PD[f ], xp = PD[fp], xq = PD[fq] ∈ H2(E,Z)

とおくと (x = pxp = qxq)

SWE(k) = (e−x − ex)k−2

SWE(k)p,q = SWE(k) ·
e−x − ex

e−xp − exp
· e−x − ex

e−xq − exq

代数曲面としての divisorによる SWの解の記述から

示せる2

別の方法として

SWE(2) = 1 ⇐⇒
E(2) のSW 類は 0 ∈ H2(E(2),Z)のみ，SW不変量は 1

から出発してT 3にそう貼り合わせ公式を使う．

2ここでの符号の取り方は canonical class K に対し，−K の SW 不変量が +1 となる moduli space の向きに

よっている．文献によっては反対の convention を採用している
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この方法は前述の定理 (Taubes,...)とその特別な場合

である”surgery公式”にもとづく．（複素構造を持たない

他の４次元多様体の場合にも適用できる．）

Theorem. (Morgan-Mrowka-Szabö)（彼らはendでper-

turbしないSW moduli spaceを用いて証明した）

X = X0 ∪ϕ T 2 ×D2

ϕ : T 2 × ∂D2 ∼= T 3 → T 3 ∼= ∂X0

ϕ([∗ × ∂D2]) = γ = pa + qb + rc,where

a, b, c generate H1(T
3,Z)

(b, c generate H1 of the general fiber)

さらに b+
2 (X0) > 1, γ = 0 in H1(X0,Z)とする=⇒

SWX = j(SWX0) ·
1

e−xγ − exγ

xγはT 2 × {0} ⊂ T 2 ×D2 （重複度pの”多重ファイ

バー”）のPoincare双対．

Remark. 上記の公式において b+
2 = 1の場合もmetric

とperturbationを１つとっておくとそれらに依存する形

で公式がなりたつ
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E(1) ∼= CP 2]9CP
2
は正のスカラー曲率の計量をもつ

=⇒ E(1)のこの計量に関するgenericなSWの解はない．

Remark. X with ∂X = T 3に対し，

j∗SWX = SWX∪
T3E(1)0

ただしE(1)0 = E(1) \ N(f ). j : H2(X, ∂X,Z) →
H2(X ∪T 3 E(1)0,Z).

Remark. j : H2(E(n)0, ∂E(n)0,Z) → H2(E(n),Z)の

kernelの元zにたいしてはSWE(n)0(z) = 0（E(n)0のself-

diffeomorphismでzをたがいに異なる無限個の元に写せ

ることからSW類の有限性を使って示す．cusp fiberを

含んでいるより一般の４次元多様体についても同様）

=⇒
jSWE(n)0 → SWE(n)0∪γT 2×D2 は injective.

これらの公式から

SWE(2) = 1, E(n) = E(n− 1)]T 3E(1)

=⇒
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SWE(n) = jSWE(n−1)0, SWE(n−1) = jSWE(n−1)0·
1

e−x − ex

=⇒ SWE(n) = (e−x − ex)n−2

jSWE(n)0 = SWE(n)(e
−x−ex), j′SWE(n)0 = SWE(n)p(e

−xp−exp)

より

SWE(n)p = SWE(n) ·
e−x − ex

e−xp − exp

Remark. Parkの論文ではE(n)のSW不変量の結果か

ら逆に貼り合わせ公式を使ってE(n)0の相対SW不変

量SWE(n)0を導いている（SWE(n)が既知であるため当

然このプロセスもありうる）
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他の例への適用　 I

Example 2. E(m+n)のファイバー和への分解E(m)]T 3E(n) =

E(m)0 ∪ E(n)0において境界

∂E(m)0 ∼= ∂E(n)0 ∼= T 3 = S1 × S1 × S1

（pt × S1 × S1がそれぞれの一般ファイバーに対応す

るとする）での貼り合わせを３つのS1成分の巡回置換

ϕ : T 3 → T 3によってねじったものを

E(m)]ϕE(n) = E(m)0 ∪ϕ E(n)0

とおくと，m, n > 1ならば貼り合わせ公式より

SWE(m)]ϕE(n) = (e−x1 − ex1)m−1(e−x2 − ex2)n−1

（ただし x1, x2はそれぞれE(m)0, E(n)0内の一般ファ

イバーのPoincare双対）

ϕの取り方からx1とx2はH2(E(m)]ϕE(n))内で一次

独立

=⇒ E(m)]ϕE(n)はどの楕円曲面ともSWが異なり微

分同相でない．しかしE(m + n)とは同相 (Freedman)
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=⇒E(m)]ϕE(n)は複素構造をもたない（Enriques-Kodaira

の表による）．ただしシンプレクティック構造は入る

（Gompfのシンプレクティックファイバー和の構成）

Remark. T 3の任意の Self-diffeoϕはE(1)0の self-diffeo

に拡張する．よって任意のϕにたいしE(1)]ϕE(n)はE(n+

1)と微分同相．ただしE(1)0の一般ファイバーにおいて

対数変換で多重ファイバーをいれるとその限りではな

い．たとえば上記のϕに対し，E(1)p]ϕE(1)qはp, q odd

> 1 ならK3曲面E(2)と同相だがSWは異なり，複素

構造を持たない．Gompf-Mrowkaが最初に見いだした

複素曲面と同相だが複素構造をもたない４次元多様体

の例がこれにあたる（彼らはDonaldson不変量で判別

した）．
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他の例への適用 II

Example 3.（Fintushel-Stern）

X cusp fiber を含む４次元多様体

K ⊂ S3 knot

K0 Kの 0-surgeryでえられる 3次元多様体

` : Kの (preferred) longitude, m : Kのmeridian

T = m× S1 ⊂ K0 × S1

F X内の cusp heighborhoodにふくまれる一般ファイバー

XK = X]F=TK0 × S1 XとK0 × S1のファイバー和

Theorem (FS). b2
+(X) > 1, π1(X \ F ) = 1ならば
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SWXK
= SWX ·∆K(e2(PD[T ]))

(∆K(t): The symmetrilized Alexander polynomial of K)

Remark. (1) たとえばX = E(2)とするとXKはすべ

でE(2)と同相．∆Kが互いに異なれば微分同相で

なく，一般に複素構造も持たない．（K3曲面と同

相な複素曲面はE(2)p,q p, q odd, gcd(p, q) = 1に

限る）．

(2) Kが fibered knotのとき（K0 × S1は T 2上の sur-

face bundle）E(2)Kはシンプレクティック構造をも

つ（Symplectic fiber sum by Gompf)

(3) ∆K(t)の最高次の係数が１でないときはE(2)Kは

シンプレクティック構造をもたない (by Taubes)

(4) ∆K(t) ≡ 1 K nontrivialのときE(2)とE(2)KはSW

では判別できない．
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連結和に関する公式

Fact. (1) X]Y , b+
2 (X) > 1, b+

2 (Y ) > 1⇐⇒ SWX]Y (s) =

0 for ∀s.

(2) (blow-up formula) E = PD(CP
1 ⊂ CP

2
) ∈ H2(CP

2
,Z)

SW
X]CP

2 = SWX · (eE + e−E)

X]W , W rational homology 4-sphereの場合．H2(W,Z)

が torsionを含むので表示を簡単にするためSWの定義

を少し修正．

Definition. z ∈ H2(X,R) (X closed)に対し，

SWX(z) =
∑

s:c1(det s)=z∈H2(X,R)

SWX(s)

SWX =
∑

SWX(z)ez ∈ ZH2(X,R)

Fact. W rational homology 4-sphere ⇐⇒

SWX]W = |H1(W,Z)|SWX

１つの応用として
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Theorem. (U)

任意の自明でない有限群Gに対し，４次元多様体X

で可算無限個の自由G作用をもち，それらの軌道空間

がすべて同相だがどの２つも互いに微分同相でないも

のが存在する．

構成：エキゾチックな４次元多様体Xkでunbranched

G covering X̃kが互いに微分同相になるものを構成する．

(1) たとえばE(2)pはp oddならばE(2)と同相．一方

Fact.

E(2)p]S
2 × S2 ∼= E(2)]S2 × S2

if p is odd .

Remark.一般に単連結４次元多様体XとY が同

相（h同境）ならばあるkについてX]kS2× S2 ∼=
Y ]kS2×S2 (Wall). X , Y が単連結楕円曲面ならば

k = 1で成り立つ (Mandelbaum-Moishezon)

(2) 任意のGに対し，あるrational homology 3-sphere Ỹ

でGが自由に作用するものがある（特にY = Ỹ /G

も rational homology 3-sphere) (Cooper-Long)
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(3) Y のスピン

s(Y ) = (Y \D3)× S1 ∪ S2 ×D2

はrational homology 4-sphereでπ1(s(Y )) ∼= π1(Y ) →
Gに対応するG coveringは

s̃(Y ) ∼= s(Ỹ )](|G| − 1)S2 × S2

(4)

Xp = E(2)p]s(Y )

とおくと π1(Xp) ∼= π1(s(Y )) → Gに対応するG

coveringは

X̃p = s(Ỹ )]|G|E(2)p](|G| − 1)S2 × S2

(5)

X̃p
∼= s(Ỹ )]|G|E(2)](|G| − 1)S2 × S2

if p is odd.

(6)

SWXp = |H1(Y,Z)|SWXp 6= |H1(Y,Z)|SWXq = SWXq

if p 6= q.
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Remark. X]W , W rational homology 4-sphereの場合

Donaldson不変量においても同様の貼り合わせ公式が

成り立つ．DX (Donaldson power series)に関して

DX]W = |H1(W,Z)|DX

特にDX 6= DY ならDX]W 6= DY ]W

これらの例では

SWXp 6= SWXq (p 6= q)

SWX̃p
= SWX̃q

≡ 0 SW 類は存在しない

Theorem. (Fintushel-Stern)

ある２つの４次元多様体X, Y で次の性質をもつもの

がある．

(1) XとY は同相でπ1(X) = π1(Y ) = Zp (p ある odd

number)

(2) SWX = SWY

(3) XとY のuniversal covering X̃とỸ に関してSWX̃ 6=
SWỸ , 特にXとY は微分同相でない．
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Remark. rattinal homology 3-sphere Mに対し

sM = (M \D3)× S1 ∪id S2 ×D2

sM ′ = (M \D3)× S1 ∪ϕ S2 ×D2

（ϕはS2×D2のself-diffeoに拡張しないS2×S1のdiffeo）

とおくと sMと sM ′のホモトピー群は等しく，

SWsM]X = SWsM ′]X = |H1(M,Z)|SWX

（Donaldson不変量も同じ）．

一方

Proposition. M : aspherical rational homology 3-sphere,

X: spin 1-connected 4-manifold

=⇒
sM]XとsM ′]Xはホモトピー同値でない（π-equivariant

intersection form π2 × π2 → Z[π1]が異なる）

46



References

[1] R. Fintushel, R. Stern, Knots, links and 4-manifolds, Invent. Math. 134,

(1998), 363–400.
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