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§1. 分割数の漸近挙動

• 分割数とは

E : 自然数

p(E) :=

自然数 E を幾つかの自然数の和で表す方法の数.

自然数の列は重複を許す.

列の長さは制限しない. 自然数の列の順は考慮しない.

式で書くと,

p(E) =

#







(µ1 ≥ µ2 ≥ . . .) ; E =
∑

j≥1

µj, 0 ≤ µj ∈ Z









• 古典的解析数論の問題:

p(E) は E が大きいとき, どのぐらい大きくなるか.

• 知られている結果:

• Hardy-Ramanujan (1918)

分割数 p(E) の最初の漸近公式:

p(E) ∼ 1

4
√

3E
exp

[

π

(

2E

3

)1/2
]

,

特に,

lim
E→∞

E−1/2 log p(E) = π(2/3)1/2.



• Rademacher (1937)

分割数 p(E) の収束級数による表示:

p(E)

=
1

π
√

2

∞
∑

k=1

Ak(E)
√

k
d

dE











sinh

[

π
k

√

2
3

(

E − 1
24

)

]

√

E − 1
24











,

ただしここで,

Ak(E) =
∑

0≤h<k, (h, k)=1

eπis(h,k)−2πiEh/k,

s(h, k) =

k−1
∑

r=1

r

k

(

hr

k
−
[

hr

k

]

− 1

2

)

.

• 注意: s(h, k) は Dedekind の和と呼ばれている.



• その他の結果

• Szekeres (1951 – 1953), Roth-Szekeres (1954)

長さに制限のある分割の個数の漸近挙動.

• Meinardus (1954) 分割数の母関数を一般化,

saddle point method を用いた解析

• Richmond (1972 – 1975) 分割数の一般化の漸
近挙動, 抽象的な数列による分割の個数の平均の漸
近挙動.

• 注意: Richmond の仕事は我々の問題と似ている
が, 数列が作用素の固有値に限らず, 一般の数列にして
いるため, 結果に現れる条件が複雑であり, 結果も煩雑.

• 注意: Szekeres の仕事の類似がスペクトル論でも
議論されるべきである.



§2. Meinardus の定理

• 分割数の母関数 (Euler)

任意の τ ∈ C, Re(τ ) > 0 に対して,

∑

E≥0

p(E)e−Eτ =
∞
∏

n=1

(1 − e−nτ )−1

がなりたつ.

• 母関数の一般化 (Meinardus)

非負の実数列 {an}∞
n=1 と τ ∈ C, Re(τ ) > 0 に対

して

G(τ ) =
∞
∏

n=1

(1 − e−nτ )−an

とおく.

•注意: これは, 例えば {an} が有界であれば収束
する.



• 定理の主張に必要な条件:

非負の実数列 {an} に対して, 次の条件を仮定する.

• 条件 (0)

無限積

G(τ ) =
∏

n≥1

(1 − e−nτ )−an

は Re(τ ) > 0 で局所一様に絶対収束する.

この条件の下で, 無限積 G(τ ) は Re(τ ) > 0 で
(または z = e−τ とおき, z について |z| < 1 で)

正則関数を定める.



• 分割数の一般化 (Meinardus)

無限積 G(τ ) を z = e−τ について原点で Taylor 展
開したときの係数を r(E) と書く.

G(τ ) =
∑

E≥0

r(E)e−Eτ , Re(τ ) > 0.

• 注意: an = 1 のときが r(E) = p(E) となる.

• 注意: 後で見るように, 我々の設定では「一般に」
Taylor 展開の係数では, 物理的な意味はない.



Dirichlet 級数

L(s) =
∞
∑

n=1

an

ns
, s ∈ C

について, 次の条件を考える.

• 条件 (1)

ある正の数 α > 0 が存在して, L(s) は Re(s) > α

で収束する.

この条件の下で L(s) は Re(s) > α で正則となるこ
とが知られている.

• 条件 (2)

0 < C0 < 1 である, ある定数 C0 が存在して L(s)

はRe(s) ≥ −C0 に有理型に解析接続される.



• 条件 (3)

L(s) は Re(s) ≥ −C0 上で s = α のみに極を持
ち, これは 1 位の極.

• 条件 (4)

ある R > 0 が存在して Re(s) ≥ C0 上で(Re(s)

について局所一様に) 次が成り立つ:

|L(s)| = O(|Im(s)|R).

この条件は, Gamma 関数との積が, 虚軸と平行な直
線上で可積分であるための条件である.



最後に次のような条件を考える.

• 条件 (H)

Re(τ ) > 0 なる τ ∈ C に対して,

θ(τ ) :=
∑

n≥1

ane−nτ

とおく. 任意の ε > 0 に対して, C = Cε > 0 が存
在して, 任意の

τ = x + iy ∈ C, x ≤ |y| ≤ π

に対して次が成り立つ.

Re(θ(x + iy)) − θ(x) ≤ −Cx−ε.

• 注意: 条件 (0) の下で, θ(τ ) は Re(τ ) > 0 で
正則である.

• 注意: {an} が正の実数列であるから,

|θ(x + iy)| ≤ θ(x) であり,

Re(θ(x + iy)) − θ(x) ≤ 0

であることは, 明らかである.



このとき Meinardus の定理は次のように述べられる.

定理 正の実数列 {an} に対して条件 (0)–(4) と条件
(H) が成り立つと仮定する. このとき, 次が成り立つ.

r(E) = CEκ exp(ϕ(E))(1 + O(E−κ1)),

ただし, ϕ(E), C, κ, κ1, A は次で与えられる.

ϕ(E) =
(

1 + 1
α

)

E
α

α+1 (AΓ(α + 1)ζ(α + 1))
1

(α+1)

C = eL′(0)√
2π(α+1)

[AΓ(α + 1)ζ(α + 1)]
1−2L(0)
2(α+1) ,

κ =
L(0)−1−α/2

α+1 ,

κ1 = α
α+1 min

{

C0
α − δ

4, 1
2 − δ

}

,

0 < δ < 1/2

A = Ress=αL(s) > 0

ここで, Γ, ζ はそれぞれガンマ関数と Riemann の
ゼータ関数である.



• Meinardus の定理に関する注意

(1) an = 1 とすると r(E) = p(E) であった. こ
れについて, L(s) = ζ(s), ζ′(0) = −1

2 log(2π),

ζ(0) = −1/2 等により, Hardy-Ramanujan の漸
近公式が得られる.

(2) 一般化された分割数 r(E) は次のような漸化式を
満たす:

r(E) =
1

E

E
∑

j=1

r(E − j)Dj, Dj =
∑

d|j
dad.

(3) 証明は saddle point method を用いる. そ
の際, 母関数の対数 log G(τ ) を近似する必要がある.

Richmond 等は, この近似を行わずに, 煩雑な結果と
なっている. しかし log G(τ ) を分かり易い形に近似
する分, エラーの処理が複雑になる. 条件 (H) は, エ
ラーの処理に用いられる.

(3) については, 後で再び述べる.



§3. ボーズ粒子の状態数

• 分割数の物理的意味:

分割数 p(E) ∼ ボーズ粒子からなる (相互作用の無
い) 多粒子系のエネルギー E での状態数.

• 具体的な定式化

P : C∞(M) → C∞(M) : コンパクト多様体 M

上の 1 階正値楕円型擬微分作用素

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ↑ +∞ : P の固有値の列

多様体 M の上の, Hamilton 作用素を P とする量
子論的粒子が, N 個存在する状況を考える.

配位空間 ∼ MN := M × · · · × M (ボーズ粒子の
場合, 正確には (M × · · · × M)/SN (?))



P N : C∞(MN) → C∞(MN) を次で定義する:

P N =
N
∑

i=1

(I ⊗ · · · ⊗ P ⊗ I).

SN y L2(MN) を次で定義する.

(σF )(x1, . . . , xN) := F (xσ(1), . . . , xσ(N)),

F ∈ L2(MN), (x1, . . . , xN) ∈ MN , σ ∈ SN .

N 個の粒子が

ボーズ粒子 → Hamilton 作用素 は P N
S

フェルミ粒子 → Hamilton 作用素 は P N
A

ただし, P N
S , P N

A は, P N のそれぞれ, 不変部分空
間, 反不変部分空間への制限.



つまり,

πN
S , πN

S : L2(MN) → L2(MN),

πN
S F =

1

N !

∑

σ∈SN

σF,

πN
A F =

1

N !

∑

σ∈SN

sgn(σ)σF

と定義すると,

P N
S = P N |ImπN

S
, P N

A = P N |ImπN
A

• N 個のボーズ粒子の量子状態空間 ∼ HN
S = ImπN

S
• Hamilton 作用素 ∼ P N

S

この作用素のスペクトルが, N 個のボーズ粒子の系の
取りうるエネルギー.



• 容易に分かること

作用素 A のスペクトルを Spec(A) と表す. このと
き, 今の設定では, 集合として

Spec(P N) = Spec(P N
S ).

−→ 重複度が問題.

補題 (既知) 任意の E ∈ Spec(P N
S ) に対して

Ω(N, E) := E の重複度

とおくと, 次が成り立つ.

Ω(N, E) =

#







(nk)∞k=1 ; 0 ≤ nk ∈ Z, E =

∞
∑

k=1

nkλk,

N =
∞
∑

k=1

nk







.

上に現れた集合は「占有数の集合」と呼ばれてる.



• 問題:

Ω(N, E) の, E/N が (漸近的に) 一定の状況で,

N → ∞ かつ E → ∞ の下での漸近挙動を調べよ.

−→ 難しい. 現時点では打つ手なし.

• 平均化した問題:

全ての N ≥ 1 を走らせたときの「平均」

Ω(E) :=
∑

N≥1

Ω(N, E)

の漸近挙動を調べよ.

−→ この発表での問題.

(Ω(E) をボーズ粒子の状態数と呼ぶことにする. )

• 注意: Ω(E) は次の離散集合 Γ(P ) 上の関数:

Γ(P ) :=
⋃

N≥1

Spec(P N
S ) 3 E 7→ Ω(E) ∈ R≥0.



• 母関数

補題 (既知) ボーズ粒子の状態数 Ω(E) に対して, そ
の母関数

G(τ ) =
∑

E∈Γ(P )

Ω(E)e−Eτ

は Re(τ ) > 0 で局所一様に絶対収束し, 正則関数を
定める. また, 次が成り立つ.

G(τ ) =
∞
∏

n=1

(1 − e−λnτ )−1.

Ω(E) は作用素 P の固有値が λn = n, 重複度が 1

の時には, 分割数 p(E) と一致している.



• 注意: 次の関数は, ボーズ粒子に対するグランド分
配関数と呼ばれている.

Ξ(τ, µ) =
∞
∏

n=1

(1 − eµ−λnτ )−1,

ここで µ は「化学ポテンシャル」を表す. これは,

Ω(E) の定義においてΩ(N, E) 自身の N について
の母関数を考えると得られる:

Ξ(τ, µ) =
∑

E∈Γ(P )

Ω(E, µ)e−Eτ ,

Ω(E, µ) =
∑

N≥1

Ω(N, E)eNµ.

我々の問題においては µ = 0 とする.



• 注意: 我々の問題では, 作用素 P は正値, つまり
固有値が全て正としている. これは分配関数 G(τ ) が
特異性を持たない仮定である. また, 上記の化学ポテン
シャルを 0 としているが, Bose-Einstein 凝縮などの
事象の解析では, 化学ポテンシャルは重要な役割を果た
す. Bose-Einstein 凝縮とは, 0-エネルギーに粒子が
密集する事象を表す. 従ってこの事象の解析を問題と
するなら, 我々の設定で作用素 P は非負値である必要
がある. この状況では化学ポテンシャルを 0 とはでき
ない.

−→ 今後の課題



§4. 主結果

• 記号の準備

以後, 多様体の次元を n = dim M と表す.

(1) 楕円型作用素 P のスペクトルゼータ関数

ZP (s) =
∑

n≥1

λ−s
n

はRe(s) > n で絶対収束し, 複素平面全体に有理型に
解析接続され,

s = n, n − 1, . . . , 1, −1, . . .

にのみ, 1 位の極を持つことが知られている. (s = 0

で正則である. )

• 注意: スペクトルゼータ関数は Meinardus の定
理の仮定で条件 (H) を除いて, 正の極の個数以外の条
件, 例えば虚軸に沿って多項式増大度を持つなどは満た
している,



上の事実を鑑み,

Kj := Ajζ(n−j+1)Γ(n−j), j = 0, 1, . . . , n−1

とおく. ただし Aj は s = n − j (右反平面の極) に
おける, ZP (s) の留数である:

Aj = Ress=n−jZP (s), j = 0, 1, . . . , n − 1.

• 注意: 次に述べるように A0 > 0, 従って K0 > 0

である. 一般の Kj は実数ではあるが非正である可能
性もある.

(2) 1 階楕円型の擬微分作用素 P の主表象 0 < p ∈
C∞(T ∗M \ 0) に対して

Σ = {p(x, ξ) = 1} ⊂ T ∗M \ 0

とおく. 次が知られている:

A0 = (2π)−nvol(Σ)

主表象 p の生成する Hamilton 流 (の Σ への制限)

を ϕt と書く.



(3) E > 0 に対して, 次のような関数を考える:

fE(x) = Ex +

n−1
∑

j=0

Kjx
−(n−j), x > 0.

このとき, (本質的には代数) 方程式

dfE

dx
(x) = 0

の解を xE > 0 と書く. このような正の数 xE はた
だ一つであることが分かる.

さらに, 簡単な計算によって, 次が分かる.

xE =

(

nK0

E

)
1

n+1
(1 + O(E

− 1
n+1))



主定理

作用素 P の固有値が自然数であるとする:

Spec(P ) ⊂ Z.

更に, Hamilton 流 ϕt : Σ → Σ は周期的であり, 最
小周期 2π を持つとする. この時, 次が成り立つ.

Ω(E) = CEκ exp[fE(xE)](1 + O(E−κ1)),

ただし, 定数 C, κ, κ1 は次で与えられる:

C = 1

(det P )
√

2π(n+1)
(nK0)

1−2ZP (0)
2(n+1) ,

κ =
ZP (0)−1−n/2

n+1 ,

κ1 = n
n+1

(

1
2 − δ

)

,

0 < δ < min{1/2, 4/n}.



• 主定理において

xE =

(

nK0

E

)
1

(n+1)
(1 + O(E

− 1
n+1)),

K0 =
vol(Σ)

(2π)n
ζ(n + 1)Γ(n)

を用いると, 次を得る.

系 主定理と同様の仮定の下で, 次が成り立つ:

lim
E→∞

E
− n

n+1 log Ω(E)

= (n + 1)

(

vol(Σ)

(2πn)n
ζ(n + 1)Γ(n)

)
1

(n+1)
.



• 二次元 (n=2) の場合には, 主定理の主張における
xE は, より分かりやすい数に置き換える事が出来る.

系 dim M = n = 2 の場合, 主定理と同様の仮定の
下に, 次が成り立つ.

Ω(E) =CEκ exp

[

3K0

y2
E

+
K1

yE
− K2

1

12K0

]

× (1 + O(E−1
3+2δ

3 )),

0 < δ < 1/2,

ただし, C, yE, κ は次で与えられる:

C = 1
(det P )

√
6π

(

ζ(3)Vol(Σ)
2π2

)(1−2ZP (0))/6
,

yE = (2K0/E)1/3 =
(

ζ(3)vol(Σ)
2π2E

)1/3
,

κ = (ZP (0) − 2)/3.



• 注意: 定理の仮定「Spec(P ) ⊂ Z」の下で, 対応
する古典力学 (Hamilton 流) ϕt : Σ → Σ は周期
2π を持つ周期系であることは (Egorov の定理より)

分かる. しかし, その周期が「最小」であることが, 仮
定である.

• 例 M = S2 として, 作用素 P として, 次の物を
取る.

P =

√

∆can +
1

4
+

1

2
.

ただし ∆can は S2 上の標準計量に対するラプラス作
用素. このとき, 固有値は ` = 1, 2, . . ., 重複度は
2` + 1 となる. 更に定数 K0, K1 は次で与えられる:

K0 =
ζ(3)vol(S∗

1M)

4π2
, K1 = −vol(S∗

1M)

48
.



§5. 証明の方針

• 証明の方針は Meinardus の定理のそれと, ほぼ, 同
様であるが, 若干の考察が必要.

−→ 難点は, 次の二点.

(1) Dirichlet 級数 “L(s)” に対応するスペクトル
ゼータ関数 ZP (s) は, 正の極を二つ以上持つ可能性
がある.

(2) 条件 (H) が定理の仮定の元で成り立つかどうか.

特に定理の仮定, すなわち Hamilton 流の周期性は,

条件 (H) の成立を保証する物である.



• 仮定「Spec(P ) ⊂ Z」より, 特に Γ(P ) ⊂ Z. よっ
て, この場合, ボーズ粒子の状態数 Ω(E) は次のよう
な積分表示を持つ.

Ω(E) =
1

2π

∫

|y|≤π
eE(x+iy)G(x + iy) dy,

ただし, G(x + iy) は (化学ポテンシャルが 0 の) 分
配関数, x > 0 は任意である.

• この積分を, saddle point method を用いて解析
する. そのとき, 相関数に現れる log G(x + iy) を近
似する必要がある. これについて, 次が成り立つ:



補題 τ = x + iy, x > 0 に対して, 次が成り立つ:

log G(x + iy) =

n−1
∑

j=0

Kjτ
−(n−j)

− ZP (0) log τ + Z′
P (0) + J(τ ),

ただし, J(τ ) は次で与えられる:

J(τ )

=
1

2πi

∫ −C0+i∞

−C0−i∞
ZP (s)ζ(s + 1)Γ(s)τ−s ds.

• 注意: 上の補題は, Meinardus 以後, 物理 (特に場
の量子論へのゼータ正規化の応用) で用いられている.

Meinardus の定理においては, 和の部分の項が j = 0

の場合のみ現れる.



• 上の補題を用いて, 相関数

E(x + iy) + log G(x + iy)

を次で近似する:

E(x + iy) +

n−1
∑

j=0

Kjτ
−(n−j) = fE(x + iy)

これに saddle point method を用いるために,

Re(fE(x + iy)) が極小になる x > 0 を選びたいが,

Re(fE(x+ iy)) を更に f(x) で近似して, x を選ぶ.

つまり

x = xE,
dfE

dx
(xE) = 0

となる点 xE を用いる.

−→ 主定理の指数に fE(xE) が現れる理由.

−→ Re(fE(x + iy)) と fE(x) の差を評価する必
要がある. (技術的には, Meinardus の定理の証明よ
り, 難しい点.)



• 積分を二つに分ける:

Ω(E) =
1

2π

(

∫

|y|≤x
β
E

+

∫

|y|≥x
β
E

)

ただしここで (n + 3)/3 < β < (n + 2)/2 と取る.

(β = 1 としたのでは, 第一項が leading term にな
らない. )

第二項がエラーになるべき項. この項の評価に条件 (H)

が必要になる.

• 条件 (H) については, 次の補題が成り立つ.

補題 Hamilton 流が 2π を最小周期とする周期系で
あるとする. このとき Re(τ ) > 0 に対して θ(τ ) =

Tr(e−τP ) とおく. τ = x + iy, x > 0, x ≥ |y| ≤
π のとき, ある定数 C > 0, ε > 0 が存在して, y に
ついて, 一様に, 次が成り立つ:

Re(θ(x + iy)) − θ(x) ≤ −Cx−ε.



• Hamilton 流が周期的であることが必要な理由は上
の補題にある.

上の補題の証明は, |y|が十分小さい所では, Hörmander

による sharp Weyl asymptotics と partial sum-

mation formula を用いる.

−→ Tr(e−τP ) の τ = 0 の近傍での特異性を用い
ている.

|y| が下から有界, かつ x ≤ |y| のところでは, 次の
定理を用いる:

定理 (Chazarain, Duistermaat-Guillemin)

µ = Tr(eiyP ) ∈ S′(R) とおく. このとき, 次が成り
立つ:

sing.supp(µ)

⊂ {Hamilton 流 ϕt の周期軌道の周期}.

−→ [−π, π] に周期軌道の周期がある場合, eiyP の
跡公式などの, 超関数 µ の特異性の解析が必要.



§6. 今後の課題

(1) 化学ポテンシャルを入れた場合.

具体的には, Hamilton 作用素 P がゼロ固有値を持つ
場合の,

Ω(E, µ) =
∑

N≥1

Ω(N, E)eNµ

の漸近挙動. 特に, Bose-Einstein 凝縮とは, どのよ
うな物か解析すること.

(2) 主定理の仮定「Spec(P ) ⊂ Z」をおとす.

Hamilton 流が周期的である, という仮定を (小さな周
期が存在するぐらいは, 許されうるが) おとすことは,

現在の所, 難しいと思われる. 実際, 一般には, 次の公
式が得られる:



補題 (Hamilton 流や Spec(P ) の仮定抜きに) 任意
の x > 0 に対して次が成り立つ:

∣

∣

∣

∣

∣

Ω(E) − 1

2T

∫ T

−T
eE(x+iy)G(x + iy) dy

∣

∣

∣

∣

∣

≤ G(x)eEx

T

(

min
E′∈Γ(P ), E′ 6=E

|E − E′|
)−1

−→ この補題を用いるには, 右辺の「エネルギーレベ
ルの差」の評価, そして積分の T → ∞, E → ∞ と
したときの漸近挙動が必要.

−→ しかし, Hamilton 流が周期的, 特に Zoll

surface の場合には, 上の補題が有効である可能性が
ある.



(3) Meinardus の定理における数列 {an} をグラ
ンド分配関数に挿入.

• どのような {an} を取るかについては, 以下のよう
な候補がある.

Aを非負値の 0階の擬微分作用素として, ϕn を Hamil-

ton 作用素 P の n 番目の固有値 λn に対応する正規
化された固有関数とする.

an = 〈 Aϕn, ϕn 〉L2(M)

とおくと {an} は非負の有界数列で,

GA(τ ) =
∞
∏

n=1

(1 − e−λnτ )−an

は Re(τ ) で収束する.



これに対しては, Hamilton 作用素 P のスペクトル
ゼータ関数 ZP (s) の代わりの役割をはたすものは,

ZP (A; s) := Tr(AP −s) =
∑

n≥1

an

λs
n

であることが, 容易に分かる.

−→ 数列 an は整数ではなく, Ω(E) に対応する量の
定義自体が問題.

−→ 周期系の場合, Ω(E) に対応する量を積分で定義
するとするなら, これにはどのような意味があるか?



(4) 分配関数の近似式を用いた, 作用素行列式の性質

分配関数 G(τ ) に対する公式

log G(x + iy) =

n−1
∑

j=0

Kjτ
−(n−j)

− ZP (0) log τ + Z′
P (0) + J(τ ),

J(τ )

=
1

2πi

∫ −C0+i∞

−C0−i∞
ZP (s)ζ(s + 1)Γ(s)τ−s ds.

そのものが, 場の量子論などで応用されている.



−→この公式を用いて, 作用素行列式

log det P = −Z′
P (0)

の定量的性質を調べる. 例えば Sarnak による, コン
パクトリーマン面上のラプラス作用素の行列式の, セル
バーグゼータを用いた表示と, この式との関連は?

また, Zoll surface のラプラス作用素の行列式と標準
計量のラプラス作用素のそれとの定量的な比較などに応
用がないか?
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