
KIRILLOV ノート ——— １章
coadjoint orbit の幾何

郡　敏昭 ( Tosiaki Kori )

Kirillovのテキスト第１章を読んで、わかりにくいところ、証明のないとこ
ろ、計算が省略されたところや　セミナー参加者の予備知識が足らない部分に
ついて解説を補い、またセミナー中に気づいたり参加者に教えていただいたテ
キストの解説の背後の意味を記す．それらだけを書くとわからなくなるので、
ふつうの定義や解説も書いておく．

cotangent bundleの接空間 T(g,F )T
∗G の自明化においてKirillovによると

cotangent bundle の fibering が T ∗G 3 gF
π−→ g−1 ∈ G となっているので,

T(g,F )T
∗G

π∗−→ TgG の vertical tangent を T ∗
g−1G と考えることになり、不自然

だと思うので書き直した．
具体的な群GL(n, R) その他を例にとった計算は（それこそ大切であるが）

この部分には書いてない．第２章以下のノートも作られるはずでそのあたりに
まとめた例集がつく予定である．

1 coadjoint orbit の symplectic 構造
coadjoint orbit 上の symplectic 構造を３っつの方法で解説する．

1. winding number や vorticity, helicity の公式の類似．Theorem 1.

2. G∗ の Poisson 構造の orbitへの制限．Theorem 2.

3. cotangent bundle T ∗G の正準構造の reduction. Theorem 3( 2節).

1.1

G : A Lie group, G = LieG : G のリー環.
Ex.
G = GL(n, R)， G = Mat(n, R).

• G の線形表現 (π, V )：

π : G −→ End(V );

π(g1g2)v = π(g1)(π(g2)v) , π(e)v = Id v = v, π(g−1)v = π(g)−1v

1



• (π, V ) に対して dual linear representation (π∗, V ∗) :

π∗ : G −→ End(V ∗), V ∗ = HomR(V, R).

が
π∗(g) = π(g−1)∗,

すなわち、< π∗(g)f, v >=< f, π(g−1v >, f ∈ V ∗, v ∈ V , で定義される．

π∗(g1g2) = π∗(g1)π
∗(g2).

• 表現のTrace:
A, B ∈ Matn(R) に対して

(A,B) = Trace(AB) = Σi,jaijbji.

( . , . ) は bilinear ,

non-degenerate (A, B) = 0 ∀B, =⇒ A = 0.

内積および trace は conjugation で不変：

(gAg−1, gBg−1 >= (A,B).

1.2

• 内部自己同形:
g ∈ G によるG からGへ同形写像；

A(g) : G 3 h −→ ghg−1.

とくにA(e) = e.
写像 A(g) の e ∈ G での微分 ( derivation ):

Ad(g) = (A(g)∗)e : G = TeG −→ TeG = G.

• Adjoint 表現：
G 3 g −→ ( Ad(g) : G −→ G) .

Ex.
G がmatrix group( 行列を元とする群）（GL(n, R) の部分群）のとき

Ad(g)X = gXg−1, ∀X ∈ G.

• Coadjoint 表現（この綴りはロシアではKで始まる）

K(g) = Ad∗(g) = (Ad(g−1))∗ ∈ End(G∗). (1)
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K(g) の 無限小表現 (微分表現）K∗(X), X ∈ G, は

< K∗(X)F, Y >=< F,−ad(X)Y >=< F, [Y,X] >, F ∈ G∗, X, Y ∈ G.

• F ∈ G∗ に対して、

BF (X,Y ) =< F, [X,Y ] >, X, Y ∈ G,

とおく．
BF は歪対称双１次形式である :　BF ∈ Λ2G∗．

ker BF = {X ∈ G|BF (X,Y ) = 0, ∀Y ∈ G}
とおく．

coadjoint な作用による安定部分群、安定部分環を

Stab(F ) = {g ∈ G : K(g)F = F},

stab(F ) = {X ∈ G : K∗(X)F = 0}.
で定義する．

• ker BF = stab (F ).

BF (X,Y ) =< F, [X,Y ] >=< F, ad(X)Y >= − < K∗(X)F, Y > . (2)

よりわかる．

• ϕ ∈ Λ2G∗ への g ∈ G の作用は式 (1)と同様に

(K(g)ϕ)(X,Y ) = ϕ(Ad(g−1)X,Ad(g−1)Y ) (3)

で定義される．とくに

(K(g)BF )(X,Y ) = BF (Ad(g−1)X,Ad(g−1)Y ).

これは

(K(g)BF )(X,Y ) = < F, [Ad(g−1)X,Ad(g−1)Y ] >=< F.Ad(g−1)[X,Y ] >

= < K(g)F, [X,Y ] >= BK(g)F (X,Y )

に等しい．
• BF は Stab(F ) 不変である．
上の式より、g ∈ Stab(F ) なら

(K(g)BF )(X,Y ) =< K(g)F, [X,Y ] >=< F, [X.Y ] >= BF (X,Y ).

3



1.3 coadjoint orbit 上の symplectic 構造
G∗ へのG の coadjoint action K(g), g ∈ G, の軌道を coadjoint orbit という．

ΩF = F ∈ G∗ を通る coadjoint orbit = {K(g)F ; g ∈ G} ⊂ G∗.

ΩF の g · F = K(g)F での接空間は

Tg·F ΩF = {K∗(X)(g · F ) ∈ G∗; X ∈ G}.

• coadjoint orbit space ΩF = {K(g)F : g ∈ G} は fiber bundle

G
pF−→ ΩF ' G/Stab(F ), pF (g) = K(g)F

と考えられる.
F における接空間は

0 −→ TeStab(F ) = stab(F ) ↪→ TeG = G (pF )∗−→ TF Ω −→ 0.

TF Ω ' G/stab(F ).

．

定理 1 coadjoint orbit Ω = ΩF 上に２次微分形式 σΩ を

σΩ(K∗(X)F,K∗(Y )F ) = BF (X,Y ) (4)

で定義する．　 σΩ は G 不変、非退化な閉形式である．すなわち (Ω, σΩ) は
symplectic space になる．

X, X ′ ∈ G に対し　K∗(X)F = K∗(X
′)F であれば、式 (2)よりBF (X,Y ) =

BF (X ′, Y ), ∀Y ∈ G. したがって　 σΩ はG 上 well defined で、さらに、X ∈
stab(F ) ならX ∈ ker BF より σΩ はΩF 上でwell defined．

BF が歪対称だから σΩ はΩF 上の２次微分形式である．
σΩ はG 不変：
実際　 g ∈ G の σΩ への作用は式 (3) で定義され、

(K(g) σΩ)F (K∗(X)F,K∗(Y )F ) = (σΩ)F (K∗(Ad(g−1X)F,K∗(Ad(g−1Y )F )

= BF (Ad(g−1X), Ad(g−1Y )) = (K(g)BF )(X,Y )

= BK(g)F (X,Y ) = ( σΩ )K(g)F (K∗(X)F,K∗(Y )F ).

ゆえに (g∗ σΩ)F = ( σΩ )K(g)F .
以上より σΩ はΩF 上のG不変２次微分形式である．
kerBF = stab(F ), より σΩ は非退化．　
d σΩ = 0 を示そう．G 不変なので F ∈ Ω において示せばよい．
ξ, η, ζ ∈ TF Ω すなわち

ξ(F ) = K∗(X)F, η(F ) = K∗(Y ), ζ(F ) = K∗(Z)
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としょう．

dσ(ξ, η, ζ) = ξ σ(η, ζ) + ησ(ζ, ξ) + ζσ(ξ, η)

− σ([ξ, η], ζ) − σ([η, ζ], ξ) − σ([ζ, ξ], η)

だが

σ(η, ζ) =< F, [Y, Z] >, ξ σ(η, ζ) =< K∗(X)F, [y, z] >= − < F, [X, [Y, Z] ] >,

K∗ : G −→ End(G∗) はリー環の表現だから

[ξ, η] = −K∗([X,Y ])F.

これらを代入し Jacobi の恒等式より dσ = 0.

1.4

•　Maurer-Cartan form.
g ∈ G による left translation を

Lg : G 3 h −→ Lgh = gh ∈ G.

その微分を
(Lg)∗,h : ThG −→ TghG

とする．
とくに

θg = (Lg−1)∗,g : TgG −→ TeG = G (5)

が重要である．
X ∈ TgG −→ θg(X) ∈ G

はG 上の G に値をとる１次微分形式 θ と考えられる．
θe = (Le)∗,e = IdG である．
G 上のMaurer-Cartan 1-form θとは, G 上の１次微分形式で θe(X) = X,

∀X ∈ G, を満たすものをいう．
G がmatrices のリー環のときには、行列 g−1 の左からの積

θg(X) = g−1X

になる．このため
θ = g−1dg

と書くことが多い．
θ は左不変である．　　
実際、

(La)
∗
g , T ∗

agG −→ T ∗
g G,

は
< (La)

∗
gF,X >=< F, (La)∗,gX >, F ∈ T ∗

agG, X ∈ TgG.
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で定義されることに注意すると, X ∈ TgG に対して

(La)
∗
g θag (X) = θag ((La)∗,gX) = (L(ag)−1)∗,ag (La)∗,gX

= (Lg−1)∗,g (La−1)∗,ag (La)∗,gX = (Lg−1)∗,gX = θg(X)

• ΩF 上の closed 2-form σの引き戻しとしてG上のG 不変な closed 2-form
　 (pF )∗σ が得られる．

((pF )∗σ)e = BF である．

G が単連結なら　 (pF )∗σ はG 上の exact form になる．G が単連結でなく
てもこれが成り立つことを見よう．

θ をMaurer-Cartan form , F ∈ G∗ としてG 上のR値１次形式

θF = − < F, θ >,

(θF )g(X) = − < F, θg(X) >, X ∈ TgG, g ∈ G

を考える．
•

(pF )∗σ = dθF (6)

なぜなら、X, Y をG 上の left-invariant vector fields とすると、

dθF (X,Y ) = XθF (Y ) − Y θF (X) − θF ( [X,Y ] ) = −θF ( [X,Y ] ) =< F, θ([X,Y ]) >

= < F, [X(e), Y (e)] >= BF (X(e), Y (e)) = (pF )∗(σ)(X,Y ).

1.5 G∗ の symplectic leavesと coadjoint orbits の対応
• Poisson manifolds.

(P, { , } )：Poisson manifold ⇐⇒

1. (C∞(P ), { , } ): Lie algebra.

2. (C∞(P ), { , } ): Differential algebra.

Ex.
Symplectic manifold は Poisson manifold.

{ f, g} は f , g の一階微分 ( 線形部分) にのみ依存して定まる. このことに
注意して次のように定義することもできる．

• (P, c )：Poisson manifold ⇐⇒

∃ c : a bivector fields on P such that [c, c]Schatten = 0 .

二つの定義の関係は：

{f, g}(z) = cz( df(z), dg(z)), f, g ∈ C∞(P ).
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c ∈ Γ(
∧2 T ∗P =

∧
2 TP ), bivector field, とは smooth contravariant anti-

symmetric 2-tensor field のことで、局所座標で

c =
∑
i,j

ci j ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

{xi, xj} = ci j(x) = −cj i(x), {f, g} =
∑
i,j

ci j∂if ∂jg.

上で [ ·, · ]Schatten は Schatten bracket で contravariant anti-symmetric ten-
sor field上定義された Jacobi bracket の拡張 .

Ex.
Symplectic manifold (M,ω) は, c = ω−1 として Poisson manifold(M, c) を

与える.
Ex.
Lie algebra G の構造定数を　 ci j

k ; すなわち基底 T1, T2, · · · , Tm に対して
[Ti, Tj] =

∑
k ci j

k T kとするとき、bivector field

c =
∑
i,j

(
∑

k

ci j
k Xk ) ∂i ∧ ∂j

により (G, c) が Poisson manifold になる．ここにXk は G 上の座標関数．
f, g ∈ C∞(G) に対して

{f, g} =
∑
i,j

(
∑

k

ci j
k Xk ) ∂if ∂jg.

例
G = so(3) ' R3 : ただし

so(3) 3

(
0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

)
←→ x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R3.

構造定数 ci j
k = εi j

k =

{
1, {i, j, k} 偶置換のとき

−1, {i, j, k} 奇置換のとき

で
{f, g} (x) = x · (∇f ×∇g ).

例.
Lie algebra G に対してdual of a Lie algebra G∗ はPoisson manifoldになる．

より一般に
• V を vector space, X1, X2, · · · , Xm を座標関数とし、bivector field

c =
∑
i,j

(
∑

k

ci j
k Xk ) ∂i ∧ ∂j, ci j

k = −cj i
k

が与えられたとき次の二つは同値：
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1. (P, c) は Poisson algebra;

(
∑

k ci j
k Xk = −

∑
k cj i

k Xk は仮定されているので、Jacobi identity 、ま
たは Schatten bracket=0, が満たされるということ．）

2. G = V ∗ は ci j
k を構造定数とするリー代数になる．

proof
(V, { ·, ·} を Poisson manifold とする．f, g ∈ C∞(V ) に対して {f, g} は

V 上の linear function だから {f, g} ∈ V ∗、すなわち V ∗ は { ·, ·} で閉じてい
る．また { ·, ·} は Lie bracket を与えているから V ∗ は (C∞(V ), { ·, ·}) の Lie
subalgebra. 座標関数Xk, k = 1, 2, · · ·, は V 3 X −→ Xk と見て V ∗ の基底と
なり {Xi, Xj} =

∑
k ci,j

k Xk より ci,j
k は G = V ∗ の構造定数．

逆に　 G = V ∗ が ci j
k を構造定数とするリー代数とすると V ∗ の元, すなわ

ち V 上の linear function に対しては Jacobi Identityより

{l1, l2} + {l2, l3} + {l3, l1} = 0

が成り立ち、一般なC∞ 関数に対しては {f, g}が f, g の一階の項（linear part)
にしか依存しないことから {f, g} + {g, h} + {h, f} = 0が成り立つ．ゆえに
(V, { ·, ·} は Poisson algebra.

• (P, { ·, ·} ); Poisson manifold に対して

C∞(P ) 3 H −→ { ·, H}

は微分 ( Leibnitz 則を満たす写像）だから、P 上のベクトル場XH があり

XHF = {F, H}, ∀F. (7)

XH をハミルトンベクトル場という．
C∞(V ), { ·, ·} 3 H −→ XH ∈ V ect(P )はLie algebra anti-homomorphism:

X[H,K] = −[XH , XK ]. (8)

Poisson manifold の２点 z1, z2が同じ symplectic leaf 上にあるとは、
z1, と z2 を結ぶP 内の piecewise smooth curve γ = γ(t) で接ベクトル γ̇ が

Hamilton vector field となっていることをいう．
これは同値関係を与え、z ∈ P と同値な点全体を
• z を通る symplectic leaf Σz という．
有限次元の Poisson manifold は symplectic leaves の disjoint sum になり、

各 leaf Σ は P の部分多様体で、その symplectic 構造は

(ωΣ)z(XF |Σ, XG|Σ) = {F,G}(z)

で与えられる．ここに F, G はΣ のある近傍で定義されたC∞ 関数．
これは、式 (8) よりハミルトンベクトル場全体が可積分条件をみたすこと

と、Frobenius の定理より従う．
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定理 2 Poisson manifold (G∗, { , } )の symplectic leaves全体とG∗ の coadjoint
orbits 全体とは bijective に対応している．

proof
定義より symplectic leafの接ベクトルはハミルトンベクトル場であり、leaf

上の symplectic 構造はPoisson 構造を leaf に制限したものである．また式 (7)
より (G∗, { , } ) の Poisson 構造 に付随したハミルトンベクトル場は

Xf =
∑

i

( ∑
j,k

ci j
k Xk ∂jf

)
∂i

の形をしている．ここに ∂i,i = 1, 2, · · ·, は (G の基底．　したがってX ∈ G∗

を通る symplectic leaf LX の接空間は, X のまわりの局所基底を X1, · · · , Xn,
として、

TXLX = Linear span{
∑
i,k

ci j
k Xk ∂i ; j = 1, 2, · · · }

一方
< K∗(∂i)X, ∂j >=< X, [∂j, ∂i] >=

∑
k

ci j
k Xk

だからK∗(∂i)X =
∑

j,k ci j
k Xk ∂j. ゆえに

TXLX = Linear span{K∗(∂i)X ; i = 1, 2, · · · , n}
= TXΩX .

したがって X を通る symplectic leaf と coadjoint orbit の接空間が一致するか
ら　その積分多様体 LX とΩX は一致する．
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2 coadjoint orbit ⊂ハミルトニアンG space T ∗G

2.1 T ∗G

• ベクトル空間の間の線形写像　 f : V −→ W に対して、その双対線形写
像 (dual map)

f∗ : W ∗ −→ V ∗

は
< f∗b, v > = < b, fv >

で定義される．

• Rg : G 3 h −→ hg ∈ G; 右移動． その微分は

(Rg)∗h : ThG −→ ThgG,

とくに
(Rg−1)∗ g : TgG −→ G.

(Rg−1)∗ g の dual map は

(Rg−1)∗g : G∗ −→ T ∗
g G.

< (Rg−1)∗gF, Ξ > = < F, (Rg−1)∗ gΞ >, Ξ ∈ TgG.

• cotangent bundle T ∗G の自明化 ( trivialization ):

自明化　 T ∗G
'−→ G × G∗ を

(Rg)
∗
e : T ∗

g G
'−→ G∗

を用いて次のようにより与える．
F ∈ G∗ として

(Rg)
∗
e : T ∗

g G 3 (Rg−1)∗gF −→ (Rg)
∗
e (Rg−1)∗gF = F ∈ G∗

となっている．
簡単のため　Fg−1 = (Rg−1)∗gF と書く．Gが行列からなるときはこうなる．
T ∗G

π−→ G の g ∈ G 上の fiber T ∗
g G の点は Fg−1, F ∈ G∗, であった．こ

の対応により（右）自明化は

T ∗G 3 (g, Fg−1 ) −→ (g, F ) ∈ G × G∗

となる．

• 接空間 T (T ∗G) も自明化される．
T ∗G ' G × G∗ より, Fg−1 での T ∗G への接空間は

TFg−1(T ∗G) ' TgG ⊕ G∗ ' G ⊕ G∗.
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ゆえに

T (T ∗G) ' T ∗G × (G ⊕ G∗) ' (G × G∗) × (G ⊕ G∗) (9)

T (T ∗G) 3 (g, Fg−1, (Rg)∗ eX ⊕ F ′g−1 ) −→ ( g, F,X ⊕ F ′ ) ∈ (G × G∗) × (G ⊕ G∗).

• 一般に cotangent bundle T ∗M
π−→ M 上には次のように標準的な１次

形式 θ が定義される：

Tα(T ∗M) 3 v, α ∈ T ∗
παM

としょう．
Tα(T ∗M)

π∗−→ TπαM

による像を π∗v ∈ TπαM とする．v に α(π∗v) を対応させることにより T ∗M
上の１次形式が定義される：

θα(v) = α(π∗v).

以上を cotangent bundle T ∗G に適用して， T ∗G 上の canonical 1-form

θFg−1(v) =< Fg−1 , (Rg)∗ eX >

が定まる．　ここに

v(g) = ((Rg)∗ eX ⊕ F ′g−1 ) ∈ TFg−1(T ∗G), ∀X ∈ G, F ′ ∈ G∗.

あるいは自明化 (9)により v = ( X ⊕ F ′ ) と略記するほうがわかりやすい (v
は right invariant vector field.) この右辺は

< (Rg−1)∗gF , (Rg)∗ eX >=< F, (Rg−1)∗ g (Rg)∗ eX >=< F,X >

だから canonical 1-form θ は, ∀v = ( X ⊕ F ′ ) ∈ (G ⊕ G∗) に対して

θFg−1(v) =< F,X > (10)

で与えられる．
• σ = dθ を T ∗G 上の canonical symplectic form という．

外微分の公式より right invariant vector fields vi, i = 1, 2, に対して

dσ(v1, v2 ) = v1 θ(v2) − v2(θ(v1) − θ([v1,v2]).

定理 3 The canoniccal symplectic form on T ∗Gを trivialization T ∗G ' G×G∗

によりG × G∗ 上の形式として書くと次のようになる．

σ(g, F ) (X1 ⊕ F1, X2 ⊕ F2)

= < F1, X2 > − < F2, X1 > − < F, [X1, X2] >, (11)
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Proof
上の外微分の公式で right invariant vector field vi を (e, 0) ∈ G × G∗ を

initial value
vi(e, 0) = Xi ⊕ Fi

により定め，(g, Fg−1) ∈ T ∗G での σ の値を計算するかわりに (e, 0) ですなわ
ち自明化 G ⊕G∗ において計算する．Lie algebra T(e,0)(T

∗G) = G ⊕G∗ の構造
がわからねばならない．次の節でそれを述べる．その結果によれば

[v1,v2]((e.0)) = ([X1, X2], K∗(X1)F2 − K∗(X2)F1)

となる．式 (10)より

v1θ(v2) ((g, g−1F )) = v1( < F,X2 >)

= lim
t−→0

1

t
(< F + tF1, X2 > − < F, X2 >) =< F1, X2 > .

同様に
v2θ(v1) ((g, F )) =< F2, X1 > .

また
θ(g,F )( [v1,v2] ) = < F, [X1, X2] >

以上を外微分の公式に代入して定理３が証明される．

2.2 Lie group T ∗G と Lie algebraG ⊕ G∗

T ∗G の自明化 T ∗G ' G× G∗ を見た．ここに LIe 群の構造を定義しょう．Lie
群Gの vector space G∗ への表現K : G −→ End(G∗)による abelian extension
を定義する．

G × G∗ に次の積を定義する．

(g1, F1) · (g2, F2) = ( g1g2 , K(g−1
2 )F1 + F2 ). (12)

この積によりG × G∗ はリー群になる．

(g, F )−1 = (g−1,−K(g)F ).

G 3 g −→ (g, 0) ∈ G × G∗

G∗ −→ (e, F ) ∈ G × G∗

により　G, G∗ は部分群になる．
T ∗G 3 Fg−1 と (g.0) · (e, F ) = (g, F ) ∈ G×G∗ により　これまでの記法と

両立する (逆準同形になってはいるが）．
• Lie( G × G∗) ．
γ(t) ⊂ G × G∗ を

γ̇(0) = (X,F ) ∈ G ⊕ G∗, γ(0) = (e.0)

12



なる曲線　 γ(t) = (etX , tF ) とすると、

[ (X,F ) , (Y,G) ]G⊕G∗ =
d

dt
|t=0

d

ds
|s=0(e

sX , sF )(etY , tY )(esX , sF )−1(etY , tG)−1

=

(
[X,Y ],

d

ds
|s=0 K(esX)G − d

dt
|t=0 K(etY )F

)
= ([X,Y ], K∗(X)G − K∗(Y )F )

2.3 Symplectic reduction

• 多様体M に Lie 群G が作用しているとき ξ ∈ G = LieG による infinites-
imal generator とは

ξM(m) =
d

dt
|t=0 (exp tξ ) m

なるM 上のベクトル場 ξM のことである．
G 3 ξ −→ ξM ∈ V ect(M) は Lie algebra anti-homomorphism なる：

([ξ, η])M = − [ξM , ηM ].

symplectic 多様体 (M,ω) に Lie 群G が symplectic に作用するとする：
すなわち

g∗ω = ω, ∀g ∈ G.

が満たされる．

関数 f ∈ C∞(M) に対するハミルトンベクトル場 Xf ; ( Kirillov text では
symplectic gradient s; grad f )、とは

ωm( ·, Xf ) = dfm(·)

ωm( ·, s grad f ) = dfm(·) (13)

を満たすベクトル場 Xf = s grad f のことをいう．

• ξ ∈ G に対する infinitesimal generator ξM が, ある jξ ∈ C∞(M) のハ
ミルトンベクトル場になり、すなわち

ωm( ·, ξM ) = djξ
m(·)

となり, 対応 ξ −→ jξ ∈ C∞(M) が Lie alg. homo. となるとき；すなわち

j[ξ,η] = { jξ , jη }

が成り立つとき、
G の (M,ω) への作用はハミルトン作用であるという．ここに

{f, g} = ω(Xf , Xg) = Xg(f)

13



は Poisson bracket である．
このとき写像

J : M 3 m −→ (ξ −→ ξ(m) ) ∈ G∗ (14)

をG の symplectic 作用の moment map という．

例. G = O(3)は symplectic manifold ( M = T ∗R3 ' R6, ω =
∑

dpi ∧ dqi )
に symplectic に作用する.　　このmoment map を求める．

E3 =

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)
∈ o(3) = G.

exp tE3 ·
(

q
p

)
=


cos t − sin t 0 0 0 0
sin t cos t 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos t − sin t 0
0 0 0 sin t cos t 0
0 0 0 0 0 1


(

q
p

)
.

ゆえに

(E3)M =
d

dt
exp tE3 = −q2

∂

∂q1

+ q1
∂

∂q2

− p2
∂

∂p1

+ p1
∂

∂p2

.

これをハミルトンベクトル場とするハミルトニアンは canonical 1-form θ を
使って容易に求まり

θ((E3)M) = −p1q2 + p2q1 = M3.

実際
ω(·, (E3)M ) = ( dθ )(·, (E3)M ) = d(−p1q2 + p2q1).

E1, E2 の infinitesimal 作用に対しても同様で, 結局
ξ =

∑
ciEi ∈ G の作用での jξ は

jξ =
∑

ciMi.

ここに

M =

(
M1

M2

M3

)
=

(
q1

q2

q3

)
×

(
p1

p2

p3

)
は角運動量ベクトル．モーメント写像は

J(q, p) =
(
ξ =

∑
ciEi −→

∑
ci Mi

)
.

すなわち角運動量ベクトル ( = 物理のテキストの moment map)

J = (M1,M2,M3) = M

14



にほかならない．

• moment map
J : M −→ G∗

により値 F ∈ G∗ を取る点の全体 J−1(F ) ⊂ M にもG は symplecticに作用し
ている．この作用が free なら商空間

J−1(F )/G

は多様体となり symplectic構造が induceされる．　 J−1(F )/G をG のM へ
の作用による symplectic reduction という．

2.4 coadjoint orbit ＝ T ∗Gの symplectic reduction　
T ∗G へのG の左作用、右作用、両側作用のそれぞれについてモーメント写像
を計算し、それらの symplectic reductionが coadjoint orbitになることを示す．
計算は自明化

T ∗G ' G × G∗

により行う．
• G 上の右作用による基本ベクトル場：
ξ ∈ G によるG上の基本ベクトル場は

ξL(g) =
d

dt
|t=0( g · exp tξ) = (Lg)∗ξ

でこれは左不変なベクトル場である: ξL(e) = ξ.

• G 上の左作用による基本ベクトル場：
ξ ∈ G によるG上の基本ベクトル場は

ξR(g) =
d

dt
|t=0( exp tξ · g) = (Rg)∗ξ

でこれは右不変なベクトル場である: ξR(e) = ξ.

注Maurer-Cartan form θg = (Lg−1)∗ g に対して

θg(ξL(g)) = ξ, θg(ξR(g)) = Adg−1ξ.

• T ∗G ' G × G∗ に持ち上げ．

右作用、左作用の持ち上げは両側作用の持ち上げの特別な場合なので両側
作用をしらべる．

両側作用 (G × G) × T ∗G −→ T ∗G を

trivialization T ∗G
Id×(Lg)∗e '−−−−−−−→ G × G∗ を用いて

両側作用 (G × G) × (G × G∗) −→ G × G∗

として定義する.
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それは
(g1, g2) · (h, F ) = ( g1hg−1

2 , K(g2)F )

で与えられる．
したがって　左作用は

g · (h, F ) = (gh, F )

右作用は
(h, F ) · g = (hg−1, K(g)F ).

• T ∗G ' G × G∗ 上の infinitesimal left shift の基本ベクトル場：

ξ ∈ G に対して （自明化 G ⊕ G∗ 上のベクトル場として）、

ξT ∗G
R ( (g, F )) =

d

dt
|t=0( exp tξ, e) · (g, F ) =

d

dt
|t=0 (exp tξ g, F )

= (ξR(g), 0).

ここで自明化 (Rg−1)∗ g : TgG −→ G により ξR(g)ξ = (Rg)∗ gξ ∈ TgG は
(Rg−1)∗ g (Rg)∗ gξ = ξ に移ることに注意すると、

ξT ∗G
R ( (g, F )) = ( ξ, 0 ).

• T ∗G ' G × G∗ 上の infinitesimal right shift の基本ベクトル場：

ξ ∈ G に対して

ξT ∗G
L ( (g, F )) =

d

dt
|t=0 (g, F ) · exp tξ =

d

dt
|t=0 (g · exp(−tξ) , K(exp tξ)F )

= (− ξL(g), K∗(ξ)F ) .

ここで自明化 (Rg−1)∗ g : TgG −→ G により− ξL(g)ξ = − (Lg)∗ gξ ∈ TgG は
− (Rg−1)∗ g (Lg)∗ gξ = Adg−1ξ に移ることに注意すると、

ξT ∗G
L ( (g, F )) = ( Adg−1ξ, K∗(ξ)F ).

T ∗G への作用のモーメント写像は以下のように求める．

• 左推移作用のモーメント写像: JR((g, F )) = F .

これを確かめよう．< JR((g, F )), ξ >= < F, ξ >, ξ ∈ G, のハミルトンベ
クトル場が ( 自明化 G ⊕ G∗ で ξT ∗G

R に対応した) ( ξ, 0) と一致するといえば
よい．

< F, ξ > の外微分はG 上の接ベクトル方向と G∗ 方向とにするので、

( d < F, ξ > )(g,F )(X1 ⊕ F1) = < ·, ξ > の F における F1方向微分− < F, LX1ξ >

= < F1, ξ > − < F, [X1, ξ] > .
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σ(g,F )(X1 ⊕ F1, ξ ⊕ 0) ) = < F1, ξ > − < F, [X1, ξ] > .

これらの右辺はたしかに一致する:

(d < F, ξ > )(g,F ) = σ(g,F )( · , ξ ⊕ 0) )

から< F, ξ > のハミルトンベクトル場は ξR.

• 右推移作用のモーメント写像: JL((g, F )) = K(g)F .

これを確かめよう．< JL((g, F )), ξ >= < K(g)F, ξ >, ξ ∈ G,のハミルトン
ベクトル場がξT ∗G

L と一致するといえばよい．ξT ∗G
L ( (g, F )) = ( Adg−1ξ, K∗(ξ)F )

であった．

σ(g,F )(X1⊕F1, Adg−1ξ⊕K∗(ξ)F ) ) = < F1, Adg−1ξ > − < K∗(ξ)F, X1 > − < F, [X1, Adg−1ξ] > .

また

d < K(g)F, ξ >(g,F ) (X1⊕F1) = < K(g)F1, ξ > + < K∗(X1)F, ξ > + < F, [Adg−1ξ,X1] >

第３項についてよく理解してないが< K(g)F, ξ >(g,F ) の g についての微
分において, K(g) の g におけるX1 方向微分< K∗(X1)F, ξ >,（第２項) , と，
写像 < K(g)F, ξ > ( · , F ) のX1 方向微分

lim
t−→0

1

t
(< K(g)F, ξ > (g + tX1, F )− < K(g)F, ξ > (g, F )) = LX1(< F,Adg−1ξ >) =< F, [Adg−1ξ,X1] >

の二つの寄与から こうなるのだろう．
第１項：< K(g)F1, ξ >=< F,Adg−1ξ > は定義より．
第２項：< K∗(ξ)F, X1 >=< F, [X1, ξ] >= − < K∗(X1)F, ξ >.
であるから

d < K(g)F, ξ >(g,F ) (X1 ⊕ F1) = σ(g,F )(X1 ⊕ F1, Adg−1ξ ⊕ K∗(ξ)F ) ),

補題 4 G × G の T ∗G への両側作用によるモーメント写像は

J : G×G∗ 3 (g, F ) −→ {G⊕G 3 (ξ⊕η) −→< F, ξ > + < K(g)F, η >} ∈ G∗.

以上の計算よりG の作用による T ∗G の symplectic reduction　は次の
ようになる．

1. G の T ∗G への左作用による symplectic reduction :

J((g, F )) = F より J−1(F ) = G × {F} ∈ G × G∗ だから

J−1(F )/Stab(F ) = G × {F}/Stab(F ) = G/Stab(F ) ' ΩF .

2. G の T ∗G への右作用による symplectic reduction:

J((g, F )) = K(g)F より

J−1(ΩF ) = {(g, F ) ∈ G × G∗; K(g)F ∈ ΩF} = G × ΩF .

また右作用は (f, F )g = (fg−1, K(g)F )だったから Stab(F ) = G×{F} '
G. ゆえに

J−1(F )/Stab(F ) = G × ΩF /G ' ΩF .

どちらの場合も symplectic reduction は F を通る coadjoint orbit である．
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3 Pre-quantization

3.1 幾何的準量子化
次の命題は良く知られていると思う、と　どのテキストにも書いてあり始めて
学ぶ人は大変困ると思う．

• 定理
G を simply connected Lie group とするとき、次は同値である：

1. Ω ⊂ G∗ は整数的 ( integral )である：Ω の任意の 2-cycle C に対して∫
C

σ ∈ Z.

2. ∃ a G-equivariant hermitian line bundle with connection;

( L, ∇ )

such that
F∇ = 2πiσ,

F∇ は∇ の曲率．

3. 各 F ∈ Ω に対して connnected Lie group Stab0(F ) の１次元 unitary表
現 χ で

χ( exp X) = e2πi<F,X>

で与えられるものがある．

Ω 上の line bundle L があると、開披覆Uα とL のUα上の自明化を与える
non-vanishing section sα が存在して、cα β = sβ (sα)−1 は cocycle condition

cα βcβ γcγ α = 1 (15)

を満たすので c1(L) = [cα β] ∈ H1(Ω, C∗) が定まる ( 1st Chern class of L). L
の任意の section s は,

fβ = cβ αfα, on Uα ∩ Uβ

を満たす cochain {fα}α ∈ C∞({Uα}, C) により s|Uα = fα sα として定まる．
exp−exact 列

0 −→ 2πiZ −→ CΩ

exp−→ C∗
Ω −→ 0

より H1(Ω, C∗) ' H2(Ω, 2πiZ) この同形による c1(L) を表す 2πiZ 値 Cech
cocycle は ( 式 (15)より)次のように定まる：

log cα β の Uα β 上の枝をとり

cα β γ = log cα β + log cβ γ + log cγ α ∈ Z2({Uα}α, 2πiZ)
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とおけば、c1(L) = [cα β γ ] ∈ H2(Ω, 2πiZ). こうして Ω 上の C∞ complex
line bundles の isomorphism class とその Chern 類全体 ∈ H2(Ω, 2πiZ) とは
bijective に対応する（実は群同型）．
すべての complex line bundle ( over a paracompact space ) は hermitian

metric を持つことがわかっている：H1(M, C∗) ' H1(M, U(1)).
L 上の connection ∇ より {Uα}α 上の 1次微分形式の族

∇|Uα sα = θ′α,

が定まり，
θ′β = θ′α + c−1

α βdcα β

を満たす．逆にこの関係を満たす 1次微分形式の族 {θ′α}α により

∇ s|Uα = ∇|Uα(
∑

fαsα) = dfα ⊗ sα + fα θ′α ⊗ sα

により L 上の connection ∇ が定まる．この connection の curvature は

Θ = d θ′α

によりΩ 上で globalに与えられる：　　Θ ∈ Γ(Ω, Λ2T ∗Ω).

d Θ = 0 Bianchi.

さて、L の hermitian metric を取り、non-vanishing section sα を (sα, sα) = 1
と normalize する．connection が hermitian metric と compatible;

d(s, s) = (s,∇s) + (∇s, s),

である条件は θ′α = −θ′α, すなわち θ′α は純虚数１次形式ととれるので、書き直
して実１次形式 θα を取り、 θ′α = 2πiθαをL の connectionとする．このとき、
[Θ = 2πi dθα] ∈ H2(Ω, 2πiR) だが、さらに次がわかる．

De Rham cohomology とCech cohomology の同型対応

H2
DR(Ω, C) ' H2

Cech({Uα}, C)

において、[Θ] ∈ H2(Ω, C) に対応するCech-cocycleは

Θ = dθ′α,

θ′β − θ′α = d log cα β,

cα β γ = log cα β + log cβ γ + log cγ α

なる列をたどって（cα β が line bundle に対応していようがいまいが)

[cα β γ ] ∈ H2
Cech({Uα}, C).

で与えられる．　いまは cα β が line bundle の推移関数であるから,　上に
見たように [cα β γ ] ∈ H2(Ω, 2πiZ) である. したがって [Θ] ∈ H2(Ω, C) は

19



H2(Ω, 2πiZ) −→ H2(Ω, C)の imageに入っていることがわかる; [Θ] ∈ H2(Ω, 2πiZ)
．

Θ = F∇ = 2πiσ が満たされていれば [σ] ∈ H2(Ω,Z) すなわち σ は整数的
である．
逆に [σ] ∈ H2(Ω, C) が整数的、すなわちH2(Ω, Z) −→ H2(Ω, C) の image

に入っていれば、対応する Cech cycle について [cα β γ ] ∈ H2(Ω, 2πiZ). した
がって cα β が cocycle condition (15) を満たし a complex line bundle の推移
関数となる．以上が (1) ⇐⇒ (2) の ( よく知られていると思う）説明・証明で
ある．

(3) ⇐= (1)
Stab(F ) の単位元の connected component を Stab0(F ) とし可換群 A =

Stab0(F )/[Stab0(F ), Stab0(F )] を考える．g = exp X ∈ A, X ∈ stab(F ), と書
ける．

A 3 exp X −→ e2πi<F,X> ∈ U(1) (16)

は well defined である．実際、stab(F ) = kerBF , BF (X,Y ) =< F, [X,Y ] >,
であったから, exp [X,Y ] ∈ [Stab0(F ), Stab0(F )], X,Y ∈ stab(F ), に対して

χ(exp [X,Y ]) = e2πi<F,[X,Y ]> = 1.

となり、写像 χ は定義される．U(1) 値として定義されることを云うには、可
換群 A のアーベル分解 A ' Tk × Rl により, k 次元格子 Λ = exp−1(e) ⊂ Tk

上で < F,X > が整数値をとればよい．X ∈ Λ とし区間 [0, X] ⊂ stab(F ) の
像である Stab0(F ) 内の曲線を γ = (gt = exp tX) とする．γ は Stab0(F ) 内の
閉曲線 (g0 = g1 = e)である．　G のMaurer-Cartan form θF = g−1dg に対し
て、θF =< F, θ > はG 上の１次微分形式で

p∗F σ = d θF ,

ただし、pF : G −→ ΩF、であった ( 1.4 )．∫
γ

θF =

∫
γ

< F, θ >=

∫ 1

0

< F, θgt(ġt) > dt

θgt(ġt) = Xだから

=

∫ 1

0

< F,X > dt =< F,X > .

一方G は単連結なので γ はある面∆ の境界である．
[ ホモトピー完全列

0 = π1(G) −→ π1(Stab(F )) −→ π2(Ω) −→ π2(G) = 0

より
γ ∈ π1(Stab(F ))

'−→ pF (∆) ∈ π2(Ω)

と対応している．] ∫
γ

θF =

∫
∆

dθ =

∫
pF (∆)

σ ∈ Z

ゆえに k 次元格子Λ = exp−1(e) ⊂ Tk 上で < F,X > は整数値をとる．
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3.2 Polarization

Symplectic 多様体 (M,σ) の real Polarization とは接空間の可積分な部分多様
体 P ⊂ TM で各 fiber Pm が symplectic space TmM 内のmaximally isotropic
subspaceとなっている ( σm(X,Y ) = 0, ∀X,Y ∈ Pm)となるもののことである．

P : integrable ⇐⇒ M は leaves の disjoint union ( foliation )で, 各点
m ∈ M 　　　　　　　　　　　　でmを通る leaf への接空間が P (m) と一
致する．

V ectP (M):= ∀m ∈ M に対してX(m) ∈ Pm なるベクトル場全体．
ΩP (M):= ω(ξ1, · · · , ξk) = 0 , ξ ∈ V ectP (M), i = 1, 2, · · · , k となる 1-form

全体．
と置く.

Frobenius Integrability Criterion.

1. P ⊂ TM は可積分．

2. V ectP (M) は V ect(M) の Lie subalgebra.

3. ΩP (M) がΩ(M) の differential ideal:

αp ∧ ωk(ξ1, · · · , ξp+k) = 0, ξ ∈ V ectP (M),

α ∈ Ωp(M), ω ∈ Ωk
P (M)}.

4. この条件の下にM −→ B, B = {theleaves = Lagrangean submanifolds
of M }.

————–

C∞
P (M) = {f ∈ C∞(M) : ξ f = 0∀ξ ∈ V ectP (M)}.

• P ⊂ M ; 1
2
dim M = dim P とする．このとき

P ; Polarization ⇐⇒ C∞
P (M) : maximal abelian subalgebra of (C∞(M), { , }).

なぜなら、　 f ∈ C∞
P (M) とすると df ∈ ΩP (M). したがって

σm(s grad f, Y ) = df(m)(Y ) = 0, ∀Y ∈ V ectP (M).

すなわち s grad f は σ-orthogonal to P . P は polarization で σ-orthogonal to
P な部分空間のなかでmaximal だから s grad f ∈ P . ゆえに

{f1, f2} = σ(s grad f1, s grad f2) = (s grad f1)(f2) = 0.

C∞
P (M) は abelian subalgebra of C∞(M).
さらに (s grad f)g = 0, ∀g ∈ C∞

P (M)とするとmaximalityよりs grad f(m) ∈
P (m)ゆえ　 ∀g に対し、s grad g(f) = 0 (f は fiber に沿って constant. で
f ∈ C∞

P (M). 以上よりC∞
P (M) はmaximal abelian subalgebra.

逆も同様で {s grad f ; f ∈ C∞
P (M)} が TM の isotropic subspace を張るこ

とからわかる．

• subalgebra H ⊂ G が admissible real algebraic polarization of F ∈ G∗

とは
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1. F |[H,H] = 0.

2. H 3 X −→< F,X > がH の１次元表現.

3. codimGH = 1
2
rankBF . これよりH はmaximal で dimH = 1

2
(dimG +

rankG).

4. H は Stab(F ) の作用で不変

X ∈ stab(F ) なら 0 =< K∗(X), Y >=< F, [Y,X] > より stab(F ) はH の
Lie subalgebara. したがって Stab0(F ) 3 g の coadjoint actionK(g) によりH
は不変はわかっているので、最後の条件はHがさらに Stab(F ) の作用で不変
を云う．

real G-invariant polarizations always exist for nilpotent and completely
solvable Lie algebras. と書いてある．また　G = SU(2) には su(2) の２次元
subalgebraがないので polarizationがない．

G
pF−→ Ω の微分を G pF ∗−→ TF Ω とする．

定理 5 G invariant real polarization: P ⊂ TΩ の全体と
admissible real algebraic polarization: H = (pF )−1

∗ (PF ) の全体
とは bijectiveに対応している．

補題 6 M = G/K を等質空間とする．

1. G-invariant subbundles P ⊂ TM 全体と

K−invariant subspaces H で Lie(K) ⊂ H ⊂ G なるもの全体
とは bijectiveに対応している．

2.
P : integrable ⇐⇒ H : subalgebra.

(a)
G-invariant subbundle P ⊂ TM が与えられたとしょう．P の持ち上げ；

G-invariant subbundle Q ⊂ TG, を次のようにつくる．
m0 ∈ M をとり projection G

p−→ M を p(g) = g · m0 で定義．　 p∗ g を
g ∈ G における微分写像とし

Qg ⊂ p−1
∗ g (Pg·m0)

により subbundle Q ⊂ TM を定義する．次の図式は可換：

Qe = H −→ G (Lg)∗ e−−−−→ TgG ←− Qg

p∗ e ↓ p∗ e ↓ ↓ p∗ g ↓ p∗ g

Pm0 −→ Tm0M
(g·)∗ m0−−−−→ Tg·m0 ←− Pg·m0

Qe = H とおけば ker p∗ e = Lie(K) ⊂ H ⊂ G である．Q ⊂ TG の
left-invariant subbundle.
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逆に、Lie(K) ⊂ H = Q(e) ⊂ TeG = G なる left-invariant subbundle
Q ⊂ TG が与えられたとして、g · m0 ∈ M における fiber Pg·m0 = p∗ gQg とす
る G-invariant subbundle P ⊂ TM がつくれる．

(b)
G-invariant subbundle P ⊂ TM はG-invariant vector fields X̃ = (Lg)∗ eX,

X ∈ p−1
∗ e (Pm0) = H, で生成される．P が integrable だから Frobenius より

V ectP (M) は Lie subalgebra. すなわちH は G = TeG の Lie subalgebra. 逆も
また正しい．
定理の証明
P ⊂ TΩ に対して Qg = (pF )−1

∗ g (PK(g)F ) , H = Qe = (pF )−1
∗ (PF ), とおく

（　m0 = F , M = Ω,　 p = pF と対応)．(pF )∗e(σ) = BF であった, 式 (4) ．し
たがって PF が σ に関してmaximally isotropic であることとH がBF に関し
てmaximally isotropicであることと同値．定理は補題６よりしたがう．
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