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概要
向き付けられた４次元リーマン多様体 (X4, g)の曲率テンソルΩは次の

分解をもつ。

Ω =

(
W+ 0

0 W−

)
+

(
0 B

B∗ 0

)
−




τ

12
I 0

0
τ

12
I




ここで τ はスカラー曲率、W±はWeyl共形曲率の２成分、BはΩにおけ
るそれら以外の部分である。W− = 0であるとき (X4, g)は self-dualであ
るという。self-dualityは共形構造によって定まる性質である。（向き付け
を仮定しない４次元リーマン多様体の場合は共形構造と向き付けによっ
て定まる性質である。）
　さて、上で (X4, g)に関する self-dualityの概念を定義したが、次のよ
うにX4上の任意の束 P の接続に関しても self-dualityの概念が定義され
る。束 P の接続はその曲率ΩがHodge ∗-operatorに関して ∗Ω = Ωを満
たすときに、self-dualであるという。
　ところでX4上の主 SO(3)束 Λ2

+(or Λ2−)には gから誘導される接続が
あり、X4上のスピン束 V+(or V−)（構造群：SU(2)、ファイバー：C2）に
も gから誘導される接続があるが、so(3) ∼= su(2)であるため両者の self-

dualityは一致している。しかもΛ2
+の induced connectionが、即ちV+の

induced connectionが self-dualであることと、(X4, g)が Einstein space
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であることとは同値であることがわかる。([5]の 6章§3を参照)

　もう少し詳しく述べると、Λ2
+の induced connectionの曲率Ω+は

Ω+ = (W+) + (B∗)− (
τ

12
I) ∈ Γ(Λ2 ⊗ Λ2

+)

なる分解をもち、

W+ − τ

12
I ∈ Γ(Λ2

+ ⊗ Λ2
+) , B∗ ∈ Γ(Λ2− ⊗ Λ2

+)

ゆえ induced connectionの self-dualityは B = 0で特徴付けられ、これ
が gのEinstein条件に他ならないという訳である。同様にΛ2−の induced

connectionの曲率Ω−は

Ω− = (W−) + (B)− (
τ

12
I) ∈ Γ(Λ2 ⊗ Λ2−)

なる分解をもち、X4上の主 SO(4)束の induced connectionの曲率 Ωは
Ω = Ω+ + Ω−と考えられることから、(X4, g)の Levi-Civita接続が self-

dualであることは、(X4, g)が self-dual Einstein spaceであってスカラー
曲率 τ = 0であることと同値である。
　前置きが長くなってしまったが、本論文では向き付けられた４次元リー
マン多様体 (X4, g)における上記２つの self-dualityの概念に関わる２つ
の定理について説明する。
　１つ目はX4上の反自己双対スピノルの射影束P (V−)の（標準的な）概
複素構造が積分可能であることとX4が self-dualであることとが同値で
あるという定理。ここで、P (V−)とは V−のファイバーC2を射影化した
P 1(C)をファイバーとしてもつファイバー束のことである。
　２つ目はある条件を満たすX4上の主G束 P に関する自己双対接続の
モジュライ空間が多様体になるという定理。
　１つ目の定理の証明はA-H-S(Atiyah,Hitchin,Singer)の論文「Self-duality

in four-dimensional Riemannian geometry」の証明の流れに従い、２つ目
の定理の証明は、指数定理を用いてモジュライ空間の次元を計算する部
分は「接続の微分幾何とゲージ理論」（小林昭七著）を参考にし、A-H-S

complexの０次と２次のコホモロジーが定理の仮定の下で消えることにつ
いてと、モジュライ空間に多様体の構造を入れる部分については、A-H-S

の論文の Friedrichによる解説書である「Self-dual Riemannian geometry

and instantons」の中の「Self-duality of Riemannian manifolds and con-

nections」という章での証明の流れに従った。

2



1 積分可能性に関わる話
主束において、その上の１つの接続に関する水平部分空間が積分可能
であることは、接続の曲率が消えることで特徴付けられる。（[5]の p.67～
68参照）対応するベクトル束の言葉で表現するならば、上記接続に対応
するベクトル束の共変微分∇に関して、微分方程式∇s = 0の解たちから
なる局所基底が存在することであるともいえる。（[5]の p.47 問題 2.1）こ
うしたことを発想の原点として、本節では少しだけ話を一般化して、ベク
トル束E上の一般の１階線形微分作用素Dに関して、微分方程式Ds = 0

の解たちと、Dに関わるあるベクトル束の積分可能性、Eの接続の曲率
との絡み、を考察していく。次節では本節の結果をもとに、向き付けら
れた４次元リーマン多様体Xの自己双対性と、反自己双対スピノルの射
影バンドル P (V−)上の概複素構造の積分可能性との同値性を見る。この
事実はP (V−)の複素構造がXの共形構造にのみ依存していることを示し
てもいる。さて、それではしばらくは、本節の主命題を得るための準備
をしていくことにする。

Eを多様体X上の実ベクトル束とする。Eの切断 s ∈ Γ(E)は dual束
E∗上の関数を次のように dualityで定義する。

s∨(εx) := 〈s(x), εx〉

これにより E∗\0上の 1-form ds∨も定義される。局所的には、Eの局所
基底 (e1, · · · , en)とその dual基底 (ε1, · · · , εn)をとると、E∗は

(λ1, · · · , λn, x1, · · · , xm) 7→ Σλiεi(x) ∈ E∗

で parametrizeされて、s = Σfieiとおけば、

s∨(λ1, · · · , λn, x1, · · · , xm) = Σλifi(x)

そして

ds∨ = Σdλifi + Σλidfi

となる。
さてここで、D : Γ(E) −→ Γ(F )を１階線形微分作用素とし、ベクト
ル空間

Ix := {D(s)x; s ∈ {xの周りの全ての局所切断 }} ⊂ Fx
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を定義しておく。ここでDに constant rankの条件（x ∈ X に依らずに
dimIxが一定であること）を仮定しておけば、E∗\0上に次に定義する部
分束 V (D) ⊂ T ∗(E∗\0)が定義される。ここに V (D)の εx ∈ E∗

xでのファ
イバーは

V (D)εx := {(ds∨)εx ; D(s)x = 0, s ∈ {xの周りの全ての局所切断 }}
なるベクトル空間である。Dの constant rank条件はV (D)がT ∗(E∗\0)の
部分束になることを保証するものであるが、それを理解するために V (D)

をジェットバンドルの言葉で表し直してみよう。
そのためにまずここで、Eの kジェットバンドル Jk(E)なるベクトル束

について復習しておく。（実際はこれから必要なのは k = 1の場合のみで
ある）

Jk(E) :=
⋃
x∈X

Jk(E)x

であり、Jk(E)xは s ∈ Γ(E)の次の同値関係（～）による同値類全体のな
すベクトル空間である。
～ : k次以下の xにおける（座標近傍をとって考える）微分係数が全て
等しければ同値とするような Γ(E)における同値関係

J1(E)の元を s = Σfiei ∈ Γ(E)を用いて j1(s)と書き、1ジェットと呼
ぶことにするが、これがどのようなものなのかは局所的に次のような同
一視をしておくと捉えやすい。

J1(E)x
∼= {x} ×Rn(m+1)

j1(s)(x) ←→
(f1(x), · · · , fn(x),

∂f1

∂x1

(x), · · · ,
∂fn

∂x1

(x), · · · ,
∂f1

∂xm

(x), · · · ,
∂fn

∂xm

(x))

また、次の可換図式によりE∗上のベクトル束 p∗J1(E)が定義されるが、

p∗J1(E) −−−→ J1(E)y
yπ

E∗ p−−−→ X

その任意の元は (εx = Σλiεi(x) , j1(s)(x))なる形であることに注意する
と、先に現れた

(ds∨)εx =
n∑

i=1

fi(x)dλi +
m∑

i=1

(
n∑

j=1

∂fj

∂xi

(x)λj)dxi
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により bundle homomorphism V : p∗J1(E) −→ T ∗E∗が定義されたと思
うこともできる。つまりE∗の各点 εxのファイバー上で V は

V (εx , j1(s)(x)) = (ds∨)εx

で定義されている。最も簡単に表すならば

V (p∗j1(s)) = ds∨

で定義されている bundle homomorphismといえるのである。
さてここで J1(E)なるベクトル束についてもう少し復習しておこう。

J1(E)から J0(E) ∼= Eの上への bundle homomorphism π0
1なるmapが

存在するが、これは局所的には

J1(E)x −→ J0(E)x
∼= Ex

(f1(x), · · · , fn(x),
∂f1

∂x1

(x), · · · ,
∂fn

∂x1

(x), · · · ,
∂f1

∂xm

(x), · · · ,
∂fn

∂xm

(x))

7−→ (f1(x), · · · , fn(x))

で定義される。（きちんと bundle homomorphismとして定まっているこ
とは [9]の p.196～197参照）
また、Kerπ0

1は

(0, · · · , 0,
∂f1

∂x1

(x), · · · ,
∂fn

∂x1

(x), · · · · · · ,
∂f1

∂xm

(x), · · · ,
∂fn

∂xm

(x))

なる形の元全体からなる J1(E)の部分束に他ならない。[9]の p.198によ
ればKerπ0

1(⊂ J1(E))とE ⊗ S1(Λ1) = E ⊗ Λ1は変換関数が同じである
ことがわかり、同型である。よって以後E ⊗Λ1 ⊂ J1(E)などと記す。要
は局所的に次のように捉えておけばよい。

J1(E)x
∼= Ex ⊕ (E ⊗ Λ1)x

∼= Rn ⊕Rnm

j1(s)(x) ∼= (Σfiei, Σej ⊗ dfj) ∼=
(f1(x), · · · , fn(x),

∂f1

∂x1

(x), · · · ,
∂fn

∂x1

(x), · · · ,
∂f1

∂xm

(x), · · · ,
∂fn

∂xm

(x))

これらを踏まえると、先の V を p∗(E ⊗Λ1) ⊂ p∗J1(E)へ制限させて考え
ると

V (p∗(Σei ⊗ dfi)εx) = Σλidfi (= Σ〈ei, εx〉dfi)
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であるから、V は p∗(E ⊗ Λ1)上では eiを λiに書き換えるmapと思って
よいわけである。
さてここで、k階線形微分作用素と kジェットに関する次の命題がある

ことに注意する。

Proposition 1.1

Φ ∈ D(E, F )が k階線形微分作用素
⇐⇒ (∀x ∈ X)(jk(s)(x) = 0 =⇒ Φ(s)(x) = 0) （[9]の p.206 ）

上記命題によりD ∈ D1(E,F )を任意の 1階線形微分作用素とすると、次
の図式を可換にするような線形写像D : J1(E)x −→ Fxがただ一つ存在
する。

J1(E)x

PPPPPqj1
x ³³³³³1

D

Γ(E) - Γ(F ) - Fx
D evx

ここに、evxは τ ∈ Γ(F )に τ(x) ∈ Fxを対応させる写像であり、j1
xは

s ∈ Γ(E)に j1(s)(x) ∈ J1(E)xを対応させる写像である。
Dが bundle homomorphism D : J1(E) −→ F を定めていることは明らか
である。

さてここで、ベクトル束に関して基本的な命題を復習しておくことにする。

Proposition 1.2

φをEからF への bundle homomorphismであるとする。各点 x0 ∈ Xに
対してある近傍 V (x0)が存在して、x ∈ V (x0)ならば rankφx ≡ constが
成り立つとする。そのとき
(1) Imφは F の部分束,

(2) KerφはEの部分束
となる。（[9]の p.106～107 ）

というものである。ゆえに少し強めではあるがDに constant rankの条
件を仮定しておけば、命題によりR := KerDは J1(E)の部分束となる。
また、V : p∗J1(E) −→ T ∗E∗に関しても明らかに上記命題の仮定を満た
すので、いま特に V (p∗R)は T ∗(E∗\0)の部分束になるが、V (p∗R)が先
に定義した V (D)であることは明らかであろう。
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さて、ここで特に Dが E の接続 ∇ : Γ(E) −→ Γ(E ⊗ Λ1)である場
合に V (∇)がどのようなものであるか把握しておこう。局所的に ∇の
connection matrixが ωijであるとすれば

∇ei =
∑

j

ωij ⊗ ej

よって

∇s = ∇(
n∑

i=1

fiei) =
n∑

i=1

(dfi +
n∑

j=1

fjωji)⊗ ei

ゆえに

(∇s)x = 0 ⇐⇒ (dfi)x = −
n∑

j=1

fj(x)(ωji)x

このとき

(ds∨)εx =
n∑

i=1

(fi(x)dλi −
n∑

j=1

fj(x)ωjiλi)

=
n∑

i=1

fi(x)(dλi −
n∑

j=1

ωijλj)

となるから、V (∇)は

θi := dλi −
n∑

j=1

ωijλj (1 ≤ i ≤ n)

を局所基底としてもつ T ∗(E∗\0)の部分束であることがわかる。

さてこれ以降はD : Γ(E) −→ Γ(F )を 1階線形微分作用素であって、
D = σ∇なる形のものであるとする。ここで∇はEの接続。σ : E⊗Λ1 −→
F は bundle homomorphismである。（このとき σはDの symbolに他な
らない。）ここで補題を１つ。

Lemma 1.1

S1 := Kerσとするとき、S1 = R ∩ (E ⊗Λ1) ( R = KerD )が成り立つ。
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Proof

D = σ∇は局所的に



Φ1
1 · · · Φ1

n

...
...

Φl
1 · · · Φl

n


 , Φj

i = Φj
i
0 +

m∑

k=1

Φj
i
k

∂

∂xk

と表すことができる。
j1(s)(x) (s = Σfiei)が (R∩ (E⊗Λ1))xの元であるということは、j1(s)(x)

が

f1(x) = f2(x) = · · · = fn(x) = 0 and D(s)x = 0

を満たすことに他ならない。これを上記行列を用いて言い換えれば、

∑

j,k

Φj
i
k
∂fj

∂xk

= 0 (1 ≤ i ≤ l)

一方 j1(s)(x)が (S1)x = Kerσxの元であることは、

σ(D)(




df1

...

dfn


 , x) =




∑

j,k

Φj
1
k
∂fj

∂xk

...∑

j,k

Φj
l
k
∂fj

∂xk




=




0
...

0




が成り立つことに他ならない。よって S1 = R∩ (E ⊗Λ1)が示された。■

　本節の重要な命題とその証明を記す前に、更に一つ記号を用意してお
く。S2 ⊂ E ⊗ Λ2を

S2 := {S1に 1− formを外積した形の元全体 } ⊂ S1 ⊗ Λ1

であるとする。それでは本節の主命題。

Proposition 1.3

V (D) ⊂ T ∗(E∗\0)が involutiveであることと次の２条件が成り立つこと
とは同値である。
(1) D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2)

(2) ΩΓ(E) ⊂ Γ(S2)
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注意
ここで D1 : A1(E) −→ A2(E)は∇から定まる共変外微分であり、Ω :

A0(E) −→ A2(E)は∇の曲率である。
Proof

まず involutiveについて思い出しておこう。V ⊂ T ∗M が involutiveであ
るとは dΓ(V ) ⊂ Γ(V2) (V2 ⊂ Λ2は V に 1-formを外積した形の元全体 )

が成り立つことであると考えてよい。「考えてよい」というのは一般的に
は involutiveという言葉は V ⊥ ⊂ T ∗Mの dualをとった (V ⊥)∗ ⊂ T ∗∗M =

TM において ξ, η ∈ X((V ⊥)∗) =⇒ [ξ, η] ∈ X((V ⊥)∗)が成り立つことを
意味するが、これらの定義は同値であることが確かめられるからである。
（[8]の�．§8参照）

D = σ∇のとき

V (D) = V (p∗S1)⊕ V (∇)

が成り立つ。何故ならばD(s)x = 0を満たす j1(s)(x) ∈ J1(E)xについて
考えると、(∇s)xの段階で (∇s)x = 0となるようなものと σxによって 0

になるものとがある。ゆえに V (D)x = V (p∗S1)x ⊕ V (∇)xが成り立つか
らである。⊕が本当に直和を意味していることは、V (p∗S1)xは J1(E)xに
おける (E ⊗ Λ1)x成分を pで引き戻して V で移したものであり、V (∇)x

は J1(E)xにおけるEx成分を pで引き戻して V で移したものであること
から理解される。（ J1(E)x

∼= Ex ⊕ (E ⊗ Λ1)xであった。）
さて、V (p∗S1), V (∇)はそれぞれ局所的に以下に記すような基底をもつ。

σi
∨ = Σsijkλjdxk (1 ≤ i ≤ p)

θi = dλi − Σωijλj (1 ≤ i ≤ n)

（σi = Σsijkej ⊗ dxk (1 ≤ i ≤ p)は S1の局所基底とする。）

さて、T ∗(E∗\0)は (dλ1, · · · , dλn, dx1, · · · , dxm)なる局所基底をもつが、
(θ1, · · · , θn, dx1, · · · , dxm)もその局所基底たり得ることは簡単にチェック
できる。従って V2（V (D)の元に T ∗(E∗\0)の元を外積した形の元全体の
こと）は θi ∧ θj, θi ∧ dxj, σi

∨ ∧ dxjなる 2-formたちによって張られる。

注意
σi
∨ ∧ θjは θi ∧ dxjたちで表される。
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ここでV (D) = V (p∗S1)⊕V (∇)の局所基底であるところのσi
∨ (1 ≤ i ≤ p)

と θi (1 ≤ i ≤ n)の外微分を計算しておこう。

D1σi = D1(Σsijkej ⊗ dxk)

= Σ(sijkel ⊗ ωjl ∧ dxk + ej ⊗ dsijk ∧ dxk)

であることに注意すると

dσi
∨ = Σsijkdλj ∧ dxk + Σλjdsijk ∧ dxk

= Σsijk(θj + Σωjlλl) ∧ dxk + Σλjdsijk ∧ dxk

= Σsijkθj ∧ dxk + Σ(sijkλlωjl ∧ dxk + λjdsijk ∧ dxk)

= Σsijkθj ∧ dxk + (D1σi)
∨

dθi = −Σλjdωij − Σdλj ∧ ωij

= −Σλjdωij − Σ(θj + Σωjlλl) ∧ ωij

= −Σλl(dωil + Σωjl ∧ ωij)− Σθj ∧ ωij

= −ΣλlΩil − Σθj ∧ ωij

さて、θj ∧ dxk, θj ∧ ωij ∈ Γ(V2)であるから、V (D)が involutiveであ
るための必要十分条件は (D1σi)

∨, ΣλlΩil ∈ Γ(V2)となることであるが、
(D1σi)

∨, ΣλlΩilが θi ∧ θj, θi ∧ dxj たちで張られることがないのは見れ
ば明らかなので、この条件は更に絞られて (D1σi)

∨, ΣλlΩil ∈ Γ(V (p∗S2))

と同値となる。そしてこれらは結局D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2), ΩΓ(E) ⊂ Γ(S2)と
同値であるから命題は証明された。

注意
D = ∇（つまり σ = I）なる特別な場合には S1 = 0となるから、命題に
より V (∇)が involutive ⇐⇒ ∇の曲率Ω = 0　となる。

　以上により本節の内容を終えるが、その前に次節へ向けて２点注意し
ておくべきことがある。

Remark 1.1

これまでの議論ではベクトル束 E は実ベクトル束としてきたが、E が
複素ベクトル束であるときは、s∨ は E∗ 上の C 値関数であり、ds∨ は
T ∗(E∗\0)の複素化された複素ベクトル束T ∗

c(E
∗\0)の切断であり、V (D)

は T ∗
c(E

∗\0)の複素部分束である。また、λ1, · · · , λnも複素数として扱
う。この場合、∇とDがE上の概複素構造 Jと可換であるならばやはり
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上記命題は成立する。（無論 Λ1に関しても複素で議論する場合はその複
素化であるΛ1

cを用いる。）

Remark 1.2

一般に多様体M の余接束 T ∗M の複素化 T ∗
cM に対し、その複素部分束

V ⊂ T ∗
cM で、V ∩ V = 0, V + V = T ∗

cM を満たすものがとれるとき、
これを dualで見れば V ∗ + V ∗ = TcM であって、V ∗と TM との同型から
V ∗の概複素構造

√−1が TM の概複素構造 Jを誘導する。この Jに関し
て V ∗は正則型、つまり JA =

√−1Aを満たすA ∈ TcMの全体、V ∗は反
正則型、つまり JA = −√−1Aを満たすA ∈ TcM の全体であるから、V

が involutive即ち V ∗が involutiveであるということは J が integrableで
あることの定義に他ならない。補足であるが、Jが integrableであること
の定義を次で定義する (1, 2)テンソル S が消えることであるとしても同
値な定義であることが知られている。([8]の p.106～107参照)

S(ξ, η) := [ξ, η] + J [Jξ, η] + J [ξ, Jη]− [Jξ, Jη] (ξ, η ∈ X(M))
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2 向き付けられた４次元リーマン多様体X上の反
自己双対スピノルの射影束P (V−)の概複素構造
の積分可能性に関する定理

Theorem 2.1

向き付けられた４次元リーマン多様体X上の反自己双対スピノルの射影
束 P (V−)上に標準的に定義される概複素構造は、Xが自己双対であると
きまたそのときに限り積分可能である。

Proof

まず、問題は局所的であるので、V−上に標準的に定義される概複素構造
について議論すれば十分であることに注意する。また、Xが自己双対で
あるという概念はXが向き付けられている以上、その共形構造のみに依
存するので、以下ではXに共形構造の範囲でmetricを選んでおくことと
する。さて、V−上には２つの自然な 1階線形微分作用素が定義されてい
ることに注意しておく。１つはDirac operatorと呼ばれるもので

D : Γ(V−)
∇−→ Γ(V− ⊗ Λ1

c)
σ−→ Γ(V+)

∇はXの Levi-Civita接続から自然な仕方で誘導される V−上の接続であ
り、σはClifford積である。２つ目は twistor operatorと呼ばれるもので

D : Γ(V−)
∇−→ Γ(V− ⊗ Λ1

c)
σ−→ Γ(V ⊥

+)

∇はDirac operatorにでてきたものと同じで、σは σ := 1 − σ∗σで定義
される、Kerσの上への直行射影である。(σ∗は σの随伴)　（この事実の
確認は以下の復習のあとに行う。）
ここで証明の本流からそれるが、上記 operatorの中に出てきたClifford

積とその周辺について簡単に復習しておく。
Λ1の複素化Λ1

cは局所的に次のように分解される。

Λ1
c = P ⊕ P

P := {α · 1√
2
(e1 − ie2) + β · 1√

2
(e3 − ie4) | α, β ∈ C}

P := {α · 1√
2
(e1 + ie2) + β · 1√

2
(e3 + ie4) | α, β ∈ C}

（ (e1, e2, e3, e4)はΛ1の局所正規直交基底 ）
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P と P とは Λ1のmetricをそのまま複素線形に拡張したものによって互
いに双対の関係になっている。つまり P ∼= P ∗.
さてここで C(Λ1) ⊗R C（Λ1の Clifford代数束の複素化）の、スピノ
ル束 V = V+ + V− への作用を具体的に記述したいので V を局所的に
V = ΛP (V+ = Λ+P, V− = Λ−P )として定義する。C(Λ1)⊗RCのV = ΛP

への作用はΛ1
cの元のV = ΛP への作用により定義される。Λ1

cの元αは、
P 成分と P 成分の和に分解されるが、P 成分は V = ΛP に外積により作
用させ、P 成分は P ∗の元とみなして V = ΛP に縮約で作用させること
にする。実際は v ∈ V = ΛP に対し、

c(β)v =
√

2(β∧)v , β ∈ P ,

c(β)v = −
√

2ι(β)v , β ∈ P

と係数を補って定義するが、この作用により代数束としての同型C(Λ1)⊗R

C ∼= End(V )を得る。（この辺りは [7]の p.160～162参照）
C(Λ1)⊗R Cの V への上記作用をClifford積と呼ぶが、それでは実際に

Clifford積なる bundle homomorphismがどのようなものなのかを定義に
従った計算により明らかにしておこう。局所的に V+ = Λ+P, V− = Λ−P

であるから

V+ = {φ = α + β · 1

2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4) | α, β ∈ C} ,

V− = {ψ = δ · 1√
2
(e1 − ie2) + ε · 1√

2
(e3 − ie4) | δ, ε ∈ C}

と考えることができる。そこで ei (1 ≤ i ≤ 4) ∈ Λ1
cの V+, V−への作用

を定義に従って計算すると次のようになる。




e1 · φ = α · 1√
2
(e1 − ie2)− β · 1√

2
(e3 − ie4)

e2 · φ = iα · 1√
2
(e1 − ie2) + iβ · 1√

2
(e3 − ie4)

e3 · φ = β · 1√
2
(e1 − ie2) + α · 1√

2
(e3 − ie4)

e4 · φ = −iβ · 1√
2
(e1 − ie2) + iα · 1√

2
(e3 − ie4) ,





e1 · ψ = −δ + ε · 1
2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4)

e2 · ψ = iδ + iε · 1
2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4)

e3 · ψ = −ε− δ · 1
2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4)

e4 · ψ = iε− iδ · 1
2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4)
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V = V+ + V−の局所基底として

( 1 ,
1

2
(e1 − ie2) ∧ (e3 − ie4) ,

1√
2
(e1 − ie2) ,

1√
2
(e3 − ie4) )

をとれば、Λ1
c ⊂ C(Λ1)⊗R CとEndV との対応は次のようになっている

ことがわかる。

e1 ←→




0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0


 , e2 ←→




0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0




e3 ←→




0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


 , e4 ←→




0 0 0 i

0 0 −i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0




以上の復習により σ : Γ(V− ⊗ Λ1
c) −→ Γ(V+)の様子がよくわかったので

Dirac operatorの定義がはっきりとした。次に twistor operatorの定義を
はっきりさせるために σ := 1 − σ∗σについてしっかりと見ておこう。こ
こでの σ∗は σの随伴であると先に述べたが、σ∗は局所的に

σ∗ : Γ(V+) −→ Γ(V− ⊗ Λ1
c)

ψ 7−→ −1

4
Σei · ψ ⊗ ei

のように定義されており、厳密に言えば
1

4
σの随伴であることが V−⊗Λ1

c

と V+における内積計算をそれぞれ忠実に行うことにより確かめられる。

（即ち正確には σ∗は (
1

4
σ)∗と記すべきであるが、これからも σ∗の表記を

用いることにする。）
さて、V ⊥

+ := Imσについて、V ⊥
+ = Kerσであることは確認しておく

必要がある。これにより V ⊥
+が複素ベクトル束としてきちんと定まって

いることが保証され、前節の命題を適用する際には気を付けておかねば
ならなかったDに関する constant rankの条件も満たされるからである。
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Σφi ⊗ ei ∈ Γ(V− ⊗ Λ1
c)に対して

σ(1− σ∗σ)(Σφi ⊗ ei) = σ(Σφi ⊗ ei +
1

4
Σei · (ej · φj)⊗ ei)

= Σei · φi +
1

4
Σei · ei · (ej · φj)

= Σei · φi − Σej · φj

= 0

よりV ⊥
+ ⊂ Kerσ.逆にΣφi⊗ei ∈ KerσとするとΣφi⊗ei = (1−σ∗σ)(Σφi⊗

ei)であるからKerσ ⊂ V ⊥
+. よって V ⊥

+ := Imσ = Kerσとなる。

D, Dがどのような 1階線形微分作用素として定まっているのかしっか
りわかってきたところで再び定理の証明の本流に戻る。Dに前節の主命
題を適用するのが狙いであるので、まず初めに S1 = Kerσ ⊂ V− ⊗ Λ1

cを
求めたいが、次の補題が成り立つことに注意しよう。

Lemma 2.1

Kerσ = Imσ∗

Proof

ψ ∈ V+に対して

σ(Σei · ψ ⊗ ei) = Σei · ψ ⊗ ei − σ∗(Σei · ei · ψ)

= Σei · ψ ⊗ ei − Σei · ψ ⊗ ei

= 0

より Imσ∗ ⊂ Kerσ.逆に Σφi⊗ei ∈ V−⊗Λ1
cに対して (1−σ∗σ)(Σφi⊗ei) =

0ならば Σφi⊗ei = Σej ·(−1
4
Σei ·φi)⊗ej (−1

4
Σei ·φi ∈ V+)ゆえにKerσ ⊂

Imσ∗ ■

　上記事実より S1は複素２次元ベクトル束であり、従って V (p∗S1)も複
素２次元ベクトル束である。実際に S1の局所基底として

σ1 =
1√
2
(e1 − ie2)⊗ e1 +

i√
2
(e1 − ie2)⊗ e2

+
1√
2
(e3 − ie4)⊗ e3 +

i√
2
(e3 − ie4)⊗ e4 ,
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σ2 = − 1√
2
(e3 − ie4)⊗ e1 +

i√
2
(e3 − ie4)⊗ e2

+
1√
2
(e1 − ie2)⊗ e3 − i√

2
(e1 − ie2)⊗ e4

がとれる。また V (∇)も複素２次元ベクトル束であり、その局所基底と
して

θ1 = dλ1 −
2∑

j=1

ω1jλj ,

θ2 = dλ2 −
2∑

j=1

ω2jλj

がとれる。以上によりV (D) = V (p∗S1)⊕V (∇) ( ⊂ T ∗
c(V−∗\0) )は複素４

次元部分束であり、実際に局所基底がわかっているのでV (D)∩V (D) = 0

も簡単に確かめられる。よって前節の終わりに記したことによりV (D)の
概複素構造がT ∗V−∗に概複素構造を定義する。symplecticallyにV−とV−∗

とを同一視しているのでこれは T ∗V−に（即ち V−上に）概複素構造を定
義するといってもよい。以上を踏まえ、これより V (D)が involutiveであ
ること、即ち V−上の概複素構造が integrableであることと、Xの自己双
対性とが同値であることを、前節の主命題を適用することにより証明し
ていくことになる。

まずProposition 1.3の１つ目の条件について見てみる。φ = Σei·ψ⊗ei ∈
Γ(S1)について、V−⊗Λ1

c上に自然に導かれる共変微分∇を施すと、Levi-

Civita接続のmetric compatibilityより

∇g = Σ(∇ei ⊗ ei + ei ⊗∇ei) = 0

であることから

∇φ = Σ(∇ei · ψ ⊗ ei + ei · ∇ψ ⊗ ei + ei · ψ ⊗∇ei)

= Σei · ∇ψ ⊗ ei (= Σei · ∇jψ ⊗ ej ⊗ ei)

また、Levi-Civita接続は torsion freeでもあるから V− ⊗ Λ1
c上での上記

共変微分∇と、V−上の共変微分∇から導かれる共変外微分D1との違い
は作用後の切断を見たときに、２つの 1-formが互いにテンソルされてい
るのか外積されているのかの違いだけである。よって

D1φ = Σei · ∇jψ ⊗ ej ∧ ei ∈ Γ(S2)
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以上によりProposition 1.3の１つ目の条件はDを考えるときには無条件
に成り立っていることがわかった。

次に Proposition 1.3の２つ目の条件について見てみる。いま写像

V+ ⊗ Λ1
c −→ V− ⊗ Λ2

c ; ψ ⊗ α 7−→ Σei · ψ ⊗ ei ∧ α

を定義すると、Γ(S2)はこの写像の Imageの切断に他ならない。さて、この
写像は単射であることがわかる。何故ならば、Σψj⊗ejがこの写像のKernel

に入っているとすると、Σei ·ψj⊗ei∧ej = 0.従って ei ·ψj = ej ·ψi (i 6= j).

両辺に左から ej · eiを作用させることにより−ej ·ψj = ei ·ψi (i 6= j)を得
る。つまり例えば e1 · ψ1 = −e2 · ψ2, e1 · ψ1 = −e3 · ψ3, e1 · ψ1 = −e4 · ψ4

が成り立っている。一方 e2 ·ψ2 = −e3 ·ψ3も成り立っているからこれらよ
り ei · ψi = 0 (1 ≤ i ≤ 4).よって ψi = 0 (1 ≤ i ≤ 4).よってΣψj ⊗ ej = 0.

さて、上記写像の単射性によって V+ ⊗Λ1
c ⊂ V− ⊗Λ2

cと考えることが
できるが、ここでこれら２つのベクトル束 V+ ⊗Λ1

cと V− ⊗Λ2
cを既約成

分へ分解することを考える。分解を考えるにあたり、SU(2)のテンソル
積表現の既約分解を与えるクレブッシュゴルダンの定理を思い出してお
こう。

Theorem 2.2 (クレブッシュゴルダン)

SU(2)のテンソル積表現は次のように分解される。

Vm ⊗ Vn = Vm+n ⊕ Vm+n−2 ⊕ · · · · · · ⊕ V|m−n| ( Vm = Sm(C2))

さて、V+ ⊗ Λ1
cは

V+ ⊗ Λ1
c
∼= V+ ⊗ (V+

∗ ⊗ V−)

∼= V+ ⊗ (V+ ⊗ V−) (symplecticallyに V+
∼= V+

∗である)

∼= (V+ ⊗ V+)⊗ V−
∼= (S1V+ ⊗ S1V+)⊗ V−
∼= (S2V+ ⊕ S0V+)⊗ V− (クレブッシュゴルダンの定理)

∼= (S2V+ ⊗ V−)⊕ V−

のように既約分解される。V− ⊗ Λ1
cの既約分解を求める前に１つ注意。

Λ2
+cはClifford積の計算を実行してみればわかる通り（先に記した行列参
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照）tracelessなEndV+の元全体と同一視されるのでΛ2
+c
∼= S2V+.同様に

Λ2−c
∼= S2V−.が成り立つ。よって V− ⊗ Λ1

cは

V− ⊗ Λ2
c
∼= V− ⊗ (Λ2

+c ⊕ Λ2−c)

∼= V− ⊗ (S2V+ ⊕ S2V−)

∼= (S2V+ ⊗ V−)⊕ (S2V− ⊗ S1V−) (V− = S1V−である)

∼= (S2V+ ⊗ V−)⊕ V− ⊕ S3V− (クレブッシュゴルダンの定理)

のように既約分解される。これら２つの複素ベクトル束の既約分解により

(S2V+ ⊗ V−)⊕ V− = S2

であることがわかり、ΩΓ(V−) ⊂ Γ(S2)なる条件は ΩΓ(V−)の S3V−成分
が消えているということに他ならない。ところでX上のLevi-Civita接続
の曲率Ωは Γ(Λ2 ⊗ End(TX))の元と考えられると同時に End(Λ2)の元

Ω =

(
W+ 0

0 W−

)
+

(
0 B

B∗ 0

)
−




τ

12
I 0

0
τ

12
I




とも考えられるのであった。（第１項はWeyl共形曲率、第３項の τ はス
カラー曲率）
一方 V−上に誘導される接続の曲率 Ωは Γ(Λ2 ⊗ End(V−))の元と考えら
れ、次で与えられることがわかっている。

Ω = (W−) + (B)− (
τ

12
I) （これについては [4] or [5]を参照）

注意
上記の Ω、W−などは、正確には ψ : so(3) −→ su(2)なる標準的な同型
写像 ψを用いて ψ(Ω)、ψ(W−)などとかくところを略記している。

さて、

W− ∈ S4V− , B ∈ S2V+ ⊗ S2V− ,
τ

12
I ∈ S0V−

であることと、再びクレブッシュゴルダンの定理により

Λ2 ⊗ End(V−) ∼= V−∗ ⊗ V− ⊗ (Λ2
+ ⊕ Λ2−)

∼= S1V− ⊗ S1V− ⊗ (S2V+ ⊕ S2V−)

∼= S1V− ⊗
(
(S1V− ⊗ S2V+)⊕ S1V− ⊕ S3V−

)
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∼=
(
(S2V− ⊕ S0V−)⊗ S2V+

)⊕ (S2V− ⊕ S0V−)⊕ (S4V− ⊕ S2V−)

∼=
(
(S2V− ⊗ S2V+)⊕ S2V+

)⊕ (S2V− ⊕ S0V−)⊕ (S4V− ⊕ S2V−)

であることに注意すると、ΩΓ(V−)の S3V− 成分が消えるということと
W− = 0が成り立つこととは同値であることがわかる。以上によりPropo-

sition 1.3の２つ目の条件が成り立つための必要十分条件はXが自己双対
であることだとわかった。

これをもってTheorem 2.1の証明は完結した。 ■
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3 特定の条件下における自己双対接続のモジュラ
イ空間の考察

初めに自己双対接続のモジュライ空間について簡単に復習しておく。
(P, π, X4, G)を、向き付けられた 4次元リーマン多様体上の主G束とす
る。P上の接続ωが irreducibleであるとは、ωがGの閉部分群Hに reduce

され得ないことである。以後P 上の irreducible, self-dual connection全体
の集合をA+、ゲージ変換群を Gと表すことにする。GはA+に、ゲージ
変換による formの引き戻しにより作用している。（つまり irreducibility,

self-dualityは変換により保たれる。）従ってゲージ変換で互いに移り合う
接続は本質的に同じものであるとみなし、商空間M+ := A+/Gを考え、
自己双対接続のモジュライ空間 (moduli space of self-dual connections)と
呼ぶのであった。自己双対接続のモジュライ空間を思い出したところで
本節の主定理。

Theorem 3.1

X4を向き付けられた、コンパクト 4次元リーマン多様体で、自己双対で
あり、更にスカラー曲率 τ ≥ 0かつどこかで τ > 0であるとする。また
Gをコンパクトで semi-simpleなリー群、P をX4上のGを構造群とする
主ファイバー束であるとする。このとき P 上の自己双対接続のモジュラ
イ空間M+ = A+/Gは空集合であるか、或いは次元が

dimM+ = 2p1(gp)− 1

2
dimG · (χ(X4)− σ(X4))

で与えられる多様体になる。ここで gp := P ×Ad g、p1(gp)(= −c2(gp⊗C))

は gpのPontrjagin数、χ(X4)はX4のEuler数、σ(X4)はX4の符号数で
ある。

さて定理の中には大きく分けて２つ、証明すべきことが含まれている。１
つはM+の次元の決定を行う部分、もう１つはM+に多様体の構造を入
れる部分である。本節では初めに前者、即ちM+の次元が上記のように
計算されることを証明し、最後にM+に多様体の構造をどのように入れ
るのかの概要（証明のスケッチ）を述べることにする。
モジュライ空間M+の次元を求めるためにA+の接空間と Gの軌道の

接空間を決定する。A+は空集合ではないとし、ω ∈ A+を１つ固定する。
そしてωtをA+内の曲線でω = ω0とする。ωの曲率をΩ、ωtの曲率をΩt

とする。αt := ωt−ω ∈ Γ(Λ1⊗gp)とおくとき、α :=
d

dt
αt

∣∣∣∣
t=0

∈ Γ(Λ1⊗gp)
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は曲線ωt ∈ A+の t = 0における接ベクトルであると考えられる。ここで

Ωt = dωt +
1

2
[ωt ∧ ωt] = Ω + Dωαt +

1

2
[αt ∧ αt]

（Dωはωが定めるP上の共変外微分を表す）であることに注意すると、ωt

は self-dualであるから p−Ωt = p−(Dωαt +
1
2
[αt∧αt]) = 0である。（ここに

p− : Λ2 ⊗ gp −→ Λ2− ⊗ gp : 射影）.よって上式を tで微分し t = 0におけ
る値を考えると、α0 = 0により p−Dα = 0となる。以上によりΓ(Λ1⊗gp)

をAの ωにおける接空間 Tω(A)と考えたとき、A+の接空間は

Tω(A+) = {α ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp) ; p−Dωα = 0}

で与えられることがわかる。次にωを通るGの軌道G(ω)の接空間Tω(G(ω))

を求めよう。ftをG内の曲線でf0 = Idとする。βt := ft
∗ω−ω ∈ Γ(Λ1⊗gp)

とおくとき、β :=
d

dt
βt

∣∣∣∣
t=0

∈ Γ(Λ1 ⊗ gp)は曲線 ft
∗ω ∈ G(ω)の t = 0に

おける接ベクトルと考えられる。ここで ft は P上のゲージ変換である
ことに注意すると、各 p ∈ P, t ∈ Rに対して γ(p, t) ∈ Gが存在して
ft(p) = p · γ(p, t)である。f0 = Idより γ(p, t)は t = 0でGの単位元を通

るから、ḟ(p) :=
∂

∂t
γ(p, t)

∣∣∣∣
t=0

により滑らかな関数 ḟ : P −→ gが定義で

きる。ḟ(p · g) = Ad(g−1) · ḟ(p)が成り立つことはすぐに確かめられるの
で、ḟ ∈ Γ(gp).以上を踏まえると

β =
d

dt
(ft

∗ω − ω)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
γ(·, t)−1 · (d(γ(·, t)) + [ω ∧ γ(·, t)])

)∣∣∣∣
t=0

=

(
d

dt
γ(·, t)

∣∣∣∣
t=0

+ [ω ∧ d

dt
γ(·, t)

∣∣∣∣
t=0

]

)
= ḟ + [ω ∧ ḟ ] = ∇ωḟ

（∇ωは ωが定める P 上の共変微分）となる。ゆえに接空間 Tω(G(ω))は

Tω(G(ω)) = {∇ωξ ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp) ; ξ ∈ Γ(gp)}

で与えられることがわかる。以上により ω ∈ A+により代表されるM+

の元 [ω]におけるM+の接空間は

T[ω]M+ = TωA+/Tω(G(ω))

= {α ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp) ; p−Dωα = 0}/{∇ωξ ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp) ; ξ ∈ Γ(gp)}
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で与えられることがわかるが、この空間は以下に示す複体の言葉で表現
することができる。

ω ∈ A+を１つ固定すると次のような１階線形微分作用素の複体 ”Atiyah-

Hitchin-Singer complex”（以下A-H-S complexと記す）を考えることが
できる。

0 −→ Γ(gp)
d0−→ Γ(Λ1 ⊗ gp)

d1−→ Γ(Λ2− ⊗ gp) −→ 0

d0 = ∇ω, d1 = p−Dω

（上記 sequenceが複体であることは ω ∈ A+により d1d0 = p−Dω∇ω =

p−Ω = 0となることから確定する。）
A-H-S complexにおいては３つのコホモロジーH0, H1, H2が通常どおり
定義されるが、先に議論したM+の [ω] ∈M+における接空間は T[ω]M+

= H1 = Kerd1/Imd0に他ならない。よって我々の目標はA-H-S complex

の第１コホモロジーの次元 h1 := dimH1を計算することである。そのた
めにまずここで、A-H-S complexが楕円複体であることを見ておく。こ
のことは後に h1の計算をするときにAtiyah-Singer index theoremを用い
るための前提条件として必要であるばかりでなく、h2 := dimH2を計算
するとき等にも必要だからである。

Proposition 3.1

A-H-S complexは楕円複体である。

Proof
∀x ∈ X, ∀v(6= 0) ∈ Λ1

xに対し、x上のファイバーからなるA-H-S complex

の表象系列

0 −→ (gp)x
σ(d0)−→ (Λ1 ⊗ gp)x

σ(d1)−→ (Λ2− ⊗ gp)x −→ 0

σ(d0)A = v ⊗ A , σ(d1)(w ⊗ A) = p−(v ∧ w)⊗ A

が完全であることを見ればよいが、これは次の系列の完全性を見れば十
分である。

0 −→ Λ0
x

σ0−→ Λ1
x

σ1−→ (Λ2−)x −→ 0 , σ0(t) = tv, σ1(w) = p−(v ∧ w)

� v 6= 0より σ0が単射であることは明らかである。
� Imσ0 ⊂Kerσ1が成り立っていることは明らかである。いま、e1 = vで
あるような Λ1

xの正規直交基底 (e1, e2, e3, e4)をとる。x = λ1e1 + λ2e2 +
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λ3e3+λ4e4 ∈ Kerσ1であるとすると、p−(λ2e1∧e2+λ3e1∧e3+λ4e1∧e4) =
1

2
{λ2(e1∧e2−e3∧e4)+λ3(e1∧e3 +e2∧e4)+λ4(e1∧e4−e2∧e3)} = 0より

λ2 = λ3 = λ4 = 0を得る。従って x = λ1v ∈ Imσ0.よって Imσ0 = Kerσ1.

� �により dimKerσ1 = 1.また dimΛ1
x = 4,dim(Λ2−)x = 3であるから、

線形写像の次元考察によりσ1が全射であることもわかる。 ■

さて、h1 = dimH1を index theoremを用いて計算するためには、あらかじ
めh0 = dimH0, h2 = dimH2を調べておかなければならないが、Theorem

3.1の仮定部分が以下で示すように見事に生かされて、h0 = 0, h2 = 0で
あることが結論されるのである。

Proposition 3.2

h0 = 0

Proof

初めに、h0 = 0なる結論に本質的に寄与しているのは、A-H-S complexを
定める P 上の接続 ωが irreducibleであることと、P の構造群Gが semi-

simlpeであるという仮定であることを強調しておこう。
H0 ∼= Kerd0 = {ξ ∈ Γ(gp) ; ∇ωξ = 0}であるが、ξ ∈ Γ(gp)は滑らかな

関数 ξ : P −→ gであって、ξ(p · g) = Ad(g−1) · ξ(p)を満たすものと同一
視されるので、∇ωξ = 0はこの同一視で見れば dξ(X) = 0（∀X ∈ ThP :

P 上の水平ベクトル）に他ならないことに注意して、ξ ∈ Kerd0とする。
さていま、p0 ∈ P を固定し、

H(p0) := {g ∈ G; Ad(g−1)ξ(p0) = ξ(p0)} ,

Q(p0) := {p ∈ P ; ξ(p) = ξ(p0)}

と定義すると、H(p0)はGの閉部分群であり、Q(p0)に単純推移的に（即ち
π(ṕ) = π(p)のとき ∃|g ∈ H(p0)で ṕ = pgとなるということ）作用すること
が簡単に確かめられるので、(Q(p0), π|Q(p0), X

4, H(p0))は主H(p0)束であ
る。いま、p0 ∈ Q(p0)を通るP 内の水平曲線 γ(t) (γ(0) = p0)について見

てみよう。ξ ∈ Kerd0より (dξ)γ(t)

(
d

dt
γ(t)

)
= 0.これは

d

ds
ξ(γ(s))

∣∣∣∣
s=t

= 0

に同じである。よって ξ(γ(t)) = ξ(γ(0)) = ξ(p0)となるから γ(t)は実は
Q(p0)内であったことがわかる。これは ∀p ∈ Q(p0)のとき ThP |p ⊂ TQ|p
が成り立つことを意味する。これにより P の接続 ωは単にQ(p0)に制限
することでQ(p0)上の接続に reduceされる。ところで ωは irreducibleで
あったからH(p0) = G.よってAd(g−1)ξ(p0) = ξ(p0) (∀g ∈ G).これは微

23



分したレベルで見れば [Y, ξ(p0)] = 0 (∀Y ∈ g)に他ならないが、G : semi-

simpleより g : semi-simpleなので ξ(p0) = 0がでる。任意の p0 ∈ P につ
いてこのように議論できて ξ(p0) = 0であったのだから結局 ξ = 0.従って
Kerd0 = 0.よって h0 = 0が示された。 ■

Proposition 3.3

h2 = 0

ここでも証明を始める前に一言強調しておこう。h2 = 0に本質的に寄与
しているのはX4の self-dualityと τ ≥ 0かつどこかで τ > 0なる仮定の部
分である。さて、A-H-S complexが楕円複体であることは前に述べたが、
楕円複体の一般論によりH2 = Γ(Λ2− ⊗ gp)/Imd1とKer∆2（∆2 := d1d1

∗

は（第２）ラプラス作用素と呼ばれる）とは線形同型であるので、ラプ
ラス作用素 d1d1

∗について考察していくことにする。i−で包含写像 i− :

Λ2− ⊗ gp −→ Λ2 ⊗ gpを表すことにすれば d1d1
∗ = p−Dω(Dω)∗i−である。

さて一方でΛ2−⊗gp上の共変微分∇Λ2−⊗gpが以下のように定義されること
に注意しておこう。まずΛ2−上の共変微分∇Λ2−は底空間X4のLevi-Civita

接続からΛ2に誘導される共変微分∇Λ2
(∇Λ2

(α∧ β) = ∇α∧ β + α∧∇β)

を用いて∇Λ2− := p−∇Λ2
i−で定義されることに注意しておく。また gp上

には先程から A-H-S complexを定めるべく１つ固定された P 上の接続
ω ∈ A+による共変微分∇ωがあるので、Λ2− ⊗ gp上の共変微分は

∇Λ2−⊗gp(α⊗ s) = ∇Λ2−α⊗ s + α⊗∇ωs

で定まる。さて、ここで次のようなΛ2−⊗ gp上の作用素∆Λ2−⊗gpを考えて
みよう。

∆Λ2−⊗gp = −
4∑

i=1

∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gp −
4∑

i=1

div(si)∇si

Λ2−⊗gp

（ (s1, · · · , s4)は TX4の局所基底であるとする。）

すると実は次のような等式が成り立つことが証明される。

2d1d1
∗ = ∆Λ2−⊗gp +

τ

3
(1)

（τ はX4上の Levi-Civita接続のスカラー曲率）(1)が成り立つと次の等
式が成り立つことがわかる。

Proposition 3.4

2

∫

X4

(d1d1
∗u, u) =

∫

X4

|∇si

Λ2−⊗gp u|2 +

∫

X4

τ

3
|u|2
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Proof

ここでは (1)が成り立つとしているので、一般に
∫

X4

(∆Λ2−⊗gp u, v) =

∫

X4

(∇Λ2−⊗gp u,∇Λ2−⊗gp v) (2)

が成り立つことを示せば十分である。さて、∇Λ2−はLevi-Civita接続から
誘導されたので内積を保つことは明らかであるが、∇ωも内積を保つこと
に注意しておこう。何故ならGのコンパクト性により gにAd(G)不変な
内積を定めることができ、gpの内積はその内積を採用するからである。
よって∇Λ2−⊗gp は内積を保つ共変微分であるから、

si(∇si

Λ2−⊗gp u, v) = (∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gp u, v) + (∇si

Λ2−⊗gp u,∇si

Λ2−⊗gp v) (3)

が成り立つ。また∆Λ2−⊗gp の定義より

(∆Λ2−⊗gp u, v) = −
∑

(∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gp u, v)−
∑

div(si)(∇si

Λ2−⊗gp u, v) (4)

(3), (4)より

(∆Λ2−⊗gp u, v) =
∑

(∇si

Λ2−⊗gp u,∇si

Λ2−⊗gp v)

−
∑

si(∇si

Λ2−⊗gp u, v)−
∑

div(si)(∇si

Λ2−⊗gp u, v)

(5)

一方、div(fX) = Xf + fdivXより

div{(∇si

Λ2−⊗gp u, v)si} = si(∇si

Λ2−⊗gp u, v) + (∇si

Λ2−⊗gp u, v)div(si) (6)

(5), (6)より

(∆Λ2−⊗gp u, v) =
∑

(∇si

Λ2−⊗gp u,∇si

Λ2−⊗gp v)−
∑

div{(∇si

Λ2−⊗gp u, v)si} (7)

(7)式の両辺をX4上で積分するとストークスの定理より
∫

X4

div{(∇si

Λ2−⊗gp u, v)si}dV =

∫

X4

d{(∇si

Λ2−⊗gp u, v)si y (dV )} = 0

（ここで dV : 体積要素、y : 縮約を表す）であるから、(2)を得る。

ここで τ ≥ 0かつどこかで τ > 0の仮定を用いれば Proposition 3.4より
h2 = dimKer(d1d1

∗) = 0となることは直ちにわかる。よってあとは (1)を
証明すればProposition 3.3の証明は完結するが、(1)の証明は次のように
２段階に分けて与えよう。第１段階では 2d1d1

∗−∆Λ2−⊗gpがΛ2−⊗ gp上の
bundle homomorphismであることを示し、第２段階で各局所基底につい
て等式 2d1d1

∗ = ∆Λ2−⊗gp +
τ

3
が成り立つことを示すのである。
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第１段階 初めに２つほど補題を用意しておこう。

Lemma 3.1

f, h ∈ C∞(X4), s ∈ Γ(Λ2− ⊗ gp)のとき

p−(dh ∧ (gradf y s) + df ∧ (gradh y s)) = 〈gradf, gradh〉s

（ yは縮約を表す）が成り立つ。

Proof

局所正規直交基底をとって忠実に計算すれば容易に確かめられる。 ■

Lemma 3.2

f ∈ C∞(X4), s ∈ Γ(Λ2− ⊗ gp)のとき

H(f, s) := p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s)) +∇gradf
Λ2−⊗gps− 1

2
∆(f)s = 0

が成り立つ。

Proof

初めに ∗(dh ∧ s) = −gradh y s (h ∈ C∞(X4), s ∈ Γ(Λ2− ⊗ gp))が成り
立つことに注意する（これも局所正規直交基底をとって忠実に計算すれ
ばすぐに確かめられる。）と、

(Dω)∗(hs) = −gradh y s + h(Dω)∗(s)

が成り立ち、また

Dω(hs) = dh ∧ s + hDωs

であるから、

H(f, hs) = p−{df ∧ (gradh y s + h(Dω)∗(s))

− dh ∧ (gradf y s)− hDω(gradf y s)}
+ (dh)(gradf)s + h(∇gradf

Λ2−⊗gps− 1

2
∆(f)s)

= −〈gradf, gradh〉s + (dh)(gradf)s

+ h{p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s))

+∇gradf
Λ2−⊗gps− 1

2
∆(f)s} (Lemma 3.1)

= hH(f, s)
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が成り立つ。さて、x ∈ X4を固定し、si ∈ Γ(TX4)を∇si(x) = 0を満た
す局所正規直交基底、gj ∈ Γ(gp)を∇ωgj(x) = 0を満たす局所正規直交
基底としてとっておく。siの dual局所正規直交基底 eiから通常どおりに
作られる Λ2−の局所正規直交基底を fi

−とするとき、上で見たH(f, ·)の
性質よりH(f, fi

− ⊗ gj)(x) = 0を確かめれば Lemma 3.2の証明は完結す
る。ところで si, gjの選び方から

∇Λ2−⊗gp(fi
− ⊗ gj)(x) = 0, (Dω)∗(fi

− ⊗ gj)(x) = 0

であるので

H(f, fi
− ⊗ gj)(x)

= −p−Dω((gradf y fi
−)⊗ gj)(x)− 1

2
∆(f)(fi

− ⊗ gj)(x)

= −p−d(gradf y fi
−)⊗ gj(x)− 1

2
∆(f)(fi

− ⊗ gj)(x)

よってあとは

p−d(gradf y fi
−)(x) = −1

2
∆(f)fi

−(x) (i = 1, 2, 3) (8)

を示せばよい。しかしこれは例えば i = 1, gradf = ξs1, (dξ = Σξiei)のと
きを確認すれば十分であろう。0 = d(df) = d(ξe1) = dξ ∧ e1 + ξde1を x ∈
X4で見れば (de1)x = 0より (dξ)x ∧ (e1)x = 0.つまり (dξ)x = ξ1(x)(e1)x

であることがわかる。あとは簡単な計算により p−d(gradf y f1
−)(x) =

−1

2
∆(f)f1

−(x) =
1

2
ξ1(x)であることが示される。これにてLemma 3.2の

証明終了。 ■

Proposition 3.5

2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp はΛ2− ⊗ gp上の bundle homomorphismである

Proof

初めに簡単な計算により確かめられることであるが、

∑
{div(si)〈si, gradf〉+ d〈si, gradf〉(si)} = −∆(f) (9)
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が成り立つことを注意しておくと、

(2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)(fs) = 2p−Dω(Dω)∗i−(fs)−∆Λ2−⊗gp(fs)

= 2p−Dω(−gradf y s + f(Dω)∗(s))−∆Λ2−⊗gp(fs)

= 2p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s)) + f · 2d1d1
∗(s)

+
4∑

i=1

∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gp(fs) +
4∑

i=1

div(si)∇si

Λ2−⊗gp(fs)

= 2p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s)) + f · 2d1d1
∗(s)

+
4∑

i=1

∇si

Λ2−⊗gp(〈si, gradf〉s + f∇si

Λ2−⊗gps)

+
4∑

i=1

div(si)(〈si, gradf〉s + f∇si

Λ2−⊗gps)

= 2p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s)) + f · 2d1d1
∗(s)

+
4∑

i=1

d〈si, gradf〉(si)s + 2
4∑

i=1

〈si, gradf〉∇si

Λ2−⊗gps

+ f

4∑
i=1

∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gps +
4∑

i=1

div(si)〈si, gradf〉s

+ f

4∑
i=1

div(si)∇si

Λ2−⊗gps

= {2p−(df ∧ (Dω)∗(s)−Dω(gradf y s)) + 2∇gradf
Λ2−⊗gp s−∆(f)s}

+ f(2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)(s) ( (9)より )

= f(2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)(s) (Lemma 3.2)

となり題意は示された。 ■

第２段階

Proposition 3.6

Λ2− ⊗ gpの各局所基底について

2d1d1
∗ = ∆Λ2−⊗gp +

τ

3

が成り立つ。
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Proof

x ∈ X4を固定し、si ∈ Γ(TX4)を∇si(x) = 0を満たす局所正規直交基底、
gj ∈ Γ(gp)を∇ωgj(x) = 0を満たす局所基底とする。（eiは siの dual局所
正規直交基底。仮定より dei(x) = 0も成り立っていることに注意してお
く。）またLevi-Civita接続の接続 1-形式をωj

i、即ち∇sj = Σωj
i ·siとし、

ωj
i = Γi

jkek, dΓi
jk = Γi

jklelなどとする。同様に∇ωの接続 1-形式をAj
i、

即ち∇ωgj = Aj
i · giとし、Aj

i = ai
jkek, dai

jk = ai
jklelなどとする。これ

らの記号のもとで、x ∈ X4において (e1 ∧ e2− e3 ∧ e4)⊗ g1 ∈ Γ(Λ2−⊗ gp)

なる局所基底について題意の等式が成り立つことを見れば十分であろう。
それではこれよりしばらくの間、題意の等式の左辺について、底空間X4

の self-dualityについて、全空間 P 上の接続 ωの self-dualityについて計
算で突き詰めていこう。ただし以下の計算においてはポイントを表すxと
Σ記号は見た目の煩雑さを避けるために省くことにする。

(2d1d
∗
1)((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1) = (2d1 ∗Dω)((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1)

= (2d1∗)
(
d(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1 + (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) ∧∇ωg1

)

= (2d1∗)
(
(−ωj

1 ∧ ej ∧ e2 + e1 ∧ ωj
2 ∧ ej + ωj

3 ∧ ej ∧ e4

− e3 ∧ ωj
4 ∧ ej)⊗ g1 + (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) ∧ A1

j ⊗ gj

)

= (2d1∗)
(
(−Γ1

jkek ∧ ej ∧ e2 + Γ2
jke1 ∧ ek ∧ ej

+ Γ3
jkek ∧ ej ∧ e4 − Γ4

jke3 ∧ ek ∧ ej)⊗ g1

+ (aj
13e1 ∧ e2 ∧ e3 + aj

14e1 ∧ e2 ∧ e4

− aj
11e3 ∧ e4 ∧ e1 − aj

12e3 ∧ e4 ∧ e2)⊗ gj

)

= (2d1∗)
((

(−Γ1
31 + Γ1

13)e1 ∧ e3 ∧ e2 + (−Γ1
41 + Γ1

14)e1 ∧ e4 ∧ e2

+ (−Γ1
43 + Γ1

34)e3 ∧ e4 ∧ e2 + (Γ2
32 − Γ2

23)e1 ∧ e2 ∧ e3

+ (Γ2
42 − Γ2

24)e1 ∧ e2 ∧ e4 + (Γ2
43 − Γ2

34)e1 ∧ e3 ∧ e4

+ (Γ3
21 − Γ3

12)e1 ∧ e2 ∧ e4 + (Γ3
31 − Γ3

13)e1 ∧ e3 ∧ e4

+ (Γ3
32 − Γ3

23)e2 ∧ e3 ∧ e4 + (−Γ4
21 + Γ4

12)e3 ∧ e1 ∧ e2

+ (−Γ4
41 + Γ4

14)e3 ∧ e1 ∧ e4 + (−Γ4
42 + Γ4

24)e3 ∧ e2 ∧ e4

)
⊗ g1

+ (aj
13e1 ∧ e2 ∧ e3 + aj

14e1 ∧ e2 ∧ e4

− aj
11e3 ∧ e4 ∧ e1 − aj

12e3 ∧ e4 ∧ e2)⊗ gj

)
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= (2d1∗)
((

(Γ1
31 + Γ2

32 − Γ4
21 + Γ4

12)⊗ e1 ∧ e2 ∧ e3

+ (Γ1
41 + Γ2

42 + Γ3
21 − Γ3

12)⊗ e1 ∧ e2 ∧ e4

+ (Γ3
43 − Γ2

34 − Γ3
13 − Γ4

14)⊗ e1 ∧ e3 ∧ e4

+ (−Γ1
43 + Γ1

34 − Γ3
23 − Γ4

24)⊗ e2 ∧ e3 ∧ e4

)
⊗ g1

+ (aj
13e1 ∧ e2 ∧ e3 + aj

14e1 ∧ e2 ∧ e4

− aj
11e1 ∧ e3 ∧ e4 − aj

12e2 ∧ e3 ∧ e4)⊗ gj

)
(Γi

ij = 0)

= (2d1)

((
(Γ1

43 − Γ1
34 + Γ3

23 + Γ4
24)e1 + (Γ2

43 − Γ2
34 − Γ3

13 − Γ4
14)e2

+ (−Γ1
41 − Γ2

42 − Γ3
21 + Γ3

12)e3 + (Γ1
31 + Γ2

32 − Γ4
21 + Γ4

12)e4

)
⊗ g1

+ (aj
12e1 − aj

11e2 − aj
14e3 + aj

13e4)⊗ gj

)

= (2p−)

((
(Γ1

43k − Γ1
34k + Γ3

23k + Γ4
24k)ek ∧ e1

+ (Γ2
43k − Γ2

34k − Γ3
13k − Γ4

14k)ek ∧ e2

+ (−Γ1
41k − Γ2

42k − Γ3
21k + Γ3

12k)ek ∧ e3

+ (Γ1
31k + Γ2

32k − Γ4
21k + Γ4

41k)ek ∧ e4

)
⊗ g1

+ (aj
12kek ∧ e1 − aj

11kek ∧ e2 − aj
14kek ∧ e3 + aj

13kek ∧ e4)⊗ gj

)

=
(
(Γ2

431 − Γ2
341 − Γ3

131 − Γ4
141 − Γ1

432 + Γ1
342 − Γ3

232 − Γ4
242 − Γ1

313

− Γ2
323 + Γ4

213 − Γ4
123 − Γ1

414 − Γ2
424 − Γ3

214 + Γ3
124)(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)

+(−Γ1
411 − Γ2

421 − Γ3
211 + Γ3

121 − Γ1
433 + Γ1

343 − Γ3
233 − Γ4

243 + Γ1
312

+ Γ2
322 − Γ4

212 + Γ4
122 − Γ2

434 + Γ2
344 + Γ3

134 + Γ4
144)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+(Γ1
311 + Γ2

321 − Γ4
211 + Γ4

121 − Γ1
434 + Γ1

344 − Γ3
234 − Γ4

244 + Γ1
412

+ Γ2
422 + Γ3

212 − Γ3
122 + Γ2

433 − Γ2
343 − Γ3

133 − Γ4
143)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)

)

⊗ g1

+
(
(−aj

111 − aj
122 − aj

133 − aj
144)(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)

+ (−aj
141 − aj

123 + aj
132 + aj

114)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (aj
131 − aj

124 + aj
142 − aj

113)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)

⊗ gj
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一方、

∇Λ2−⊗gp

(
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1

)

= p−
(
(∇e1 ∧ e2 + e1 ∧∇e2 −∇e3 ∧ e4 − e3 ∧∇e4)⊗ g1

+ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗∇ωg1

)

= p−

((
(−Γ1

jkek ⊗ ej) ∧ e2 + e1 ∧ (−Γ2
jkek ⊗ ej)− (−Γ3

jkek ⊗ ej) ∧ e4

− e3 ∧ (−Γ4
jkek ⊗ ej)

)
⊗ g1 + aj

1k(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ ek ⊗ gj

)

よって

∇si

Λ2−⊗gp

(
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1

)

= p−
(
(−Γ1

jiej ∧ e2 − Γ2
jie1 ∧ ej + Γ3

jiej ∧ e4 + Γ4
jie3 ∧ ej)⊗ g1

+ aj
1i(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ gj

)

=
1

2

(
(−Γ1

1i − Γ2
2i − Γ3

3i − Γ4
4i)(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)

+ (−Γ2
3i − Γ4

1i + Γ1
4i + Γ3

2i)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (−Γ2
4i + Γ3

1i − Γ1
3i + Γ4

2i)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)
⊗ g1

+ aj
1i(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ gj

=
(
(Γ3

2i + Γ1
4i)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (Γ4
2i + Γ3

1i)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)
⊗ gj

+ aj
1i(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ gj (Γi

jk = −Γj
ik)

よって

∇si

Λ2−⊗gp∇si

Λ2−⊗gp

(
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1

)

=
(
(Γ3

2ii + Γ1
4ii)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (Γ4
2ii + Γ3

1ii)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)
⊗ gj

+ aj
1ii(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ gj

また、

(div(si)∇si

Λ2−⊗gp)
(
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1

)
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は、x ∈ X4において (div(si))(x) = 0であるから消える。以上により

∆Λ2−⊗gp

(
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1

)

=
(
(Γ3

2ii + Γ1
4ii)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (Γ4
2ii + Γ3

1ii)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)
⊗ gj

+ aj
1ii(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ gj

さて、ここでP 上の接続ωが self-dualであることを関数 ai
jklで書き表し

ておこう。（無論、ポイント x ∈ X4における議論である）

p−(Dω∇ωgi) = p−Dω(aj
ikek ⊗ gj)

= p−(daj
ik ∧ ek ⊗ gj)

= p−(aj
iklel ∧ ek ⊗ gj)

= p−
(
(aj

i21 − aj
i12)e1 ∧ e2 + (aj

i43 − aj
i34)e3 ∧ e4

+ (aj
i31 − aj

i13)e1 ∧ e3 + (aj
i42 − aj

i24)e2 ∧ e4

+ (aj
i41 − aj

i14)e1 ∧ e4 + (aj
i32 − aj

i23)e2 ∧ e3

)
⊗ gj

=
1

2

(
(aj

i21 − aj
i12 − aj

i43 + aj
i34)(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)

+ (aj
i31 − aj

i13 + aj
i42 − aj

i24)(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)

+ (aj
i41 − aj

i14 − aj
i32 + aj

i23)(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)
)
⊗ gj

= 0

であるから、




aj
i21 − aj

i12 − aj
i43 + aj

i34 = 0

aj
i31 − aj

i13 + aj
i42 − aj

i24 = 0

aj
i41 − aj

i14 − aj
i32 + aj

i23 = 0

次に、こんどはX4が self-dualであることを Γi
jklで書きたいので、その

前にRijklと Γi
jklとの関係を調べる。

∇si
sj = (ωj

k ⊗ sk)(si) = (Γk
jlel ⊗ sk)(si) = Γk

jisk
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により、

Rijkl = g(R(si, sj)sk, sl)

= g(∇si
∇sj

sk −∇sj
∇si

sk −∇[si,sj ]sk, sl)

= g(∇si
(Γm

kjsm)−∇sj
(Γm

kism), sl)

= g((dΓm
kj)(si)sm − (dΓm

ki)(sj)sm, sl)

= g((Γm
kji − Γm

kij)sm, sl)

= Γl
kji − Γl

kij

これを踏まえるとBianchiの式Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0は

Γl
kji − Γl

kij + Γl
ikj − Γl

ijk + Γl
jik − Γl

jki = 0 (10)

となり、Rijkl = Rklijは

Γl
kji − Γl

kij = Γj
ilk − Γj

ikl (11)

となることがわかる。さて、[2]の§1を参照すればわかる通り、X4 が
self-dualであることの必要十分条件は以下の５本の式により与えられて
いた。（Rijはリッチ曲率）

R1212 − 2R1234 + R3434 = −τ

6
(12)

R1313 − 2R2413 + R2424 = −τ

6
(13)

R23 + R14 = 2(R1231 + R3143) (14)

R24 + R31 = 2(R1241 + R2312) (15)

R21 + R34 = 2(R4214 + R1341) (16)

これを Γi
jklで書き表すと

Γ2
121 − Γ2

112 − 2(Γ4
321 − Γ4

312) + Γ4
343 − Γ4

334 = −τ

6
(17)

Γ3
131 − Γ3

113 + 2(Γ3
142 − Γ3

124) + Γ4
242 − Γ4

224 = −τ

6
(18)

Γ3
121 − Γ3

112 + Γ3
442 − Γ3

424 + Γ4
221 − Γ4

212 + Γ4
313 − Γ4

331 = 0 (19)

Γ4
121 − Γ4

112 + Γ4
332 − Γ4

323 + Γ1
232 − Γ1

223 + Γ1
443 − Γ1

434 = 0 (20)

Γ1
332 − Γ1

323 + Γ1
424 − Γ1

442 + Γ4
131 − Γ4

113 + Γ4
223 − Γ4

232 = 0 (21)

となる。
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ここまでで Proposition 3.6を証明するために必要な式はほぼ出揃った
のであるが、便宜上、既出の式 (12), (13)を辺々加えた式と τ の定義式と
を合わせることにより得られる次の式が有用なのでここに記しておく。

R1414 + 2(R1234 −R2413) + R2323 = −τ

6
(22)

これを Γi
jklで書くと

Γ4
141 − Γ4

114 + 2(Γ4
321 − Γ4

312 − Γ3
142 + Γ3

124)

+ Γ3
232 − Γ3

223 = −τ

6

(23)

ようやく準備も整ったので x ∈ X4における等式

(2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1)

=
τ

3
((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1)

(24)

を証明しよう。まず初めに、ωの self-dualityを表す、ai
jklで書かれた３本

の式（２ページ前）により、(2d1d1
∗−∆Λ2−⊗gp)((e1 ∧ e2− e3 ∧ e4)⊗ g1)に

は ai
jklを含む項は残らないことがわかる。したがってあと示すべきは

(1) (2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1)における

(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1の係数が
τ

3
に等しい

(2) (2d1d1
∗ −∆Λ2−⊗gp)((e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ g1)における

(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)⊗ g1, (e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)⊗ g1の係数が 0

の２つのみである。

(1) Γ2
431 − Γ2

341−Γ3
131 − Γ4

141 − Γ1
432+Γ1

342 − Γ3
232−Γ4

242

−Γ1
313 − Γ2

323 + Γ4
213 − Γ4

123 − Γ1
414−Γ2

424 − Γ3
214+Γ3

124

=
τ

6
+ (Γ3

142 − Γ3
124) (棒線部に (18)を適用)

+ Γ2
431 − Γ2

341−Γ4
141 − Γ1

432−Γ3
232

−Γ2
323 + Γ4

213 − Γ4
123−Γ1

414 − Γ3
214

=
τ

6
+ (Γ4

231 − Γ4
213) + Γ2

431 + Γ4
213 ( ( )内に (11)を適用 )

+
τ

6
+ 2(Γ4

321 − Γ4
312 − Γ3

142 + Γ3
124) (棒線部に (23)を適用)

− Γ2
341 − Γ1

432 − Γ4
123 − Γ3

214
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=
τ

3
+ (Γ4

321 − Γ4
312 + Γ3

124 − Γ3
142 + Γ2

314 − Γ2
341)

+ (Γ4
321 − Γ4

312 + Γ3
124 − Γ3

142 + Γ1
423 − Γ1

432) (Γi
jkl = −Γj

ikl)

=
τ

3
+ (Γ2

143 − Γ2
134 + Γ2

431 − Γ2
413 + Γ2

314 − Γ2
341) +

(−Γ1
243 + Γ1

234 − Γ1
324 + Γ1

342 + Γ1
423 − Γ1

432) ((11)とΓi
jkl = −Γj

ikl)

=
τ

3
((10)より)

(2) (e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4)⊗ g1の係数は

−Γ2
421 + Γ3

121 + Γ1
343 − Γ4

243 + Γ1
312 − Γ4

212 − Γ2
434 + Γ3

134

= (Γ3
121 − Γ3

112) + (Γ3
442 − Γ3

424)

+ (Γ4
221 − Γ4

212) + (Γ4
313 − Γ4

331) ((11)とΓi
jkl = −Γj

ikl)

= 0 ((19)より)

(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)⊗ g1の係数についても同様。

以上によりProposition 3.6の証明は完結した。（これでh2 = 0の証明も
完結した。） ■

ここからは A-H-S complexに Atiyah-Singer index theoremを適用して
h1 = dimH1の計算をする。一般に n次元コンパクト多様体X 上に複素
ベクトル束E0, E1, · · · , Em及び微分作用素D : Γ(Ei) −→ Γ(Ei+1) (i =

0, 1, · · · ,m− 1)が与えられていて

0 −→ Γ(E0)
D0−→ Γ(E1)

D1−→ · · · · · · Dm−1−→ Γ(Em) −→ 0

が楕円複体とする。Hp = KerDp/ImDp−1と定義したとき、dimHp < ∞
で、

∑
(−1)pdimHp = (−1)

n(n+1)
2

ch(Σ(−1)iEi)td(TX ⊗C)

e(TX)
[X]

が index theoremである。ここで Todd類 td(TX ⊗ C)とは TX ⊗ Cの
Chern類 c(TX ⊗C)により次のように表されるものである。

c(TX ⊗C) = 1 + c1 + · · ·+ cn (但し ci = ci(TX ⊗C))

を形式的に

c(TX ⊗C) = (1 + x1) · · · (1 + xn)
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と分解したときに

td(TX ⊗C) =
n∏

i=1

xi

1− e−xi
= 1 +

1

2
c1 +

1

12
(c1

2 + c2) + · · ·

と定義する。このように index theoremを適用するには A-H-S complex

を複素化しておかねばならない。そこで

{
gC

p = P ×Ad (g⊗C) , Λj = Λj(T ∗X ⊗C)

Λ2± = Λ2±(T ∗X ⊗C)

のような記号を用いることにすればA-H-S complexの複素化は

0 −→ Γ(gC
p ) −→ Γ(gC

p ⊗ Λ1) −→ Γ(gC
p ⊗ Λ2−) −→ 0

となる。よってA-H-S complexにh0 = 0, h2 = 0を考慮して index theorem

を適用すると

dimH1 = −ch(gC
p )ch(Λ0 − Λ1 + Λ2−)td(TX4 ⊗C)

e(TX4)
[X4] (25)

まず ch(Λ0−Λ1 + Λ2−)を計算するためにHodge ∗作用素を少し改良した

τ := −ip(p−1)∗ : Λp −→ Λ4−p

なる作用素を考える。τ は Λp上で τ 2 = 1を満たすことに注意しておく。
ここで

{
Λ∗ := Λ0 + Λ1 + Λ2 + Λ3 + Λ4 , Λ∗−1 := Λ0 − Λ1 + Λ2 − Λ3 + Λ4

Λ+ := {ξ ∈ Λ∗ ; τ(ξ) = ξ} , Λ− := {ξ ∈ Λ∗ ; τ(ξ) = −ξ}
とおけば

Λ+ = Λ+ ∩ (Λ0 + Λ4) + Λ+ ∩ (Λ1 + Λ3) + Λ2
+

Λ− = Λ− ∩ (Λ0 + Λ4) + Λ− ∩ (Λ1 + Λ3) + Λ2−

である。ここで対応 ξ + τ(ξ) ←→ ξ − τ(ξ) により同型対応

Λ+ ∩ (Λ0 + Λ4) ←→ Λ− ∩ (Λ0 + Λ4)

Λ+ ∩ (Λ1 + Λ3) ←→ Λ− ∩ (Λ1 + Λ3)
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が得られ、対応 ξ ←→ τ(ξ) により同型対応

Λ0 ←→ Λ4 , Λ1 ←→ Λ3

が得られることに注意。以上を踏まえると

Λ− − Λ+ + Λ∗−1

=
(
Λ− ∩ (Λ0 + Λ4)− Λ+ ∩ (Λ0 + Λ4)

)

+
(
Λ− ∩ (Λ1 + Λ3)− Λ+ ∩ (Λ1 + Λ3)

)

+ (Λ2− − Λ2
+) + (Λ0 + Λ4)− (Λ1 + Λ3) + (Λ2

+ + Λ2−)

= 2 Λ− ∩ (Λ0 + Λ4)− 2 Λ+ ∩ (Λ1 + Λ3) + 2 Λ2−
∼= Λ+ ∩ (Λ0 + Λ4) + Λ− ∩ (Λ0 + Λ4)

− Λ+ ∩ (Λ1 + Λ3)− Λ− ∩ (Λ1 + Λ3) + 2 Λ2−

= (Λ0 + Λ4)− (Λ1 + Λ3) + 2 Λ2−
∼= 2 (Λ0 − Λ1 + Λ2−)

なる同型対応が得られる。これを (25)に代入すると

dimH1 = −1

2

ch(gC
p )ch(Λ− − Λ+ + Λ∗−1)td(TX4 ⊗C)

e(TX4)
[X4] (26)

を得る。ここで

ch(gC
p ) = ch0(g

C
p ) + ch1(g

C
p ) + ch2(g

C
p )

= dimg + c1(g
C
p ) +

1

2
(c1(g

C
p )2 − 2c2(g

C
p ))（[5]の p.148参照）

= dimg + p1(gp)（c1(g
C
p ) = 0 , c2(g

C
p ) = −p1(gp)より）

de Rham複体の場合の index theorem （[3]参照）

ch(Λ∗−1)td(TX4 ⊗C)

e(TX4)
= e(TX4)

Hirzebruchの index theorem （[3]参照）

ch(Λ+ − Λ−)td(TX4 ⊗C)

e(TX4)
= 4 +

1

3
p1(X

4)

により (26)の右辺は

1

2
(dimg + p1(gp))(4− e(TX4) +

1

3
p1(TX4))
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をX4上で積分したものである。以上により
∫

X4

1

3
p1(X

4) = σ(X4) ,

∫

X4

e(X4) = χ(X4)

をも用いると (26)は

dimH1 = 2p1(gp)− 1

2
dimG · (χ(X4)− σ(X4))

但しここで gpの第１ Pontrjagin類 p1(gp)のX4上での積分、即ち gpの
Pontrjagin数も同じ記号 p1(gp)で記した。以上でM+の次元の計算に関
する証明を終えるが、ここで１つ自己双対接続のモジュライ空間の次元
計算の具体例を見ておこう。

X4 = S4, G = SU(2)の場合を考える。X4上の主SU(2)束Pは、SU(2)

のC2への自然な作用による同伴束E = P ×G C2と、SU(2)の su(2)へ
の adjoint作用による同伴束 gp = P ×Ad g（随伴束）をもち、gpの第１
Pontrjagin類はEの第２Chern類によって次のように表される。

p1(gp) = −4c2(E) ([5]の p.154問題 5.1参照)

よって、k := −c2(E) > 0（c2(E) : 正確には c2(E)をX4上で積分したも
の）となるようなEに対しては

2p1(gp) = 8k

χ(S4) = 2, σ(S4) = 0により

M+ = dimH1 = 8k − 3

と計算できる。

最後にM+ = A+/Gに多様体の構造が入ることの概要を述べる。まず
ω ∈ A+を固定する。そして次のような Γ(Λ1 ⊗ gp)の部分集合Aを定義
しておこう。

A := {τ ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp) ; p−(Dωτ +
1

2
[τ ∧ τ ]) = 0 , d0

∗τ = 0} ⊂ Γ(Λ1 ⊗ gp)

（ここで [· ∧ ·]は gpにおける括弧積計算と 1-formの外積計算を同時に行
うことを意味する。）
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実はAの 0における近傍と第１コホモロジーH1(gp)の 0における近傍
とが微分同相であることが知られているのだが、その概要を知るために
少し準備をしよう。ωに関するA-H-S complex

0 −→ Γ(gp)
d0−→ Γ(Λ1 ⊗ gp)

d1−→ Γ(Λ2− ⊗ gp) −→ 0

には３つのラプラス作用素∆0 = d0
∗d0, ∆1 = d1

∗d1 + d0d0
∗, ∆2 = d1d1

∗

が定義され、それぞれに関して調和射影Hi (i = 0, 1, 2)、グリーン作用素
Gi (i = 0, 1, 2)が定義されるが、それらの間には基本的な関係

Id = Hi + Gi∆i (i = 0, 1, 2) (27)

があるのであった。それからラプラス作用素と可換な作用素はグリーン
作用素Gとも可換なのであった。（ここら辺については de Rham複体の
場合についての [5]の p.125～127を参照）
また、h0 = h2 = 0 より調和射影に関しては H0 = H2 = 0 であ
ることにも注意しておく。（これは楕円複体の一般論により H0(gp) ∼=
Ker∆0, H2(gp) ∼= Ker∆2であったためである。）
さてここで Γ(Λ1 ⊗ gp)から Γ(Λ1 ⊗ gp)への写像 κを、

κ(τ) := τ + G1d1
∗{τ, τ} (ここに {τ, τ} :=

1

2
p−[τ ∧ τ ].)

により定義すると κは次の性質をもつ。（κは倉西写像と呼ばれる）

Lemma 3.3

κ(τ) ∈ Ker∆1 ⇐⇒ τ ∈ A

Proof

d1κ(τ) = d1τ + d1G1d1
∗{τ, τ}

= d1τ + G2d1d1
∗{τ, τ} (d1G1 = G2d1より)

= d1τ + G2∆2{τ, τ}
= d1τ + {τ, τ} −H2{τ, τ} ((27)より)

= d1τ + {τ, τ} (H2 = 0より)

d0
∗κ(τ) = d0

∗τ + d0
∗G1d1

∗{τ, τ}
= d0

∗τ + d0
∗G1d1

∗(H2{τ, τ}+ G2∆2{τ, τ}) ((27)より)

= d0
∗τ + d0

∗G1d1
∗G2∆2{τ, τ} (H2 = 0より)

= d0
∗τ + d0

∗d1
∗G2G2∆2{τ, τ} (G1d1

∗ = d1
∗G2より)

= d0
∗τ (d0

∗d1
∗ = 0より)
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上記２式により題意は示された。 ■

さて、κは Γ(Λ1 ⊗ gp)を Sobolevノルムで完備化した HK(Λ1 ⊗ gp)か
らHK(Λ1 ⊗ gp)への可微分写像に延び、τ = 0におけるその微分写像は
identityであることが知られている。従って κは τ = 0の近傍で微分同相
であり、上記補題とKer∆1

∼= H1(gp)によりAの 0における近傍とH1(gp)

の 0における近傍とが微分同相になるというわけである。Aについての大
まかな理解ができたところで、M+に多様体の構造を入れる話に戻ろう。
∀ωv ∈ A+に対して τ := ωv − ω ∈ Γ(Λ1 ⊗ gp)を対応させることにより

A+を Γ(Λ1⊗ gp)に埋め込んで考え、Γ(Λ1⊗ gp)を Sobolevノルムで完備
化したHK(Λ1⊗gp)の位相をA+に入れる。よってM+ = A+/GにはA+

の位相を G = Γ(P ×Ad G)の通常の位相で割った商位相を入れることが
できるので、M+を位相空間として捉えることができるわけである。次
に ∀τ ∈ Aに対し、ωv := ω + τ ∈ Aを対応させると、ωの曲率Ω、ωvの
曲率ΩvとしたときΩv − Ω = Dωτ + 1

2
[τ ∧ τ ]なる関係がある。もっとい

えば p−(Ωv)− p−(Ω) = p−(Dωτ + 1
2
[τ ∧ τ ])であるから、ω ∈ A+, τ ∈ A

により p−(Ωv) = 0.即ち ωv ∈ A+である。実はこの対応

A 3 τ −→ [ωv] ∈M+

が τ = 0の近傍で同相となることが知られており、Aは先に見たように
τ = 0の近傍でH1(gp)における 0の近傍と微分同相であったから、結局
∀[ω] ∈M+についてその近傍とH1(gp)なるベクトル空間の開部分集合と
が同相となるわけで、M+に多様体の構造が入ったことになる。以上を
もってA+ 6= φのときにM+に多様体の構造が入ることの概要の説明を
終えるが、ここで触れなかったM+のHausdorff性については [5]のp.217

～218を参照するとよい。
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